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PRÉFACE À L’ÉDITION RUSSE 


Ce volume du Cours de Physique théorique est consacré à la 
théorie des champs électromagnétiques dans les milieux matériels 
et à la théorie des propriétés macroscopiques, électriques et ma- 
gnétiques, de la matière. Comme le montre la table des matières, 
ce domaine comprend un grand nombre de problèmes. 

En écrivant ce volumu nous avons rencontré des difficultés 
considérables, car il fallait faire un choix parmi un matériel énorme ; 
de plus l'exposé de ces questions n'est souvent pas suffisamment 
clair du point de vue physique et contient même parfois des erreurs. 
Nous comprenons que l’expusé proposé peut avoir encore beaucoup 
de défauts, mais nous espérons les corriger dans les éditions futures. 

Nous remercions vivement le professeur V. Ginzburg qui a bien 
voulu lire le manuscrit et a fait une série de remarques utiles. Nous 
remercions également I. Dzialochynski et L. Pitaïevski pour l'aide 
qu’ils ont apportée lors de la correction des épreuves. 


Moscou, octobre 1956 L. Landau, E. Lifchitz 


NOTE DES ÉDITEURS 


La traduction française a été faite d'après l'édition 
russe parue en 4959, sans autres modifications que 
celles qui étaient nécessaires pour la concordance avec 
les éditions ultérieures des autres volumes du Cours. 


DÉSIG NATIONS 


Intensité et induction du champ électrique: E et D 

Intensité et induction du champ magnétique: H et B 

Intensité des champs extérieurs électrique et magnétique : 
vecteurs G, 6; valeurs absolues €, ÿ. 

Polarisation diélectrique: P 

Aimantation: M 

Moments totaux électrique et magnétique du corps : # et #{ 

Perméabilité diélectrique: € 

Perméabilité magnétique: u 

Densité de courant: j 

Conductibilité: © 

Température absolue (en unités énergétiques): T 

Grandeurs thermodynamiques par unité de volume: 

entropie S, 

énergie interne L’, 

énergie libre F, 

potentiel thermodynamique ®. 

Les mêmes grandeurs pour le corps en entier: Ÿ, 4, , D. 

Potentiel chimique: € 

Le facteur complexe périodique (dans le temps) est 
toujours de la forme e-iw!. 

Partout on applique la règle de sommation par rapport aux 
indices des vecteurs et des tenseurs tridimensionnels 
(lettres latines) et bidimensionnels (lettres grecques) se 
répétant deux fois 


Les références aux autres volumes du Cours sont données 
par les chiffres : 
II — Théorie du champ, 1966 
III — Mécanique quantique, 1966 
V — Physique statistique, 1967 
VI — Hydrodynamique 
VII — Théorie de l'élasticité, 1967 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLECTROSTATIQUE DES CONDUCTEURS 


$ 1. Champ électrostatique des conducteurs 


L’électrodynamique macroscopique a pour objet l'étude des 
champs électromagnétiques en présence de substance. Comme toutes 
les théories macroscopiques, l’électrodynamique utilise des gran- 
deurs physiques qui sont des moyennes prises suivant des éléments 
de volume « physiquement infinitésimaux », les fluctuations micro- 
scopiques de ces grandeurs, dues à la structure moléculaire de la 
substance, étant négligées. Ainsi, la valeur « microscopique » réelle 
de l'intensité du champ électrique e sera remplacée par sa valeur 
moyenne que nous désignerons par 


c=E. (1,1) 


Les équations fondamentales de l’électrodynamique des milieux 
continus s’obtiennent en prenant la moyenne des équations du 
champ électromagnétique dans le vide. C’est /Z. Lorentz qui a le 
premier transposé les équations microscopiques aux équations macro- 
scopiques. 

La forme des équations de l'électrodynamique macroscopique 
et le sens attribué aux différentes grandeurs y figurant dépendent 
essentiellement de la nature physique du milieu matériel, ainsi 
que du caractère des variations du champ dans le temps. C’est 
pourquoi il paraît raisonnable d'obtenir et d'étudier ces équations 
séparément pour chacune des catégories d'objets physiques. 

On sait que, par leurs propriétés électriques, tous les corps se 
divisent en deux catégories — les conducteurs et les diélectriques. 
Dans les premiers, tout champ électrique provoque le mouvement 
des charges, c’est-à-dire un courant électrique !). 


?) 11 faut noter que le conducteur est ici supposé homogène (par sa com- 
position, sa température, etc.). Nous verrons ultérieurement que dans un con- 
ducteur non homogène des champs ne provoquant pas le déplacement des char- 
ges peuvent également exister. 
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Nous allons commencer par l'étude des champs électriques cons- 
tants, créés par des conducteurs chargés (électrostatique des con- 
ducteurs). En vertu de la propriété essentielle des conducteurs en 
électrostatique, l'intensité du champ électrique dans les conducteurs 
doit être nulle. En effet, si l'intensité E était différente de zéro, 
ceci conduirait à l’apparition d’un courant; or, tout courant dans 
un conducteur est lié à une dissipation d'énergie et il ne peut de lui- 
même rester stationnaire (sans sources extérieures d'énergie). 

Il s'ensuit que toutes les charges dans un conducteur doivent 
être réparties sur sa surface: la présence de charges dans le volume 
du conducteur conduirait obligatoirement à l'apparition d'un champ 
électrique intérieur !); quant à la répartition des charges sur sa 
surface, elle peut être réalisée de telle sorte que les champs créés à 
l’intérieur du conducteur soient mutuellement compensés. 

Ainsi, le problème de l'électrostatique des conducteurs se réduit à 
la détermination du champ électrique dans le vide, hors des conduc- 
teurs, et à celle de la distribution des charges sur leurs surfaces. 

En des points qui ne se trouvent pas trop près de la surface 
du corps, le champ moyen E dans le vide coïncide, en fait, avec le 
champ réel e. Ces deux grandeurs ne diffèrent qu’au voisinage 
immédiat du corps, où les irrégularités des champs moléculaires 
se font encore sentir. Ceci ne se répercute cependant pas sur la forme 
des équations moyennes du champ. Les équations microscopiques 
exactes de Maxwell dans le vide sont 


dive=0, (4,2) 
1 ôh 
rote — SET (1,3) 


(h étant le champ magnétique). Comme le champ magnétique moyen 
est supposé nul, la dérivée 0h/0t devient également nulle, lorsque 
l’on prend la moyenne. On trouve ainsi les équations habituelles 
ppur le champ électrique constant dans le vide: 


: divE=0, rotE=—0, (1,4) 
c'est-à-dire c'est un champ dérivant d’un potentiel q tel que 
7 E= —gradq, (1,5) 
et satisfaisant à l'équation de Laplace 
Ag = 0. (1,6) 


Les conditions aux limites pour le champ E sur la surface du 
conducteur découlent de l'équation même rot E = 0, qui est (tout 
comme l'équation initiale (1,3)) valide tant à l'extérieur qu'à 


1) C'est évident d’après l'équation (1,8). 
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l'intérieur du corps. Choisissons l'axe des z suivant la normale 
à la surface du conducteur en un certain point. Au voisinage immé- 
diat de la surface du corps la composante £. du champ atteint des 
valeurs très importantes (car la différence de potentiel est ici finie 
à des distances très petites). Ce champ important est inhérent à la 
surface même et dépend des propriétés physiques de cette dernière, 
mais il n’a rien à voir avec le problème électrostatique que nous 
étudions, car il s'amortit rapidement à des distances comparables 
aux distances atomiques. Ce qui est important, c’est que si la 
a # «+ +  0E: 0E: Sue : 
surface est homogène, les dérivées Er restent finies, bien que 
E, devienne infini. Ainsi, comme 


8E, 06, 
(rot E). or 


nous trouvons que 0E,/6z est fini. Ceci veut dire que £, est continu 
sur la surface (car un saut de E, signifierait que la dérivée 0E,/0z 
devient infinie). Même chose pour £, et, comme à l’intérieur du 
conducteur E = 0, nous arrivons à la conclusion que les compo- 
santes tangentielles du champ extérieur doivent s'annuler sur 
la surface: 


E; = 0. (1,7) 
Ainsi, le champ électrostatique doit être normal à la surface du 
conducteur en chacun de ses points. Comme E — —grad ®, le poten- 


tiel du champ doit être constant sur toute la surface de chacun des 
conducteurs donnés. En d’autres termes, la surface d’un conduc- 
teur homogène est une surface équipotentielle du champ électro- 
statique. 

Quant à la composante normale du champ, il existe une relation 
simple entre celle-ci et la densité des charges réparties sur la surface. 
Elle s'obtient à partir de l'équation générale de l’électrodynamique 
div e = 4np; après avoir pris la moyenne on a: 


divE= 419, (1,8) 


où p est la densité moyenne de charge. La forme intégrale de cette 
équation signifie, comme on sait, que le flux du champ électrique 
à travers une surface fermée est égal à la charge totale se trouvant 
à l’intérieur du volume limité par la surface en question (multi- 
pliée par 4x). En appliquant ce théorème à l'élément de volume 
compris entre deux surfaces unitaires infiniment proches, adjacentes 
des deux côtés à la surface du conducteur, et comme sur la surface 
interne E — O0, on trouve E, — 4no (où © est la densité super- 
ficielle de charge, c’est-à-dire la charge par unité de surface du 
conducteur). Ainsi, la distribution des charges sur la surface du 
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conducteur est déterminée par la formule suivante 


np 00 
416 = En= ——"> (1,9) 
(la dérivée du potentiel est prise suivant la normale extérieure 
à la surface). La charge totale du conducteur est 


9 
= 7 $ SE df, | (1,10) 


l'intégrale étant prise sur toute la surface du conducteur. 

La distribution du potentiel dans tout champ électrostatique 
a une propriété remarquable: la fonction q (x, y, z) ne peut avoir 
de maximum ou de minimum que sur les limites du champ. Ce théo- 
rème peut également être formulé comme l'affirmation selon laquelle 
l'équilibre stable d’une charge témoin e placée dans le champ est 
impossible, car il n’existe pas de point où son énergie potentielle ep 
soit minimale. 

Ce théorème se démontre très facilement. Supposons, par exemple, 
qu’en un certain point À (ne se trouvant pas sur la limite du champ) 
le potentiel soit maximal. On peut alors entourer le point À d'une 
petite surface fermée, sur laquelle la dérivée suivant sa normale est 
partout dp/ôn << 0. Par conséquent, l'intégrale étendue à cette 


surface est telle que (Sa << Ü. Mais selon l'équation de Laplace : 
dp _ - 
Ÿ SE af= À ag av =0, 


ce qui est en contradiction avec l'hypothèse. 


$ 2. Energie du champ électrostatique des conducteurs 


Calculons l'énergie totale % du champ électrostatique des 
côênducteurs chargés !) 


{ dt ‘ 
US \ E® dV, (2,1) 


= joe , . . 
où l'intégrale est prise sur tout le volume de l'espace hors des 
conducteurs. Transformons cette intégrale de la.manière suivante: 


1 { £ 1 : 
= 5 E grad œ-dV = —— \ div (pE) dV + \ œdivE dy. 


. 1 Le carré E® ne coïncide pas avec le carré moyen €? du champ réel au 
voisinage de la surface du conducteur, ainsi que dans le volume de ce dernier 
(où E — 0. mais, évidemment, e* - 0). En calculant l'intégrale (2.1), nous 
omettons l'énergie interne du conducteur. qui ne nous intéresse pas, ainsi que 
l'énergie d’affinité des charges pour sa surface. 
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La seconde intégrale s’annule en vertu de (1,4) et la première se 
transforme en deux intégrales : l’une étendue aux surfaces des conduc- 
teurs délimitant le champ et l’autre à une surface infiniment éloignée. 
Mais la dernière de ces intégrales s’annule par suite de la décroissance 
suffisamment rapide du champ à l'infini. En numérotant les 
conducteurs à l’aide de l’indice a et en désignant par q, les valeurs 
constantes du potentiel le long de chacun d'eux, on obtient !) 


U=Y ÊGEn df= D ga Ÿ Endf. 


Enfin, en introduisant les charges totales des conducteurs e, on 
obtient, d'après (1,10), l'expression 


ql =} > CaPas (2,2) 


qui est analogue à celle donnant l'énergie d'un système de char- 
ges ponctuelles. 

Les charges et les potentiels des conducteurs ne peuvent être 
simultanément donnés d’une manière arbitraire; il existe entre 
eux une certaine relation. Comme les équations du champ dans 
le vide sont linéaires et homogènes, cette relation doit également 
être linéaire, c’est-à-dire qu'elle doit s'exprimer par des équations 
de la forme 


Ca — È Cape, (2,3) 


où les grandeurs C,,. C;y ont la dimension d'une longueur et dépen- 
dent de la forme et de la position mutuelle des conducteurs. Les 
grandeurs C,, sont appelées coefficients de capacité, et les grandeurs 
Ca (a  b) coefficients d'influence électrostatique. En particulier. 
si l'on n’a qu'un seul conducteur, e = Cp, où C est la capacité; la 
“aleur de la capacité est de l'ordre de grandeur des dimensions 
linéaires du corps. 

Les expressions inverses pour les potentiels en fonction des 
charges sont données par le système d'équations : 


Pa= À Caen. (2,4) 


où les coefficients Ci forment la matrice inverse de celle formée 
par les coefficients C,2. 


1) Lorsque l’on transforme l'intégrale de volume en intégrale de surface, 
il ne faut pas oublier, ici et ci-dessous. que £, est la composante du champ sui- 
vant la normale extérieure au conducteur: c'est la direction inverse de celle 
de la normale extérieure au domaine de l'intégration de volume. c'est-à-dire 
à l’espace extérieur aux conducteurs. C'est pourquoi. on a changé le signe de 
l'intégrale lors de la transformation. 
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Calculons la variation de l'énergie d’un système de conducteurs 
lors d’une variation infinitésimale de leurs charges ou de leurs 
potentiels. En variant l'expression initiale (2,1), on obtient 


1 
ôU = | E6E av. 
Cette expression peut ensuite être transformée de deux manières 
équivalentes. Substituons E — —grad , et comme le champ varié 


satisfait, tout comme le champ initial, aux équations (1,4) (de telle 
sorte que ÔE = 0), on peut écrire: 


au = — + \ grad p-êE dV = —+ A div (pôE) dV = 
LD re fa dr 


80 = Ÿ paôea. (2,5) 


ou finalement 


Nous avons donc obtenu la variation de l’énergie en fonction 
de la variation des charges. C'était d’ailleurs évident d’avance: 
c'est là le travail nécessaire pour porter des charges infinitésimales 
ôe, de l'infini où le potentiel du champ est nul jusqu'aux conducteurs 
donnés. 

D'autre part, on peut écrire: 


1 [ : 
ÔU — ee \ E grad ôç: dV — 7 div (Eôp) dV — 


ou 
? ôU = > CaÎPa: (2,6) 
c'est-à-dire que la variation de l'énergie s'exprime en fonction de 
la variation des potentiels des conducteurs. 

Les formules (2,5), (2,6) montrent que, lorsque l'on dérive 
l'énergie % par rapport aux charges, on obtient les potentiels des 
conducteurs ; quant aux dérivées de 4 par rapport aux potentiels elles 
donnent les valeurs des charges 
97 OU. (2,7) 


de 7° dTa — Cac 


D'un autre côté, les potentiels et les charges sont des fonctions 
linéaires les uns des autres. En utilisant (2,3), nous avons 


PU. O0 7 
PadFb da "+ 
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et, en inversant l’ordre de la différentiation, on obtient C«. D'où 
Cab = Ca (2,8) 


(d'une manière analogue, C5=—C5à). L'énergie 4 peut être mise 
sous une forme quadratique des potentiels ou des charges: 


U—+ D Copaps= + D} Calras. (2.9) 
a, b a.b 


Cette forme quadratique, tout comme l'expression initiale (2,1), 
doit être essentiellement positive. Cette condition fait apparaître 
certaines inégalités auxquelles doivent satisfaire les coefficients C4. 
En particulier, tous les coefficients de capacité sont positifs : 


Cu > 0 (2,10) 


(tout comme Ca >—0)!). 
Au contraire, tous les coefficients d'influence électrostatique 


sont négatifs: 
Co <0 (a = b) (2,11) 


Ceci est d’ailleurs évident. En effet, supposons que tous les 
conducteurs sauf un (le a-ième) sont mis à la terre, c'est-à-dire 
que leurs potentiels sont nuls. La charge induite par le a-ième con- 
ducteur chargé dans un conducteur quelconque b est alors égale 
à ep — CpaPa- 11 est évident que le signe de la charge induite est 
inverse de celui du potentiel inducteur, donc C,y, << 0. On peut 
s'en rendre compte avec plus de rigueur en remarquant tout d’abord 
que le potentiel du champ électrostatique ne peut atteindre des 
valeurs extrémales hors du conducteur. Supposons, par exemple, que 
le potentiel de l’unique conducteur, qui n’est pas mis à la terre, 
soit à; >> 0. Le potentiel sera alors partout positif de telle sorte 
que sa valeur minimale (zéro) ne soit atteinte que sur les conducteurs 
mis à la terre. Il s'ensuit que sur la surface de ces derniers la dérivée 
normale du potentiel dp/ôn est positive, et, conformément à (1,10), 
leur charge doit être négative. 

Des raisonnements analogues montrent que Ca > 0. 

L'énergie du champ électrostatique des conducteurs a une pro- 
priété d’extrémum, ayant, il est vrai, un caractère plutôt formel 
que physique. Pour démontrer cette propriété, supposons que la 
distribution des charges dans les conducteurs est soumise à une 
variation infinitésimale petite (la charge totale de chacun des conduc- 
teurs restant inchangée), pouvant provoquer l'apparition des char- 
ges à l’intérieur des conducteurs; nous ne tenons pas compte ici 
du fait qu’en réalité, une telle distribution des charges ne peut 


1) Indiquons de même que parmi les conditions rendant la forme (2,3) 
positive, il y a également les inégalités CoaCbb >> Cab. 
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être stationnaire. Considérons la variation correspondante de l’inté- 
grale 


A= | E*av, 


qui est maintenant étendue à tout l’espace, y compris le volume des 
conducteurs eux-mêmes (car après le déplacement des charges le 
champ E sera, dans le cas général, également différent de zéro à 
l'intérieur des conducteurs). On a: 

\ 


1 1 e 1 0 
Su | grad p-E dV=— \ div (p-êE) dV + \ pdivoE dy. 


La première intégrale, transformée en intégrale étendue à une surface 
infiniment éloignée, disparaît. Dans la seconde intégrale, on a. con- 


formément à (1,8), div ÔE — 4rôp, de telle sorte que: 
oÙ = \ pôp dV. 


Mais cette intégrale s’annule, si @ correspond au champ électro- 
statique réel: dans ce cas, à l’intérieur de chacun des conducteurs 


p — const, et les intégrales \ 6p dV étendues à leurs volumes sont 


nulles, car les charges totales des conducteurs restent inchangées. 

Ainsi, l'énergie du champ électrostatique réel a la valeur 
minimale !) de l'énergie des champs qui seraient créés par toute 
autre distribution des charges dans le volume des conducteurs 
(théorème de Thomson). 

Ce théorème conduit, en particulier, à ce que l'introduction 
d'un conducteur non chargé dans le champ de charges données 
(conducteurs chargés) diminue l'énergie totale du champ. Pour 
s'en convaincre, il suffit de comparer l'énergie du champ réel, qui 
s'établit après l'introduction du conducteur, avec l'énergie d'un 
champ fictif correspondant à l’absence des charges induites sur 
le conducteur introduit. La première, qui est minimale, sera infé- 
ieure à la seconde, cette dernière coïncidant en même temps avec 
l'énergie du champ originel (car en l'absence de charges induites, 
le champ aurait « pénétré » à l’intérieur du conducteur, sans chan- 
ger). Ce résultat peut être formulé également d’une autre manière: 
un conducteur non chargé, disposé au loin d’un système de charges 
données, est attiré par ces dernières. 

Enfin, on peut montrer qu’un conducteur (chargé ou non) intro- 
duit dans un champ électrostatique ne peut pas, en général, se 


1) Nous n'allons pas donner ici les raisonnements simples montrant qu'il 
s'agit bien d’un minimum ct non d'un extrémum en général. 
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trouver en équilibre stable sous l'influence des forces électriques 
seules. Cette affirmation généralise le théorème analogue mentionné 
à la fin du paragraphe précédent pour une charge ponctuelle et peut 
être obtenue en appliquant simultanément ce dernier et le théorème 
de Thomson; nous n’allons pas nous arrêter ici sur cette démons- 
tration. . 

Les formules (2,9) sont commodes lors du calcul de l'énergie 
d’un système de conducteurs se trouvant à des distances finies les 
uns des autres. Cependant, il faut étudier plus spécialement l’éner- 
gie d’un conducteur non chargé dans un champ extérieur uniforme Œ 
que l'on peut supposer étant créé par des charges se trouvant à 
l'infini. Conformément à (2,2), cette énergie est égale à 4% — !/.ep, 
où e est la charge éloignée créant le champ, et q@ — le potentiel 
du champ créé par ce conducteur au point où se trouve la charge e 
(l'énergie de la charge e dans son propre champ a été exclue de % car 
elle n’a rien à voir avec l'énergie du conducteur en question). La 
charge du conducteur est égale à zéro, mais sous l'influence du 
champ extérieur le conducteur acquiert un moment électrique 
dipolaire que nous désignerons par #. Le potentiel du champ d'un 
dipôle électrique, au point r assez éloigné de lui, est, comme on sait, 
q = Pr/r$. Ainsi, 

ql ePr 


T7 2rs * 


Mais —er/r3 se trouve être simultanément l'intensité du champ €, 
créé par la charge e. De telle sorte que l’on a 


U=—5+F. (2,12) 


Par suite de la linéarité de toutes les équations du champ, il 
est évident que les composantes du moment dipolaire $ sont des 
fonctions linéaires des composantes de l'intensité &. Les coeffi- 
cients de proportionnalité entre # et & ont la dimension du cube 
d’une longueur et sont donc proportionnels au volume du conduc- 
teur: 


Pi; = VarEx, (2,13) 
où les coefficients &;, ne dépendent que de la forme du corps. L'en- 
semble des grandeurs Va;; forme un tenseur qui peut être appelé 


tenseur de polarisabilité du corps. Ce tenseur est symétrique: &;; = 
= &x; (voir démonstration $ 11). L'énergie (2,12) sera donc 


a = —+ Van GE. (2,14) 
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Problèmes 


1. Exprimer la capacité mutuelle C d’un système formé par deux conduc- 
teurs (de charges + e) en fonction des coefficients C,4. 

Solution. La capacité mutuelle de deux conducteurs se détermine 
comme le coefficient C dans la relation e = C (2 — q1), et l'énergie du système 
s'exprime en fonction de C, soit Z = e?/2C. En comparant avec (2,9), on trouve : 


1 5 É 1 _Cui+2Ci2 + Co 
—= —2 ne ne mr 
C Ci 2C;3+C: CC — Ca À 

2. Une charge ponctuelle e est disposée au point O au voisinage d’un système 
de conducteurs mis à la terre et induit sur ceux-ci les charges e,.. 

S’il n'y avait pas de charge e et si l’un des conducteurs (le a-ième) avait le 
potentiel pa (les autres étant toujours mis à la terre), le potentiel du champ au 
point O serait p;. Exprimer les charges e, en fonction de pa et de qs. 

Solution.Siles charges es sur les conducteurs leur communiquent les 
potentiels , et les charges ea les potentiels @a, (2,3) donne : 


> Pat, = >» Pal abP = » Foeae 
u a, b a 


Appliquons cette relation à deux états du système composé de tous les conduc- 
teurs et de la charge ponctuelle e (en considérant cette dernière comme le cas 
limite d'un conducteur de petite dimension). Dans un état, nous avons la chargee, 
les conducteurs ayant les charges e, et les potentiels q, — 0. Dans l’autre état, 
la charge e = 0, et l’un des conducteurs a le potentiel q = 0. On obtient alors 
ePe + €aPa = 0, d'où 
ER = —e——,. 
a pé 
Ainsi, si la charge e se trouve à une distance r du centre d’unesphère conduc- 
trice (mise à la terre) de rayon a (r > a), on a gs = qa a/r, et'la charge’induite 
sur la sphère est ; 
ea 
!t su 
° Pour autre exemple, considérons une charge e, disposée entre deux sphères 
concentriques, mises à la terre, de rayons a et b (à une distance r du centre, 
a < r < b). Si la sphère extérieure est mise à la terre et la sphère intérieure 
-ctfärgée de sorte que son potentiel est Pa, à une distance r, le potentiel est 
égal à 
 =o 1/7=1b 
Po Ça 4/a—1/b e 


Ainsi, la charge induite par la charge e sur la sphère intérieure est égale à: 


a(b—r) 


RL TT ETS 


D'une manière analogue, la charge induite sur la sphère extérieure est 
E b(r—a) 
%— *r(b—a) 
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3. Deux conducteurs de capacité C; et C2: sont disposés à une distance r 
l’un de l'autre, grande par rapport à leurs propres dimensions. Trouver les 
coefficients Cv. 

Solution. Si la charge du conducteur 1 est égale à «et que le conduc- 
teur 2 n'est pas chargé, en première approximation on a qi = e;/C1, 2 = e/r; 
nous négligeons ici la variation du champ le long du conducteur 2 et sa polarisa- 
tion. Ainsi Cf = 1/C1, Cid = 1/r et, d'une manière analogue, C52 = 1/C:. 
D'où l'on trouve pour les coefficients Ces ): 


CC CC CiC2 
Ci=Ci (1452) : Ci=— à, Ca=C2 (1452) . 

4. Déterminer la capacité C d’un anneau de fil fin de section circulaire 
(b étant le rayon de l'anneau et a celui de la section du conducteur; b ÿ a).' 

Solution. Comme l'anneau est fin, le champ au voisinage de sa surface 
coïncide avec le champ qui serait créé par la même charge répartie sur la ligne 
axiale de l’anneau (ceci serait exact pour un cylindre droit). Ainsi, le potentiel 
de l'anneau est 

25e dl 
Pen Ÿ Tr! 

où rest la distance du point donné de la surface de l'anneau à l'élément d! 
de sa ligne axiale, le long de laquelle on intègre. Séparons l'intégrale en deux 
parties, pour les domaines r << A et r > A respectivement, où A est une certaine 
distance telle que «a & A & b. On peut alors supposer, pour r < 4, que cette 
portion de l'anneau soit droite, donc 


A 
Le = æ2]n 24 
r =) Vire ho. 
4>r —4à 
Dans la région r> A, on pu négliger l'épaisseur du fil, c'est-à-dire 
opposer simplement que r est la distance entre deux points de la ligne axiale 
de l'anneau. Ainsi, 
dl bdp ___, Po 
\ Re \ sm Mur 
r>A Po 
où y est l’angle central, sous-tendant la corde r; la limite inférieure de l’in- 
tégration se détermine à partir de 2b sin (go/2) = À, d'où go A/b. Lorsque l'on 
additionne les deux parties de l'intégrale, À disparaît et l’on obtient finale- 
ment l'expression suivante donnant la capacité C = e/p, de l'anneau: 
nb 
Ré In (8b/a) ” 


$ 3. Méthodes de résolution des problèmes électrostatiques 


Les méthodes générales de résolution de l’équation de Laplace 
pour des conditions aux limites données sur telle ou telle surface. 
figurent dans les chapitres correspondants de la physique mathéma- 


1) Les termes du développement suivant les puissances de 1/7 sont en 
énéral d’un ordre supérieur. Cependant, si r est la distance entre les « centres 
es charges » des deux corps (pour des sphères — entre leurs centres géométriques), 

lohite” des termes suivants sera supérieur de 2. 


9% 
- 
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tique, nous n'’allons pas nous y arrêter ici. Nous allons nous limiter à 
certains procédés simples et à la solution d’une série de problèmes 
présentant un intérêt par eux-mêmes !). 

14. Méthode des images. La détermination du champ 
créé par une charge ponctuelle e, disposée à l'extérieur d’un milieu 
conducteur remplissant un demi-espace, est un exemple très simple 
d’application de la méthode des images. La méthode réside dans 
le choix des charges ponctuelles supplémentaires fictives qui avec 
les charges données créeraient un champ pour lequel la surface 
du conducteur donné coïnciderait avec l’une des surfaces équipo- 
tentielles du champ. Ceci est réalisé par l'introduction d’une charge 
fictive e’ — —e disposée au point qui est l’image du point e dans 
le plan limitant le milieu conducteur. Le potentiel du champ de la 
charge e et de son « image » e” est 

ge(s—): 6,1) 
oùr et r’ sont les distances entre le point d'observation et les char- 
ges e et e”. Sur le plan limite r —r”, et le potentiel a une valeur 
constante q = 0, de telle sorte que la condition aux limites est, 
en fait, réalisée et (3,1) donne la solution du problème posé. Remar- 
quons que la charge e est attirée par le conducteur avec une force 
e*/(2a)° (force d'image) et que l'énergie d'interaction est — e*/4a. 

La répartition sur le plan limite des charges superficielles 
induites par la charge ponctuelle e est donnée par la formule: 


22 1 dy _ e a 9 
sa 4a ‘on pr 2x r3 ? (3,2 


où a est la distance de la charge au plan. Il est facile de voir 
que la charge totale sur ce plan est, comme il se devait, 


! \ o df — — €. 

La charge totale induite par les charges étrangères sur le con- 
dusteur isolé, initialement non chargé, reste évidemment nulle. 
Donc, si le milieu conducteur (en fait conducteur de grandes 
dimensions) est isolé, il ne faut pas oublier que simultanément avec 
la charge —e, la charge —e est également induite; cette dernière, 
étant répartie sur la surface d'un corps de grandes dimensions, 
a une densité infinitésimale. 


1) On peut trouver la solution d’un grand nombre de problèmes plus com- 
pliqués dans W. R. Smythe, «Static and Dynamic Electricity » 2-ième éd., New 
York, 1950; G. A. Grinberg « Questions choisies de la théorie mathémati- 
ee effets électriques et magnétiques » (russe). Ed. Acad. Sci. U.R.S.S., 
1948. 
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Considérons maintenant le cas plus compliqué du champ créé 
par une charge ponctuelle e se trouvant au voisinage d’un conduc- 
teur sphérique. Pour résoudre ce problème, nous allons utiliser 
le résultat suivant facile à vérifier par des calculs directs. Le 
potentiel du champ créé par deux charges ponctuelles e et —e’: 

séne 
Pr 7 
s’annule sur la surface sphérique de rayon R dont le centre se trouve 
sur le prolongement de la droite reliant e et e”, à des distances let l’ 
de ces points, les grandeurs /, l’, R satisfaisant aux égalités 
l e \? r 
a ARS 
Supposons tout d’abord que le conducteur sphérique est à un 
potentiel constant @ = 0 (sphère mise à la terre). Le champ créé 


Fig. 1 


l'extérieur de la sphère par la charge ponctuelle e se trouvant 
une distance / du centre de la sphère (au point À sur la fig. 1), 
coïncidera alors avec le champ créé par le système des deux charges: 
la charge donnée e et la charge fictive e’, placée à l’intérieur 
de la sphère (au point À’ ) à une distance /’ de son centre, avec: 


SD 


» __ R3 , R 
lV=—,e=e—. (3,3) 
Le potentiel de ce champ est 
R 
A A 7 (3,4) 


(r, r° sont indiqués sur la fig. 1). Une charge totale —e’, différente 
de zéro, est induite sur la surface de la sphère. L'énergie d’interac- 
tion de la charge et de la sphère est : 


ee’ e2R 
U— 27) — 2(E— A2)? (3,5) 
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la charge est donc attirée par la sphère avec une force égale à 


Si la charge totale de la sphère conductrice est maintenue nulle 
(sphère isolée non chargée), il faut introduire encore une charge 
fictive de telle sorte que la charge totale induite sur la surface de la 
sphère soit nulle, le potentiel restant toujours constant sur cette 
surface. A cette fin, on doit placer la charge ke” au centre de la 
sphère. Le potentiel du champ cherché sera alors donné par la formu- 
le suivante: 


e e° e’ : 
Pr es (3,6) 

L'énergie d'interaction dans ce cas sera égale à 
ee" ji 1 e2RS L 
Ur) = ETS 69 


Enfin, si la charge e se trouve dans une cavité sphérique dans 
un milieu conducteur (au point À’ sur la fig. 1), le champ à l’inté- 
rieur de la cavité coïncide avec le champ qui serait créé par la charge 
e et par son «image» au point À hors de la sphère (que le conducteur 


soit mis à la terre ou isolé): 
e eR 


P=r—-T : (3,8) 
2. Méthode d'inversion. Il existe une méthode 
simple qui, dans bien des cas, permet d'utiliser la solution d’un 
problème électrostatique pour résoudre un autre problème. Cette 
méthode est basée sur l'invariance de l'équation de Laplace lors 
d’un certain changement de variables. 
! En coordonnées sphériques l’équation de Laplace s'écrit: 
.e 1 9 2 9 ! 1 me 
LE (Re) +4 aap=0 
-eû Ao est la partie angulaire de l'opérateur de Laplace. Il est facile 
de voir que cette équation conserve sa forme lorsque l’on remplace r 
par la nouvelle variable r”’, telle que: 
R° 
T = FF (3,9) 
(inversion) et simultanément la fonction inconnue œ@ par 


, 


PF" (8,10) 


R est ici une certaine constante ayant la dimension d’une longueur 
(rayon d'inversion). Ainsi, si la fonction  (r) satisfait à l'équation 
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de Laplace, la fonction à | 
LA , É R "à 
vh=rp(rr) (3,11) 


est également une solution de cette équation. 

Supposons que nous avons trouvé le champ électrostatique créé 
par un certain système de conducteurs, tous au même potentiel Po, 
et par un système de charges ponctuelles. Le potentiel @ (r) ‘est 
généralement déterminé de telle sorte qu’il soit nul à l'infini. Cepen- 
dant, ici nous déterminerons  (r) de façon qu'à l'infini cette fonc- 
tion tende vers—®@,; on aura alors sur les conducteurs @ = 0. 

Nous allons chercher maintenant quel est le problème électro- 
statique qui peut être résolu à l’aide de la fonction transformée (3,11). 
Tout d’abord la forme et la disposition mutuelle de tous les con- 
ducteurs changeront. Le potentiel sur la surface des conducteurs 
satisfera automatiquement à la condition aux limites, car pour 
œ = 0, on aura également q”’ — 0. La disposition et la valeur de 
toutes les charges ponctuelles changeront également. La charge qui 
se trouvait au point r, passe au point r, = (R?/r5)r, et acquiert la 
valeur e”’ que l’on peut déterminer de la manière suivante. Lorsque 
r— ro, le potentiel q (r) devient infini comme œ = e/| ôr |, où 
ôr —=r —r,. D'un autre côté, en différenciant la relation r — 
= (R°/r’*)r°, on trouve que les valeurs absolues des petites diffé- 
rences ôr et ôr” = r”’ — r, sont liées par la relation 


o Râ se 
(ôr er (ôr’}°. 


Ainsi, pour r’—>r,, la fonction @’ tend vers l'infini de la manière 
suivante 


ELLE (3,12) 


Enfin, nous allons étudier le comportement de la fonction œ’(r°) 
au voisinage de l'origine des coordonnées. Pour r”’ = 0 nous avons 
r—+ oo et p(r)—+ —ps. Ainsi, pour r°—+ 0, la fonction p’ tend 
vers l'infini comme 


L 
pP=—-—. 


Ceci veut dire qu'il y a la charge es = —R@, au point r” = 0. 
Nous allons rappeler encore comment se transforment, lors de 

l’inversion, certaines figures géométriques. La surface sphérique 

de rayon a dont le centre se trouve au point r, est donnée par l’équa- 


24 ÊLECTROSTATIQUE DES CONDUCTEURS 


tion 
(r—r0)? = a. 


Après inversion, on obtient l'équation 
R2 2 
(z r'— ro) = a?. 


En multipliant par r’° et en regroupant les termes, cette équation 
prend la forme suivante: ‘ 
(r'=r)=a"?, 
où 
.___ Riro  , _ ar? 
PS gr Sas (3,13) 


Ainsi, nous trouvons de nouveau une sphère dont le rayon est 
maintenant a” et le centre se trouve au point r°. Si la sphère initiale 
passe par l’origine des coordonnées (a = r,), on a a’ — © ; dans 
ce cas la sphère se transforme en un plan perpendiculaire à la direc- 
tion de r, et se trouvant à la distance: 


de l'origine des coordonnées. 

3. Méthode de la transformation confor- 
me. On appelle champ plan un champ ne dépendant que de deux 
coordonnées cartésiennes (x, y). La théorie des fonctions de la 
variable complexe donne une méthode très effective pour résoudre 
les problèmes bidimensionnels. 

Le champ électrostatique dans le vide satisfait aux deux équa- 
tions : rot E = Oet div E = 0. La première de ces équations permet 
d'introduire le potentiel du champ à partir de E — —grad q. Quant 
à la seconde, elle montre qu’on peut également introduire le « poten- 
tiel vecteur » du champ A tel que E = rot A. Dans le cas d’un 
champ plan, le vecteur E se trouve dans le plan xy et ne dépend que 
de ces deux coordonnées. On peut donc choisir le vecteur A de telle 
$orte qu'il soit partout perpendiculaire au plan xy. Alors les com- 
posantes de l'intensité s'expriment sous la forme de dérivées de ou 
de A conformément à 


RE NES nt Pme (3,14) 


Mais de telles relations entre les dérivées des fonctions q et À coïn- 
cident, du point de vue purement mathématique, avec les conditions 
bien connues de Cauchy-Riemann qui expriment le fait que la rela- 
tion complexe 

w=qp—iA (3,15) 
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est une fonction analytique de l'argument complexe z = x + iy. 
Ceci veut dire que la fonction w (z) a en chaque point une dérivée 
bien déterminée, ne dépendant pas de la direction dans laquelle 
elle a été prise. Ainsi, en dérivant dans la direction de l’axe des x, 
on trouve 


= x ôz ? 
ou 
= —E,+iE,. (3,16) 


La fonction w est appelée potentiel complexe. 


Les lignes de force du champ se déterminent par l'équation 
suivante 


En exprimant E. et E, comme des dérivées de À, cette équation 
peut s’écrire sous la forme 
9.4 0A 

d'où À (zx, y) = const. Ainsi, les lignes correspondant à des valeurs 
constantes de la partie imaginaire de la fonction w (z) sont les lignes 
de force du champ. Quant aux lignes de valeurs constantes de la 
partie réelle de cette fonction, ce sont les lignes équipotentielles. 
Ces deux familles de lignes sont orthogonales par suite des relations. 
originelles (3,14) qui donnent: 


Tant la partie réelle que la partie imaginaire de la fonction 
w (z) satisfont à l'équation de Laplace. Ainsi, on peut également 
prendre Im w pour potentiel du champ. Les lignes de force seront 
alors données par les équations Re w = const. Au lieu de (3,15), 
on aura alors w — À + iq. 

Le flux de l'intensité du champ électrique à travers un segment 
de la ligne équipotentielle est donné par l'intégrale suivante: 


(ed —\ at, 


où di est l’élément de longueur de la ligne équipotentielle, et n la 
direction de la normale à cet élément. Conformément aux relations. 
(3,14), on a 0p/ôn — —0A/8l, le signe étant choisi de telle sorte 
que si l’on regarde dans la direction de n#, la direction positive de 
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4 est à gauche. Ainsi, 
\ En di= (| di= A1— As, 


où 4: et À, sont les valeurs de À aux deux extrémités du segment. 
En particulier, le flux du champ électrique à travers un contour 
fermé est égal à Ane, où e est la charge totale englobée par ce con- 
tour (rapportée à l'unité de longueur des conducteurs le long de 
l’axe des z). Ainsi, 


! = 
es AA. (3,17) 


où A4 est la variation de À lorsque l’on contourne une ligne équi- 
potentielle fermée dans le sens inverse à celui des aiguilles d’une 
montre. 

Un exemple particulièrement simple de potentiel complexe est 
le champ d’un fil rectiligne chargé (coïncidant avec l'axe des 2). 
L'intensité de ce champ est donnée par les formules 


E=*, Es =0, 


où r, Ô sont les coordonnées polaires dans le plan xy, et e la 
charge par unité de longueur du fil. Par conséquent, le potentiel 
complexe sera 


w=—2elnzs— —2eln r— 2ieb. (3,18) 


Si, pourtant, le fil chargé passe non pas par l'origine des coordon- 
nées, mais par le point æ, yo, on aura pour le potentiel complexe 

— —2eln (2— 20), (3,19) 
OÙ 39 = Lo + Éÿo- 

Du point de vue mathématique, la relation fonctionnelle 
w = w (z) réalise la transformation conforme du plan de la variable 
<omplexe z dans le plan de la variable complexe w. Soit C le contour 
de la section du conducteur dans le plan xy et q, le potentiel de ce 
conducteur. Par suite de ce qui vient d'être dit, le problème de la 

- détermination du champ créé par ce conducteur se réduit à la recher- 
che d’une fonction w (z) qui transformerait le contour C du plan 
z sur la ligne w — ®, parallèle à l'axe des ordonnées dans le plan w; 
alors, la partie réelle Re w donnera le potentiel cherché du champ 
{si au contraire, la fonction w (z) transforme le contour C sur la ligne 
parallèle à l’axe des abscisses, le potentiel sera donné par la fonc- 
tion Im w). 

4 Problème du coin. Nous allons rappeler ici les 
formules donnant le champ créé par une charge ponctuelle e disposée 
dans l’espace entre deux demi-plans conducteurs qui se coupent. 
Supposons que l’axe des z d’un système de coordonnées cylindriques 
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r, 0, z coïncide avec l’arête de l'angle, l’angle 6 étant compté à partir 
de l’un de ses côtés ; en outre, supposons que la charge e se trouve 
au point a, y, 0 (fig. 2). L'angle d'ouverture & entre les demi-plans 


Fig. 2 


peut être tant < n que > x; dans le dernier cas, nous avons une 
charge disposée à l'extérieur du coin conducteur. 
Le potentiel du champ est donné par la formule !) 


ah sh 
p— _— \ (2 _ (C3 
a V2ar ch cos OV chTE 08-78 +) 
[4 œ a 
de 3,20 
Vchè—chn" (#0) 
hs LEE, n>0 


(sur la surface du conducteur, c’est-à-dire pour 68 = 0, &, le poten- 
tiel est q = 0). 

En particulier, pour & = 2x, on obtient un demi-plan conduc- 
teur dans le champ d’une charge ponctuelle. Dans ce cas, l’inté- 
grale (3,20) peut être calculée exactement, et on a 


cos —Y | cos SET 


1 
— -77 Arccos 


e 
=— 4 — a = 
® à rccos K 


, (3,21) 


n n 
ch 7 ch T 


R= Va +re+ 2 —2ar cos (y—0), 
R'= Vars Dar cos (y + 0). 


A la limite, lorsque le point d'observation du champ tend vers 
le point où se trouve la charge e, le potentiel (3,21) devient 


= +9 pe [+ (8,22) 


sinyJ” 


1) C'est H. M. MacDonald (1895) qui le premier a établi cette formule; 
voir {1. MacDonald, « Electromagnetism », London, 1934, p. 79. 
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Le premier terme correspond au potentiel purement coulombien, 

devenant infini pour À —æ—0; q” est la variation du potentiel, 

sous l'influence du conducteur, au point où se trouve la charge. 

L'énergie d'interaction de la charge et du demi-plan conducteur est 
e2 


4na sinyJ° 


Problèmes 


{. Déterminer le champ autour d'une sphère conductrice non chargée, de 
rayon À, se trouvant dans un champ électrique Œ extérieur uniforme. 
Solution. Nous allons écrire le potentiel sous la forme q = @o + 4, 
où @o = — Gr est le potentiel du champ extérieur, et q, la variation cherchée 
du potentiel, due à la sphère. Par suite de la symétrie de la sphère, la fonction 
1 ne peut dépendre que du vecteur constant €. L'unique solution de l'équation 
e Laplace, satisfaisant à cette condition, et devenant nulle à l'infini, est : 
1 Gr 
P1 = — const-EV = = const no 
RS des coordonnées est choisie au centre de la sphère). Sur la sur- 
face de la sphère @ doit être constant ; d'où const — R3, de telle sorte que 


p=—0Cr (1-5) = — Er cos 8 (1-5) 


(8 étant l’angle entre € et r). La répartition des charges sur la surface de 
la sphère est donnée par la formule : 


1 2p 
Ê Van or 
la charge totale étant e—0. 
Pour trouver le moment dipolaire de la sphère, le plus simple est de 
comparer , avec le potentiel (@r/r3) du champ du dipôle électrique; on 
trouve 


! PRE. 


2. Même question pour un cylindre infini dans un champ transversal 
uniforme. 
Solution. Introduisons les coordonnées polaires dans le plan perpen- 
- diculaire à l'axe du cylindre. La solution de l'équation bidimensionnelle de 
Laplace, ne dépendant que d’un seul vecteur constant, est 


_3æ 
reR ga 


cos6, 


Pa = const-GV Inr—const- + : 
En additionnant @o— —r@ et en posant const — X2?, on obtient: 
= —CGr cos 8 (1-5) à 
La densité superficielle des charges est 


E 
o—=-— cos 6. 
2n 
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Pour trouver le moment dipolaire # de l'unité de longueur du cylindre, 
on peut comparer @ au potentiel d'un champ dipolaire bidimensionnel. 
Ce dernier est 

2Pr 


2PV Inr—— 


r2 ? 
de sorte que l'on a P—ER2/2. 

3. Déterminer le champ au voisinage de l'arête d'un coin d'un conducteur. 

Solution. Nous allons choisir des coordonnées polaires r, 0 dans un plan 
perpendiculaire à l'arête du coin; leur origine se trouve au sommet de l'angle 
%, du coin. Supposons que l'angle 6 est compté à partir de l’une des faces du coin. 
Les valeurs0 < 6 < 2x — 6, correspondent au domaine extérieur au conducteur. 
Au voisinage de l'arête de l'angle, le potentiel peut être développé suivant les 
puissances de r ; nous ne nous intéressons qu’au premier terme du développement 
(aprés le terme constant), sontenant la puissance de r la plus basse. Les 
solutions de l'équation bidimensionnelle de Laplace, proportionnelles à r”", sont 
r" cos n8 et r"' sin nô. La colution avec r minimal, satisfaisant à la condition 
4 = const pour 8 = 0 et 6 — 21 — 6, (sur la surface du conducteur), es: : 

= «msi em 

@=const-r"sinnô, n 7-0 

{la valeur de la constante ne peut être déterminée qu'à partir de la solution 

du problème pour le champ en entier). L'intensité du champ est propor- 

tionnelle à r"-1, Pour 6, < x (n < 1), par conséquent, l'intensité devient 

infinie au voisinage de l’arête de l'angle. En particulier, pour un coin très 

aigu (80 & 1, n = 1/2), E augmente comme r"/? lorsque r décroît. Mais au 

voisinage de l'arête d'un dièdre concave sur la surface du conducteur (8, > x, 
n > 1), le champ tend vers zéro. 

4. Déterminer le champ au voisinage de l'extrémité d’une pointe fine coni- 
que sur la surface d'un conducteur. 

Solution. Nous allons prendre des coordonnées sphériques dont l'ori- 
gine se trouve au sommet et l'axe polaire coïncide avec l'axe de la pointe conique. 
Soit 269 & 1 l'angle d'ouverture du cône, de telle sorte que le domaine exté- 
rieur au conducteur correspond à des valeurs de l'angle polaire telles que 0 < 
< 8 < x. Nous allons chercher une solution (pour la partie variable du poten- 
tiel) symétrique par rapport à l’axe du cône, sous la forme 


p=r"f (8) (1) 
avec la plus petite des valeurs de x possibles. L'équation de Laplace 


LL (ee + (ro 2%) -0 


r® ôr ôr rsin0 46 00 
après substitution de (1) donne 
4 d x df 
no 26 (sin 056) +m(m+1) 10. (2) 


La condition de constance du potentiel sur la surface de la pointe signifie que 
l'on doit avoir f (85) = 0. 

Pour des petites valeurs de 6,, nous allons chercher la solution, en supposant 
que n € 1, et que f (6) prend la forme f = const-[1 + 1 (8)], où ÿ « 1 (pour 
05 —+ 0, c'est-à-dire pour une pointe infiniment fine, il est naturel de s'attendre 
à ce que æ tende vers une constante presque dans toute la région autour de la 
pointe). Pour +, on obtient l'équation 

4  d 


: dÿ\ __ 
Sin d PT (sin 0%) — n, (3) 
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La solution où 1 n'a pas de singularités dans la région extérieure à la 
pointe (en particulier, pour 6—x) est 


Ÿ(8)—2rIn sin? 


Pour 0 — 05 & 1, la fonction + cesse d'être petite. Néanmoins, l'expression 
obtenue reste applicable, car, comme 0 est petit dans cette région on peut en 
général négliger le second terme dans l'équation (2). Pour déterminer la constante 


n,en première approximation, il faut annuler la fonction f = 4 + 4, trouvée ci- 
dessus, pour 6 = @,. Ainsi, on trouve 1) 
\ 


1 
21n6° 


n= — 


L'intensité du champ augmente indéfiniment, lorsque l’on s'approche de 
l'extrémité de la pointe, proportionnellement à r- (1-"), c'est-à-dire a peu près 
comme {/r. 

5. Même question pour une petite cavité conique sur la surface d'un conduc- 
teur. 

Solution. Ce sont maintenant les valeurs 0 < 6 < & qui correspondent 
à la région extérieure au conducteur. Tout comme dans le problème précédent, 
on cherche æ sous la forme (1), mais maintenant on aura x >» 1. Comme dans toute 
la région du champ 6 « 1, l'équation (2) peut être écrite sous la forme 


Ha (oh) 


C'est une équation de Bessel et sa solution sans singularité dans la région du 

champ est J, (n8). La valeur de n se détermine comme la plus petite des racines 
de l'équation Jo(r80o) = 0, d’où 

2,4 

n=—— 


0 


. 


6. Déterminer l'énergie d'attraction d'un dipôle électrique par une surface 
conductrice plane. 

t Solution. Choisissons l’axe des z perpendiculaire à la surface du con- 

ducteur et passant par le point où se trouve le dipôle; Du et que le vecteur 

. dù moment dipolaire est dans le plan zy. L'e image » du dipôle se trouve au 

point —z et a un moment dipolaire Px= P,, Fy = — P,. L'énergie d'attrac- 

ætien cherchée se calcule comme l'énergie d'interaction du dipôle et de son 
« image » ; elle est égale à 


2PE+P? 
Tv BEA: 
1) La formule plus exacte, 
1 
#2 1n (2/00) * 


contenant un coefficient sous le signe du logarithme (grand), ne peut en 
réalité être obtenue par la méthode simple indiquée ci-dessus. Cependant, 
le calcul plus exact conduit par hasard à la même formule. 
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7. Déterminer la capacité mutuelle de l'unité de longueur de; deux conduc- 
teurs cylindriques infinis parallèles (de rayons a et b, la distance entre les 
axes étant c) !). : 

Solution. Le champ des deux cylindres coïncide avec le champ qui 
serait créé (dans l’espace hors des cylindres) par deux fils chargés passant par 
les points À et A’ convenablement choisis (fig. 3). Par unité de longueur, les 
fils portent les charges + e’ égales aux charges des cylindres, et les points À 


€ 


02'=C 
O0'=c 
0A=d, 
cA'= d : 2 


Fig. 3 Fig. 4 


et A’ doivent être disposés sur la ligne 00” de telle sorte que les surfaces des 
cylindres coïncident avec les surfaces équipotentielles. Pour cela, il faut que les 
distances OA et O’4' satisfassent aux relations suivantes: 


OA.01'—a?, 0'A4'.0'A=b?, 
c’est-à-dire 
di(c—d)—a?, do(c—di)=b?. 


Alors sur chacun des cylindres le rapport r’/r des distances aux points :1 
et 4’ est constant ; sur le cylindre Zona 


et sur le cylindre 2 r’/r— d2/b. Les potentiels des cylindres sont donc 


dide 
a 


r d do 
qu=—2eln-=—2eln"t, P2= 2e In — 2—Pi=2eln 7, 


b L] 
et la capacité mutuelle cherchée C —e/(q>—1) est donnée par: 
c2— a2—b2 
2ab À 
En particulier, pour un cylindre de rayon a se trouvant à la distance 


k(h>a) d'un plan conducteur, il faut poser c—b+h et passer à la 
limite b—>c; ce qui donne 


1 dido 
T =? In ab. = 2Arch 


L 
C 
. 1) Le même problème pour deux sphères ne peut être résolu sous forme 
finie. Ceci est dû au fait que dans le champ de deux fils chargés parallèles (de 
charges égales et opposées), toutes les surfaces équipotentielles sont des cylin- 


dres circulaires, tandis qe dans le champ de deux charges ponctuelles +e, 
les surfaces équipotentielles ne sont pas des sphères. 


=2Arch A : 
a 
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Si deux cylindres creux se trouvent l’un à l’intérieur de l’autre (c << b — a), 
il n'y a pas de champ à l’extérieur, et le champ dans l’espace séparant les cylin- 
dres coïncide avec celui qui serait créé par deux fils de charge +e et —e passant 
par les points À et A4’ (fig. 4). D'une manière analogue on obtient: 


a? + b2—0c2 
2ab ? 
8. La frontière d’un conducteur est un plan illimité avec une saillie ayant la 
forme d’une demi-sphère. Déterminer la distribution des charges sur cette surface. 


Solution. Pour le champ trouvé dans le problème 1, dont le potentiel 
a la forme NN 


1 
T — 2Arch 


3 
qg=const:z (1-5) : 


le plan : = 0, avec une saillie r — R, est une surface équipotentielle (sur 
laquelle œ — 0). Cette surface peut donc être la surface d’un conducteur, 
tandis que la formule écrite donne le champ hors du conducteur. La distribution 
des charges sur la partie plane de la surface est donnée par la formule 


1 op 3 
ea ali ie) 
{nous avons posé const = —4700, où est la densité des charges assez loin de 
la saillie). Par contre, sur la surface de la saillie, on a: 
de RP. ss 
 4n or kr KR" 


9. Déterminer le moment dipolaire d'une tige conductrice cylindrique fine 
{de longueur 2!, de rayon a; a & !) dans un champ électrique Œ parallèle 
à son axe. 

Solution. Soit + (:) la charge induite sur la surface de la tige et rappor- 
tée à l’unité de longueur; = est la coordonnée le long de l’axe du cylindre que 
nous compterons à partir de son milieu. La condition de constance du potentiel 
sur la surface du conducteur est : 


1 Te (=) ds’ d 

—E+t— TG) ds dq _ 

T2 \ j R 0, 
0 — 


e 


R= 4 (2'—2)2+ 4e? sin? Ÿ 
: 2 


{où est l'angle entre les plans passant par l'axe du cylindre et par les points 
de sa surface, séparés par une distance À). Divisons l’intégrale en deux parties, 
en écrivant t (2) = t(z) + [Tt (:') — Tt (:)]. Comme ! »> a, en ne considérant 
que des points qui ne sont pas trop près des extrémités de la tige, on a 


EL 
T(:) CR ds'dg _r(:) Es 4 (—:2) 
Be re SE (in pro) 
nm a*sSin* — 


T 
(mous avons utilisé ici la relation bien connue \ In sin qç d—=—x In 2) 3 


0 
Dans l'intégrale contenant la différence + (z’) — + (:), on peut négliger le terme 
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contenant a? dans À, car ceci ne rendra pas l'intégrale divergente. Ainsi, 


… nn APE) v(z)—T(2) ,, 
Ez=T(:) In TE ++ ane . 
La grandeur + est à peu près proportionnelle à z; dans cette approximation, 
l'intégrale figurant ici donne —2+ (:); on obtient donc 
Ez 


TO=— ES — 
le | Æ 7 _2 


Cette expression n’est pas applicable au voisinage des extrémités de la tige, mais 
pour le calcul du moment dipolaire cherché, ce domaine des valeurs de : est sans 
importance. Avec la précision adoptée dans ces calculs, on a : 


ŒI3 


10. Déterminer la capacité d'un segment conducteur sphérique creux. 
Solution. Choisissons l'origine des coordonnées O en un point quelcon- 
que du bord du segment (fig. 5) et effectuons l’inversion r — L#/r’ (l étant la 


———— yp=-9p/2 
A @) Pr 
p=-e/2 

b) g=0 


Fig. 5 Fig. 6 


longueur de la corde dans la section principale du segment). Le segment devient 
alors le demi-plan (la droite en pointillé sur la fig. 5) perpendiculaire au rayon 
AO du segment et passant par le point B de son bord; l'angle y = nr — 6, où 
26 est l'angle d'ouverture du segment. 

Si le potentiel du spin portant la charge e, est égal à zéro, pour 
r —æ oo, le potentiel du champ tend vers 


e 
PS—Po+— 
3—532 
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Après transformation, pour r’—>0, le potentiel tendra vers : 
, _ 19 l@o | € 
Lo Hip OS DE 


(le premier terme correspond à la charge e— —l®o se trouvant à l'origine 
des coordonnées). 
D'un autre côté, conformément à la formule (3,23), on a 


7. €. € 6 
Pr (+ 5) 
je qownel au voisinage de la charge e’ se trouvant à la distance ! du bord 
u 


emi-plan conducteur de potentiel nul). En comparant les deux expressions, 
on obtient pour la capacité cherchée C = e/ps la formule 


c=— (+ Ë }=<+ (sin 8+0) 


sin 6 
(R étant le rayon du segment). 

11. Déterminer la correction, due aux effets de bord, pour la valeur de la 
capacité C — S/änd d'un condensateur plan (S étant l'aire de l’armature, d 
la distance entre les armatures; d « VS). 

Solution. Comme les armatures ont des bords libres, la répartition 
des charges n’y est pas uniforme. Pour déterminer la correction cherchée en pre- 
mière approximation on considère les points des armatures éloignés des bords 
à les distances x telles que d &« z « V/S. Considérons, per exemple, l’armature 
supérieure (au potentiel @ = ®0o/2, fig. 6,a); en négligeant la distance d/2 
qui la sépare du plan médian (surface équipotentielle p = 0), nous serons rame- 
nés au problème de la détermination du champ au voisinage de la limite de 
deux parties d'un plan ayant des potentiels différents. Ce problème est élé- 
mentaire !) et pour l'excès (par rapport à o loin du bord) de la densité des char- 
ges, on obtient l'expression suivante: 

__ En _%o 
he 4x  8x?r’ 


la charge excessive totale sera donc 


(À étant le périmètre de l’armature) ; en calculant l'intégrale divergente logarith- 
miquement on prendra pour les limites supérieure et inférieure les limites de la 
région d# z « VS. 

- D'où la capacité ©): 


V3 


S L 
Era 8x2? la d 


1) RUE $ 22; dans la formule (22,2), pour le potentiel, il faut poser 
Par = Po/2, & = TH. 

' 3) Un calcul plus précis (détermination du coefficient dans l'argument 
du logarithme) exige l’utilisation des méthodes bien plus compliquées, les 
résultats dépendant de la forme des armatures. Pour des armatures circulaires 
(de rayon À) on a a ñ is 

F4 
C=mtalm 1) 


(formule de Kirchhoff). 
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$ 4. Ellipsoïde conducteur 


Pour la détermination du champ d’un ellipsoïde conducteur 
chargé et l'étude du comportement d’un ellipsoïde dans un champ 
uniforme extérieur on introduit les coordonnées ellipsoïdales. 

La relation entre les coordonnées ellipsoïdales et les coordonnées 
cartésiennes est : 

2? 


z? y? == 
Ars lhpetacs 1 @>b> c). (4,1) 


Cette équation cubique par rapport à w a trois racines réelles 
(u—=E£, n, €) se trouvant dans les intervalles suivants: 

ED —e, —c>n>—b, —bP>t> —at. (4,2) 
Ces trois racines sont les coordonnées ellipsoïdales du point x, y, z. 
Leur signification géométrique découle de ce que les surfaces pour 
des valeurs £, n, & constantes sont respectivement des ellipsoïdes, 


des hyperboloïdes à une nappe et des hyperboloïdes à deux nappes, 
dont les foyers coïncident avec ceux de l’ellipsoïde : 


z° 2 22 
stite=i (4,3) 


Par chaque point de l’espace il passe une surface de chacune 
des trois familles, ces surfaces étant mutuellement orthogonales. 
Pour passer des coordonnées ellipsoïdales aux coordonnées carté- 
siennes il faut résoudre simultanément trois équations du type (4,1); 
on aura les formules suivantes 1): 

ee (G+a?) (n+a?) G+a?) 7/2 
es] 

_ (+ b?) (n+.b2) (CE +b2) 71/2 
Eee l° (4 
_—_— Œ+e?) (n+e2) (+ c2) 7V2 
A Mer r 1r n RE 

L'élément de longueur en coordonnées ellipsoidales est: 
di? = hi dE? + h£ dn° + hi d£?, 


LVE=DE-D) , _Vi=OM-E } _VE-H En 
=D, pee VOOR , pe PORT, (4,5) 
où l'on a introduit la désignation 


R,=} (u+a?)(u+b*)(u+c?), u=E, n, 6. 


1) En toute rigueur, les coordonnées ellipsoïdales ne sont pas £, n, &, mais 


les grandeurs Vaï+E, Vbi+E, V/c2+E. Le signe double dans (4,4) disparaît 
alors, et la relation entre les deux systèmes de coordonnées sera, comme il se 
devait, biunivoque. 


3 
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L'équation de Laplace dans ce système de coordonnées est 


4 
= 55 [0 Re 2 CR + 
+ GE Ang (An SE) + En) Re SUR SE )]=0. (46) 


Si deux des demi-axes a, b, c deviennent égaux, le système 
de coordonnées ellipsoïdales se trouve dégénéré.. Supposons que 
a=b>c. L'équation cubique (4,1) devient alors une équation 


quadratique : 
etat pi = rt + y, (47) 


dont les deux racines prennent successivement les valeurs des 
intervalles 

E> —c?, —c>n> —a!. 
Les surfaces des coordonnées correspondant aux constantes E et n 
deviennent respectivement des ellipsoïdes de révolution confocaux 


Z 


LE Fig. 7 Fig. 8 


aplatis et des hyperboloïdes de révolution à une nappe (fig. 7). 
Pour troisième coordonnée, on peut introduire l'angle polaire œ 
dans le plan x, y (x = 0 cos @, y = p sin q). Pour ce qui est de la 
coordonnée ellipsoïdale 6, elle se transforme pour a = b en la cons- 
tante —a°. La relation entre cette constante et l'angle p découle 
de la loi conformément à laquelle & tend vers —a* quand b tend 
vers a ; notamment, pour b—+a, on a 


cos ® = AE ; (4,8) 
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il est facile de s’en rendre compte à partir de (4,4) ou directement 
à partir de (4,1). La relation entre les coordonnées z, p et E, n est 
donnée, conformément à (4,4), par les égalités 
2 2) 1/ E La? a?) le 
+ [mie |, LE TEROMENTR. (9) 
Les coordonnées E, n, @ sont appelées coordonnées sphéroïdales apla- 
lies 1). . 

D'une manière analogue, pour a > b — c, les coordonnées ellip- 
soïdales se trouvent dégénérées en coordonnées sphéroïdales allon- 
gées. Les coordonnées Ë et & sont les racines de l’équation : 

z? LR = yet 

metre p=y +2 (4,10) 
avec Ë > —b?, —b°® > © > —a*. Les surfaces à E et © constants sont 
des ellipsoïdes allongés et des hyperboloïdes de révolution à deux 
nappes (fig. 8). Quant à la coordonnée n, elle dégénère pour c —+ b 
en la constante —b%, ceci en vertu de : 


cos p = V La] ' (4,11) 


où o est l'angle polaire dans le plan y, z. 
Les coordonnées £, & et x, p sont reliées par les formules: 


4 FG+e G+ 2) Jus 
+, 


TEE) +6?) 7e 


p 2— a2 


(4,12) 


Dans le système sphéroïdal aplati, les foyers des surfaces de 
coordonnées (ellipsoïdes et hyperboloïdes) se trouvent sur le cercle 
de rayon Va — c3 dans le plan xy (sur la fig. 7 AA’ est le diamètre 
de ce cercle). Soit le plan passant par un certain point P et l’axe 
des z. Ce plan interceptera la circonférence focale en deux points; 
soient r; et r, les distances de ces points au point P. Sip, z sont 
les coordonnées du point P, on aura 


np Va ER +8, Re (p+ Va) 2. 


Les coordonnées sphéroïdales £, n s'expriment en fonction de r;,r2 
conformément aux formules suivantes : 


2.2 a 9 — o 
(ne) — a, n= let j— à, (4,13) 


1) Nous adoptons ici une définition des coordonnées sphéroïdales telle 
que ces dernières soient directement le cas limite des coordonnées ellipsoïdales. 
on rencontre souvent d’autres définitions que l’on peut facilement ramener 
à la nôtre. 
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Dans un système sphéroïdal allongé, les foyers sont les deux 
points x= + ÿ a?—L® sur l’axe des x (points À, 4’ sur la fig. 7). 
Si r1, r, sont les distances de ces foyers au point P, on a 


Bee), ep (+ VE), 


les coordonnées sphéroïdales £, 6 s'exprimant en fonction de ri, r2 
conformément aux formules (4,13) (en remplaçant n par £). 

Revenons maintenant à la détermination du champ d’un ellip- 
soïde chargé dont la surface est donnée par l'équation (4,3). Pour 
les coordonnées ellipsoïdales, c'est la surface correspondant à 
ë = 0. Il est ainsi évident que si l’on cherche le potentiel du champ 
sous la forme d’une fonction ne dépendant que de Ë, toutes les sur- 
faces ellipsoïdales £ = const, y compris la surface du conducteur, 
seront automatiquement des surfaces équipotentielles. L'équation 
de Laplace (4,6) se réduit alors à : 


d'où 
p(5)=4A \ Fe 


La limite supérieure de l'intégrale est choisie de telle sorte que le 
champ disparaisse à l’infini. La constante À peut être facilement 
déterminée à partir de la condition selon laquelle, pour de grandes 
distances r, le champ doit tendre vers le champ coulombien @ æe/r, 
où e est la charge totale du conducteur. Pour r —+ , on a E—+ ; 
et à partir de l'équation (4,1), avec u = Ë, on a r° æ E. D'un autre 
côté, pour des valeurs de E assez grandes, on a R£ 2 E°/? et 


g = Le . On en conclut que 24 = e, d'où finalement : 
e VE r 
e 6 dë 
- POS (x. (14) 
G 


L'intégrale figurant ici est une intégrale elliptique de première 
espèce. La valeur £ — 0 correspond à la surface du conducteur; 
donc pour la capacité de l’ellipsoide on a 


=. (4,15) 


La distribution de la densité de charge sur la surface de 
l’ellipsoïde se détermine par la dérivée du potentiel suivant la 
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normale 
al _ (+4) see 
An ôn |[ëm0 An \hi de Jim) 47 Vi: 
Il est facile de voir à . de (4,4) que, pour E—0, on a: 
S+ptée 
ni ba abc? © 
Ainsi, 


in ETS 


_1/. 
(& i+h+) (4,16) 
Pour un ellipsoïde à deux axes, les intégrales (4,14), (4,15) 


s'expriment au moyen de fonctions élémentaires. Pour un ellipsoi- 
de allongé (a>>b=c), le potentiel du champ est donné par la 


formule 
fai Bb? 
P—= 7 5 Arth ss Far » (4,17) 


LEVEL (4,18) 


Arch + 


sa capacité étant 


Pour un ellipsoïde aplati (a—b>c), on a 


e Ta ci Vaï— ci 
= arct , C=————. 4,19 
L Var— - V = ÊFer arccos = S | 
a 
En particulier, pour un disque circulaire (a —b, c—0), 
c=#. (4,20) 


Passons au problème d’un ellipsoïde conducteur non chargé se 
trouvant dans un champ électrique uniforme extérieur &. Sans 
restreindre la généralité, il suffit de considérer le champ extérieur 
dirigé suivant l’un des axes de l’ellipsoïde. Dans le cas contraire, 
on pourrait décomposer & en trois composantes suivant les axes 
de l’ellipsoïde et chercher le champ résultant comme la superpo- 
sition des champs constitués par chacune de ces composantes sépa- 
rément. 

Le potentiel d’un champ uniforme, dirigé suivant l'axe des z 
(axe a de l’ellipsoïde), en coordonnées ellipsoïdales a la forme sui- 
vante 


o= —Er= — 


VUE) ee) 


Ecrivons le potentiel du champ hors de l'ellipsoïde sous la forme 
® = Po +p, où p’ détermine la déformation cherchée du champ 


VE+a)(n+a)Œ+e). (4,21) 
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extérieur par l’ellipsoïde, et cherchons q” sous la forme 
p'—= Po} (6). (4,22) 


Dans cette fonction, les facteurs qui dépendent de n et de & coïnci- 
dent avec les facteurs correspondants dans @,; une telle forme de la 
fonction permettra de satisfaire à la condition aux limites pour £=0 
et pour des n, & arbitraires (sur la surface de l’ellipsoïde). En subs- 
tituant (4,22) dans l'équation de Laplace (4,6), on obtient l’équa- 
tion suivante Pre + si N 


PE + dE In Re + a2)] = 0. 


L'une des solutions de cette équation est F=—const, tandis que 
l’autre 


F &) =4 ‘ RSR (4,23) 


La limite supérieure de dal est choisie de manière qu’à 
l'infini (£ — oo) le potentiel ®’ tende vers zéro. L'intégrale figu- 
rant ici est une intégrale elliptique de seconde espèce. 

Sur la surface de l’ellipsoïde, on doit avoir @ = const. Afin 
de remplir cette condition pour £ = O0 et des n, & arbitraires, on doit 
prendre const = 0. En choisissant comme il faut le coefficient À 
dans F'(£), de façon à avoir FÆ (0) = —1, on obtient finalement 
Don suivante pour le potentiel du champ autour de l’ellip- 
soïde : 


de =n{i- re / ( Tom) 424) 


je Nous allons trouver la forme du potentiel @”’ à de grandes distan- 
cés r de l’ellipsoïde. A de grandes valeurs de r correspondent des 
grandes valeurs de la coordonnée E, avec r° = E; ceci découle direc- 
iement de l'équation (4,1). Ainsi, 


—. ds __ 2 
\ (s+a!)H#; — \ 5/2  3r3 ? 
ë 2 


et pour le potentiel q’, on a 


, _ Ex y 
PS Anne 


où V — 4nabc/3 est le volume de l’ellipsoïde, tandis que la gran- 
deur nr(*) (ainsi que les grandeurs analogues nr), n&) figurant 
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ci-dessous) se détermine de la manière suivante: 


co 


©œ 
bc ds abc ds 
fe) RUE GS ee UE À ns 
7 2 \ F+Fank, * À} 2 \ (SFbDR, 
b ©œ 
HOME CT. = (4,25) 


2 (s+c?) Re 
0 


L'expression pour @’, comme il se devait, a la forme du potentiel 
du champ d’un dipôle électrique : 

r TPx 

=, 


le moment dipolaire de l’ellipsoïde étant 
y 
PE. (26) 


Des expressions analogues donnent le moment dipolaire lorsque 
le champ & est dirigé suivant l’axe des y ou celui des z. 

Les constantes positives n{), nv), n&) ne dépendent que de 
la forme de l’ellipsoïde, mais non de son volume; elles sont appe- 
lées coefficients de dépolarisation *). En général, si l’on ne choisit 
pas les axes de coordonnées spécialement suivant les axes de l’ellip- 
soïde, la formule (4,26) doit être écrite sous forme tensorielle 
nn = Ci, (4,27) 
les grandeurs nr, n{), n() étant les valeurs principales du tenseur 
symétrique du second ordre r;x. 

Dans le cas général de a, b, c arbitraires, conformément aux 
définitions de nr, n&), nt on a: 


na nn Lin, si a>b>c. (4,28) 


Puis, en sommant les intégrales n(°, n&), n@) et en prenant pour 
variable d'intégration u — R$, on trouve 


co 
LS abc du 
n(x) + n{u) + nE) — 2 \ C7 $ 
u 
js (abc)? 
où 
n® + nu + nt) = 1, (4,29) 


La somme des trois coefficients de dépolarisation est égale à l’unité 
(sous forme tensorielle ceci veut dire que n,; = 1). Comme de l’autre 


1) Les tables de ces coefficients sont données dans £. C. Stoner (Phil. Mag. 
36, 803, 1945). 
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côté ces coefficients sont positifs, chacun d’eux ne peut être supé- 
rieur à l'unité. 

Pour une sphère (a—b=—c), il est évident à partir des condi- 
tions de symétrie que n° — nt — nt), d'où 


© = no = na = À. 
3 

Pour un cylindre (dont l'axe coïncide avec l'axe des x, 
a—> ), on al) 


(4,30) 


ne) — 0, nv) = nG) = 


to 


. (4,31) 


Les intégrales elliptiques (4,25) s'expriment au moyen de fonc- 
tions élémentaires pour tous les ellipsoïdes de révolution. Pour un 
ellipsoïde de révolution allongé (a >b =c), d'’excentricité e = 


= V1 — b/a°, on a 


1—e2 1 z 1 ‘ 
n® = _ (in ns 2e), nÜ=n=(1—nt). (4,32) 


Si l'ellipsoide est voisin d'une sphère (e& 1), on a approxi- 
mativement 


1 2 » 1 14 » 
n®) = Te no) = n@ = 3 +5 e*. (4,33) 
Pour un ellipsoïde aplati (a=b>c) 
RD = ILE (e—arctge), nn (ln), (4,34) 
où eV (a/c}—1. Sie<&1,ona 
1 2e° 1 e? 
nt) — +. n® = nù) = (4,35) 


: Problèmes 
© 4. Trouver le champ d'un disque circulaire conducteur ch de rayon a) 
pt en coordonnées cylindriques. Trouver la distribution de la charge sur le 
isque. 
Solution. La distribution de la charge s'obtient en passant dans la 
formule (4,16) à la limite c—0, z—+0, le rapport 5/c = V/1 — r°/a? (où 
r® = 1° + y?) étant pris conformément à (4,3). Ceci donne 
e Lre Jr 
4na? ( a? L 
Le potentiel du champ dans tout l'espace est donné par la formule (4,19) 
dans laquelle on a posé c—0 et exprimé E en fonction de r et de z an 


oC—= 


1) Ces valeurs pour une sphère et un cylindre se trouvent bien entendu en 
accord avec les résultats obtenus dans les problèmes 1 et 2 du $ 3. 
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moyen de l'équation (4,1), où c—0, u—E, a—b: 
2a° Je 
paie Vitae) 


Au voisinage du bord du disque, on introduit, au lieu de r et =, les coordon- 
nées p et 6 conformément aux formules z = p sin 6, r = a — p cos 0 (p & a) 
(fig. 9); ainsi, on trouve 


PR 3_//Z:m$) 
Fa (= a 2] 


ce qui est en accord avec le résultat général du problème 3 du $ 3. 


P =<arctg [ 


Fig. 9 


2. Déterminer le moment électrique quadrupolaire d’un ellipsoïde chargé. 
Solution. Le tenseur du moment quadrupolaire d’un conducteur char- 


gé est donné par Din = e (3r1°7x — r*ôn), où e est sa charge totale, et le trait 
indique que l'on prend la moyenne conformément à la loi 


XIXR + $ X1XRO df. 


Il est évident que les axes de l’ellipsoïde sont en même temps les axes principaux 
du tenseur D}x. En utilisant la formule (4,16) pour o et l'expression : 


__ dxdy _ dxdy x? y? 22 
== ge V atout 


pour l'élément de surface de l'ellipsoïde, on obtient 
= c ce? 
Fnag | sé = 


(ntraten par rapport à dx dy s'effectue deux fois sur la surface de la section 
de l'ellipsoïde par le plan zy). Ainsi, on a 


Dix (2a2—bt— ct), Dyys (bete), Dis (262—a?—b?). 


3. Déterminer la distribution des charges sur la surface d’un ellipsoïde 
conducteur non chargé, se trouvant dans un champ uniforme extérieur. 
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Solution. Conformément à la formule (1,9), on a 


0 hno © — (nr 2 eco 


An ôn [g=0 (Anh, 6 


[conformément à (4,5). l'élément de longueur suivant la normale à la surface 
de l’ellipsoïde est k; dE]. En substituant (4,24) et en tenant compte du fait que 


O—= 


= 7 | 
£=0 2a?h4 |E—0 


(v est le vecteur unitaire de la normale à la surface de l’ellipsoïde), on 
obtient : 


FA 4antæ 


Vx. 


Lorsque le champ extérieur est dirigé d'une manière arbitraire par rapport 
aux axes x, y, z de l'ellipsoïde, on a 


Y 
1 Væ E.+ y Ey+— c. |. 


she mr 
nu HRCR 7x | no nu 


An 
4. Même problème pour un disque circulaire plat (de rayon a), disposé 
parallèlement au champ !). Déterminer le moment dipolaire du disque. 
Solution. Nous allons considérer le disque comme la limite d’un ellip- 
soïde de révolution dont le demi-axe c tend vers zéro. Le coefficient de dépo- 
larisation suivant cet axe (axe des z) tend vers l’unité et celui suivant les axes 
des x et des y vers zéro, conformément à la relation 


C 
PIE eue nt) — ETES 
2a 4a 


qui découle de (4,34). La composante v, du vecteur unitaire de la normale à 
la surface de l’ellipsoïde de révolution tend vers zéro conformément à 

x [x?+y? +)" x c? _xe x2+ y? Je 
ro (SE + a — (1-2 ; 
Ainsi, la densité des charges est 

! Œ vx _ Epcosp 

° an n®9 72 l/ai— pt" 


Ve = 


où p, y sont les coordonnées polaires dans le plan du disque. 
a A dipolaire du disque se détermine par la formule (4,26) et 
est éga 


Notons qu'il est proportionnel à a% et non au «volume» du disque aïc. 
5. Déterminer le potentiel du champ hors d'un ellipsoïde de révolution 
conducteur dont l'axe de symétrie est parallèle au champ uniforme extérieur. 
Solution. Pour un ellipsoïde de révolution allongé (a b=c, 
le champ € est dirigé dans la direction de l’axe ües x), on obtient en calculant 


1) Pour un disque disposé perpendiculairement au champ, le problème 
serait trivial; le champ reste uniforme dans tout l’espace, et sur les deux côtés 
du disque sont induites les charges o — + €/4x. 
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l'intégrale dans la formule (4,24) 
a? — b? a2— b2 
a VE Ve 
2 be 
an 1-15 
a a 


La coordonnée E est liée aux coordonnées x et pæ= /y?+:° par la 
relation 


p= —Ex 4 1— 


p? x? 
» =1 
FETE 
(à l'extérieur de l'ellipsoïde 0 < E < oc). 
Pour un ellipsoïde aplati (a = b = <). le champ € est dise suivant 
l'axe des z. Par conséquent, dans les gr es de (4,24), il faut remplacer s+ a° 
par s + c?, et poser Po = — E:. Finalement, on obtient 


a?— c? ue Ve 
V re SV re 


Se 


e a —— L 
a? a: 
V =r —1—arctg VÉr 


la coordonnée E étant liée aux coordonnées z et p— V/x?-y° par 


6. Même question, si l'axe de symétrie de l’ellipsoïde est perpendiculaire 
au champ extérieur. 
Solution. Pourunellipsoïde allongé (champ suivant l’axe des z), on a: 


Pour un ellipsoïde aplati (champ suivant l'axe deszx) on a: 


a2— c? VE + cè 


eV Fra ae 


Va?—c 
1 V” a? c 
——— arct ——1—— 
Vaï—c? g c® a 


7. Soit un champ uniforme € dirigé suivant l'axe des z (dans le demi-espace 
z< 0) et limité par un plan conducteur z = 0 mis à la terre et percé d’un trou 
circulaire. Déterminer le champ et la distribution des charges sur le plan. 

Solution. Nous allons considérer le plan zy percé d'un trou circulaire 
de rayon a autour de l'origine des coordonnées, comme le cas limite d'un hyper- 
boloïde de révolution à une nappe 

p? z? 


Re 4 Nes a 
PER ETS EVE int ie 


pour |n |—0. Ces hyperboloïdes constituent l'une des familles de surfaces 
de coordonnées d’un système de coordonnées sphéroïdales aplaties avec c = 0. 


p= —Erz4 1— 
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La coordonnée cartésienne z s'exprime, conformément à (4,9), en fonction de 
E et de n au moyen de la relation z—/£[|n/|/a, où la racine VE doit être prise 


avec le signe + ou — pour le demi-espace SUpAreuE ou inférieur respectivement. 
Nous allons chercher la solution sous la forme @ — —Œ:F (Ë) et pour la 


fonction F (E), on obtient: 
dE a a 
F (£)= const \ =—— = const [= | 
: 87/2 (Eat) VE VE 
(la constante d’intégration est supposée égale à zéro, conformément à la condition 


@=0 pour : —+ co, c'est-à-dire pour VE — +). Notons qu'ici arctg de l’ar- 
gument négatif est S 


—arctg 


a 
— VE 
et non pas— arctg (a/V/E). Sinon le potentiel aurait une discontinuité dans le 
plan du trou (£ — 0). Le coefficient constant est choisi de telle sorte que pour 


2—+ — 00 [c'est-à-dire pour V/E — —co, arctg (a/VE) x], on ait p— —Ez; 
finalement on obtient: 


arctg 


p= <= Larctg 7 2 loir 24 VE arte 7 — 1] ; 


a 


Sur la surface conductrice n = 0, et le potentiel, comme il se devait, s’annule. 
A de grandes distances r — V/:2+p2 du trou, on a Ë & r° et le potentiel 
(dans le demi-espace supérieur) prend la forme 


c'est-à-dire que le champ est du type dipolaire et correspond au moment 
dipolaire P — ŒaS/3x. 

L’intensité du champ décroît comme 1/r$, donc le flux du champ à travers 
une surface infiniment A (dans le demi-espace : > 0) s’annule. Ceci veut 
dire que toutes les lignes de force passant par le trou se referment sur le côté 
supérieur du plan conducteur. 

La distribution des charges sur le plan conducteur se calcule de la manière 
suivante: 

ôp 


_—_1 2% je 20 SHOP Ne qe. 0 
d=+ 20 An VE V1 Ær (ete vel: 


‘an 02 
où les signes Æ se rapportent aux côtés supérieur et inférieur du plan. 
£onformément à la formule 


p° 
a = — =, 
a + Er (4 : nn 
reliant E et p, z, sur le plan z—0, on a WE—-+ V/p?—a. Ainsi, la 
distribution des charges sur le côté inférieur du plan conducteur est 


= S. (a aresin $ + —) 
| An? P  Vp—a2/ 
Pour p—>c, on a naturellement o=— —C/4x. Simultanément, sur le côté 
supérieur on a 
o= pr (= aresin +) 
An (/pt— ai p/° 
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8. Même question si le trou dans le plan conducteur a la forme d'une fente 
droite de largeur 2b. 

Solution. Le plan xy portant une fente le long de l’axe des x est con- 
sidéré comme le cas limite d'un cylindre hyperbolique 


et RE 

b—In| [nl 
où [nl—0. Ces cylindres hyperboliques constituent l’une des familles de 
surfaces de coordonnées ellipsoiïdales pour a —> co, c —+ 0, la coordonnée carté- 
sienne étant 2— VE[|n|/b 


Comme dans le problème 7, on cherche la solution sous la forme @ = 
= — GzF (Ë). Pour la fonction F, on obtient: 


F=const \ See : 

se VE+b 
Le coefficient et la constante d'intégration se déterminent par les conditions 
F=0et F = 1, respectivement pour : —+ + oo et z — —co (c'est-à-dire pour 
VE — +o et VE — —o), et finalement on obtient 


p=s VE + VE Vi. 


où la racine V/E est une grandeur positive et les deux signes —et + correspon- 
dent aux domaines : > 0 et : < 0. 

A de grandes distances de la fente, dans le demi-espace supérieur, on a 
E = y += r°, et le potentiel est : 

bE In! __ Œb?: 
PATV ET 

C'est un champ du type dipolaire bidimensionnel, de moment dipolaire Œb?/8 
par unité de longueur de la fente (voir la formule dans le problème 2 $ 3). 

La distribution des charges sur le plan conducteur est donnée par la formule 


PERS (== +1). 


= 1 


$ 5. Forces agissant sur un conducteur 


Dans un champ électrique, sur la surface d’un conducteur, agis- 
sent des forces dues à ce champ. On peut facilement les calculer 
de la manière suivante. 

La densité du flux de l'impulsion dans un champ électrique 
dans le vide est donnée par le tenseur des contraintes de Mazrwell :): 

4 [E° 
—0n= 7 (7 ên— EE) 
Quant à la force agissant sur l'élément df de surface du corps, ce 
n’est rien d’autre que le flux de l'impulsion «entrant» dans cet élé- 


1) Voir II, $ 33, où — ox est désigné par Tag. Ici nous appliquons cette 
formule à une surface ne coïncidant pas exactement avec la surface du corps, 
mais légèrement déplacée par rapport à celle-ci, afin d’exclure l'influence de la 
structure du champ au voisinage de la surface du corps (comparer avec la page 11). 
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ment du dehors, c'est-à-dire qu'elle est égale à o;xdf» = oixnadf 
{le signe est changé, le vecteur de la normale n étant dirigé vers 
l'extérieur du corps et non vers l'intérieur). La grandeur o;zn4 
est, par conséquent, la force Fur rapportée à 1 cm° d’aire de la 
surface. Comme au voisinage de la surface du métal l'intensité 
E n’a qu'une composante normale, on a 
E? 

8x ? 


ou, en introduisant la densité superficielle des charges 0, 


Fours = n 


(5,1) 


° 6E 
FEurt = 2r10°n — En 


Nous en concluons que sur la surface du conducteur agissent des 
forces de « pression négative », dirigées suivant la normale exté- 
rieure à la surface et dont la grandeur est égale à la densité de l’éner- 
gie du champ. 

La force totale F agissant sur le conducteur s'obtient par une 
intégration, étendue à toute sa surface, de la force (5,1), 


E? : 
Fiat. (5,2) 


Habituellement, il est cependant plus commode de calculer cette 
grandeur à l’aide des lois générales de la mécanique, c’est-à-dire 
en prenant la dérivée de l'énergie %. La force agissant sur le con- 
ducteur suivant l'axe des coordonnées q est justement —0%/0q, 
la dérivée étant ici la variation de l’énergie lors d’une translation 
du corps en entier le long de l’axe des g. L'énergie doit être expri- 
mée en fonction des charges des conducteurs (sources de champ) 
et la dérivation s'effectue à charges constantes. En notant ceci 
par l'indice e, on a: 

? 


RC 6.3) 


D'une manière analogue, la projection sur un axe quelconque du 
“rtioment total des forces, agissant sur le conducteur, est 


K-- (2%), a 


où + est l'angle de rotation du corps en entier autour de l'axe 
donné. 

Si pourtant l'énergie est exprimée en fonction des potentiels 
et non des charges des conducteurs, la question du calcul des for- 
ces doit être étudiée spécialement. En effet, pour maintenir constant 
le potentiel du conducteur (lors de son déplacement), il est indispen- 
sable d'utiliser des corps étrangers. On peut, par exemple, maintenir 
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le potentiel du conducteur constant en le réunissant à un autre 
conducteur ayant une très grande capacité (« réservoir de charges »). 
En prenant la charge e,, le conducteur enlève cette charge au 
« réservoir », dont le potentiel , ne change pas par suite de sa 
grande capacité. L'énergie du « réservoir » diminue cependant de 
€aPa- Lorsque tout le système de conducteurs acquiert les charges 
€a, la variation totale de l'énergie des «réservoirs» voisins est 
—Ÿespa. Mais dans la grandeur %/ n'entre que l'énergie des conduc- 
teurs considérés; et non l'énergie des « réservoirs ». En ce sens, 
on peut dire que Ÿ se rapporte à un système non isolé du point 
de vue énergétique. Ainsi, pour un système de conducteurs dont les 
potentiels sont maintenus constants, ce n’est pas %/ qui joue le rôle 
de l'énergie mécanique, mais la grandeur 


a=u—2Z CaPa- (5,5) 


En substituant ici (2,2), on trouve que % et Ÿ ne diffèrent que par 
leur signe : 


= —4. (5,6) 


On obtient la force F4 en dérivant Ÿ par rapport à q, les poten- 
tiels étant maintenus constants, c’est-à-dire 


= (4). 67 


Ainsi, les forces agissant sur le conducteur peuvent être obtenues 
par dérivation de % tant pour des charges constantes que pour des 
potentiels constants, la seule différence étant que dans le premier 
cas, la dérivée doit être prise avec le signe moins, et dans le second — 
avec le signe plus. 

Ce résultat aurait pu être obtenu d’une manière plus formelle, 
en partant de l'identité différentielle: 


dl = À Pa dea— Fa ds (5,8) 


où 41 est considéré comme une fonction des charges des conducteurs 
et de la coordonnée g; cette identité exprime le fait que l’on doit 
avoir 0/de, = pa et 02/0q — —F4 En remplaçant les variables 
ex Par Pa, on obtient : 


dÜ = — D ex dPa— Fa dq (5,9) 


d'où l’on tire (5,7). 

A la fin du $ 2 nous avons étudié l'énergie d’un conducteur dans 
un champ électrique extérieur uniforme. La force totale agissant 
4—532 
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sur un conducteur dans un champ uniforme est évidemment égale 
à zéro. Mais l'expression (2,14) pour l'énergie peut être utilisée 
pour déterminer la force agissant sur le conducteur dans un champ 
quasi uniforme €, c’est-à-dire variant peu le long du corps. Dans 
un tel champ on peut quand même calculer, en première approxi- 
mation, l'énergie d'après la formule (2,14) ; quant à la force F elle 
se détermine comme le gradient de cette énergie: 


F=— —grad 4 =< an V grad ErCne (5,10) 


En ce qui concerne le moment total des forces K, il est en gé- 
néral différent de zéro même dans un champ uniforme extérieur. Les 
lois générales de la mécanique permettent de déterminer K en con- 
sidérant une rotation virtuelle infinitésimale du corps; la variation 
de l'énergie lors d’une telle rotation s'exprime en fonction de K 
de la manière suivante: 8% — —Kôw. où ôw est l’angle de rotation. 
La rotation du corps d'un angle ôwÿ dans un champ uniforme est 
équivalente à la rotation du champ par rapport au corps d'un angle 
—6w#. La variation correspondante du champ est ÔS — —6ÿx€, 
et la variation de l'énergie 


EU = 88 = —dp (Ex D). 


a 
Mais 02/0€ — —®æ, ce qui devient clair si on compare les for- 
mules (2,13) et (2,14). Donc ÔZ = —(#F X €) 8, d'où 
K=#Pxe, (5,11) 


ce qui est en accord avec l'expression habituelle de la théorie des 
champs dans le vide. 

Si la force totale et le moment total agissant sur le conducteur 
sont nuls, le conducteur dans le champ reste immobile et les effets 
liés à la déformation du corps (électrostriction) jouent un rôle pri- 
mordial. Les forces (5,1) agissant sur la surface du conducteur con- 
duisent à une variation de sa forme et de son volume. Comme les 
“ofces sont extensives, le volume du corps augmente. Pour déter- 
miner complètement la déformation, il faut résoudre les équations 
de la théorie de l’élasticité, la répartition des forces (5,1) sur la 
surface du corps étant donnée. Cependant, si l’on ne s'intéresse 
qu’à la variation du volume, le problème peut être résolu d’une 
manière assez simple. 

Pour cela, il faut tenir compte du fait que si la déformation 
est faible (comme en électrostriction), l'influence de la variation 
de la forme sur la variation du volume est un effet faible du 
second ordre. C’est pourquoi la variation du volume peut être 
considérée, en première approximation, comme le résultat d’une 
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déformation sans changement de forme, c’est-à-dire comme une 
extension volumique sous l'influence d’une pression effective exces- 
sive Ap, répartie uniformément sur la surface du corps et remplaçant 
la répartition exacte conformément à (5,1). La variation relative 
du volume s'obtient en multipliant Ap par le coefficient d'extension 
volumique de la substance. La pression Ap se détermine à l’aide 
d'une formule bien connue, comme la dérivée de l’énergie électrique 
QL du corps par rapport à son volume: Ap = —G0%/0V 1). 
Supposons que le champ déformant est créé par le conducteur 
chargé lui-même. L'énergie sera alors % = e*/2C, et la pression 


e? 1 
ap= y (T): 
Si la forme du corps est donnée, sa capacité (ayant la dimension 


d'une longueur) est proportionnelle à ses dimensions linéaires, 
c'est-à-dire à V'/s. On trouve donc 


_ — 2 
AP= 57 = (5,12) 


Dans le cas où le conducteur non chargé se trouve dans un 
champ uniforme extérieur €, son énergie est donnée par la for- 
mule (2,14). La pression d'extension est donc 


Ap = - en C;Ex. (5,13) 


Problèmes 


1. Un petit conducteur de capacité c (de l’ordre de grandeur de ses dimen- 
sions) se trouve à une distance r du centre d'un conducteur sphérique de grand 
rayon a(a > c). La distance r — a du conducteur c à la surface de la sphère 
n’est supposée grande que par rapport à c. mais non par rapport à a. Les deux con- 
ducteurs sont réunis par un fil fin et se trouvent donc au même potentiel y. 
Déterminer la force de répulsion mutuelle des conducteurs. 

Solution. Comme le conducteur c est petit, on peut supposer que son 
potentiel se compose du potentiel qa/r créé par la grande sphère à une distance 
r et de son propre potentiel e/c créé par la charge e qu'il porte. 


On a ainsi, @— pa/r + ele, ou e— cp (1—<) . La force d'interaction cherchée 


F se détermine comme la force coulombienne de répulsion entre la charge e 
du conducteur c et la charge a q de la sphère: 


ps (1-£) 
r r 

(cette expression est correcte à des termes d'ordre plus élevé par rapport à 
c près). Ainsi, le petit conducteur est repoussé par la sphère avec une force qui 
décroit lorsque l'on s'approche de sa surface. 


1) La grandeur ainsi définie est l'extension exercée sur la surface par le 
corps même; la pression agissant sur la surface de l'extérieur s'obtient par 
changement de signe. 


4* 
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2. Une sphère conductrice chargée est coupée en deux demi-sphères. Déter- 
miner la force avec laquelle ces dernières se repoussent !). 

Solution. Imaginons les deux demi-sphères séparées par une fente 
infiniment étroite et déterminons'la force F agissant sur chacune d'elles, en 
Die a sur leur surface la force (£2/8x) cos 8 [la projection de la force (5,1) 
sur la direction perpendiculaire au plan coupant Îles demi-sphères]. Dans la 
fente même E = 0, et sur la surface extérieure £ = e/a*, où a est le rayon de 
la sphère, et e la charge totale sur celle-ci. Finalement, on obtient 


3. Même question pour une sphère non chargée, se trouvant dans un champ 
uniforme extérieur € perpendiculaire au plan de la coupe. 

Solution. Même solution que précédemment avec cette seule diffé- 
rence que sur la surface de la sphère £ — 3€ cos 8 (conformément au problème 


1 du $ 3). La force cherchée est 
9 pe 
F=gse : 


4. Déterminer la variation du volume et la variation de la forme d’une sphère 
conductrice dans un champ électrique uniforme extérieur. 

Solution. La variation du volume est AV/V = Ap/X, où K est le 
module d'extension volumique de la substance, et Ap se détermine au moyen de 


la formule (5,13). Pour une sphère GRR 7 Ôn (œ est pris dans le pro- 


blème 1 du $ 3), ainsi 
AV _ 3€? 
V 8xk 

Par suite de la déformation, la sphère se transformera en un ellipsoïde 
allongé. Pour déterminer l’excentricité de cet ellipsoïde, on peut supposer que 
cette déformation est une déformation de glissement uniforme le long du vo- 
lume du corps, de même que pour la variation du volume total, nous avons 
considéré une déformation uniforme de l'extension volumique. 

La condition d'équilibre du corps déformé peut être formulée comme la con- 
dition de minimum de la somme de l'énergie électrostatique et de l'énergie 
je La première de ces énergies, conformément aux formules (2,12), 

.26), est 


V 3VE2  3V a —b 
ns Te 
Za= au 8x 10x A &*, 
où R est le rayon initial de la sphère, a et b sont les demi-axes de l’ellip- 
soïde et 
shot 
FÉ3 DR 


le coefficient de dépolarisation [voir (4,33)]. 

Par suite de la symétrie axiale de la déformation (autour de la direction 
du champ — axe des z), seules les composantes u., et u,,—=u,, du tenseur de 
déformation sont différentes de zéro. Comme nous considérons l'équilibre par 
rapport à la variation de la forme, on peut supposer le volume inchangé, c'est-à- 


1) Dans les problèmes 2 et 3, on suppose que les deux demi-sphères ont le 
même potentiel. 
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dire uj;—0. Ainsi l'énergie élastique (voir VII, $ 4) peut s'écrire sous la forme 


u;jRO 1 
Léast =V “hs Ti (Oxx— Oyy) (Uxx— uyy) y 


(ox est le tenseur des contraintes élastiques). On a 
(Oxx —Oyy) = 2h (uxx— uyy), 
a y est le module de glissement de la substance, et u;x—u,,—(a—b)/R- 
jonc 
2m (a—b)° 
Veus 3 pe V 


En faisant minimale la somme Z4+%age Par rapport à a—b, on obtient: 


a—b __9 Go 

R  40nu 

5. Trouver la relation entre la fréquence et la longueur de l'onde se propageant 

le long de la surface plane chargée d’un conducteur liquide (dans le champ de 

gravitation). Trouver la condition de stabilité de cette surface (J. Frenkel, 1935). 

Solution. Supposons que l'onde se propage suivant l’axe des zx et 

que l'axe des z est dirigé verticalement vers le haut. Le déplacement vertical 

des points de la surface du liquide est & = aei(*—1), Pour la surface immobile, 

l'intensité du champ au-dessus de celle-ci est £, = E = 4x0, et son potentiel 

= —4n0z, où 0 est la densité superficielle des charges. Le potentiel du 
champ au-dessus de la surface vibrante peut être écrit sous la forme 

p= —4n002+ qi, pi=const-eilit— mi) hkz 
où , est une petite correction, satisfaisant à l'équation Ag, = 0 et s'annulant 
pour z— co. Le long de la surface du conducteur, le potentiel doit avoir une 
valeur constante que nous adoptons égale à zéro; d’où 


Pi |:=0 = 4700$. 
Conformément à (5,1), une pression négative supplémentaire agit sur la 
surface chargée du liquide; cette pression, aux termes du premier ordre par rap- 
port à ®, près, est égale à 


HS Es a 2n02 + kooPi |: 0 = 27108 + 4n08kt. 


Le terme constant 2x10$ est sans importance (on peut l’inclure dans la pression 
extérieure constante). 

L'étude du mouvement hydrodynamique dans une onde est tout à fait 
analogue à la théorie des ondes capillaires (voir VI, $ 61) à la présence de la pres- 
sion supplémentaire mentionnée ci-dessus près. Sur la surface du liquide, on 
obtient la condition aux limites 


8 Che RE 
pete | Le Géo = 0, 


où « est le coefficient de tension superficielle, p la densité du liquide, et © le 
potentiel de sa vitesse. © et £ sont également liés par la relation 
ô& 40 


D — z z=0 ° 
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En substituant dans ces deux relations & = aeitk*—0!) et @ = 4eilhx—ut) hz 
et en excluant a et À, on obtient la relation cherchée entre k et w: 


= (gp — Anoèk + ak?). (1) 


Pour que la surface du Li soit stable, la fréquence w doit être réelle 
pour toutes les valeurs de 4 (dans le cas contraire, il y aura des w complexes 
avec partie imaginaire positive et le facteur e—"* augmentera indéfiniment). 
La condition rendant positif le membre de droite de (1) s'écrit : (4x3)? — 
— Agpa < 0, d'où 
> gpa 

C'est la condition de stabilité cherchée. 

6. Trouver la condition de stabilité d'une goutte sphérique chargée (Ray- 
leigh, 1882). 


Solution. La somme des énergies électrostatique et superficielle de 
la goutte est 


e? 
Y=-T+as, 


où & est le coefficient de tension superficielle du liquide, C la capacité de la 
outte et S l'aire de sa surface. L'instabilité apparaît (lors de l'augmentation 
e e) par rapport à la déformation de la joues en ellipsoïde, et est déterminée 
par l'instant où Z devient une fonction décroissante de l'excentricité (à volume 
donné de la goutte). La forme sphérique correspond toujours à l'extrémum de Z ; 
la condition de stabilité est : 
927 
4 (a — b)? |a=b 70 


où a, b sont les, demi-axes de l'ellipsoïde, la dérivée étant prise pour 
ab? — const. En utilisant la formule bien connue donnant la surface de 
l'ellipsoïde et la formule (4,18) donnant sa capacité, on obtient, après des 
calculs assez longs, 


e2 < 161a%a. 


CHAPITRE II 


ÉLECTROSTATIQUE DES DIÉLECTRIQUES 


$ 6. Champ électrostatique dans les diélectriques 


Nous allons maintenant passer à l'étude du champ électrique 
constant dans un autre groupe de milieux matériels — les diélec- 
triques. 

La propriété essentielle des diélectriques est qu’un courant 
continu ne peut y exister. Ainsi, au contraire des conducteurs, 
l'intensité du champ électrique constant dans les diélectriques 
n’est pas obligatoirement nulle, et nous devons obtenir des équa- 
tions décrivant ce champ. L'une de ces équations s'obtient en 
prenant la moyenne de l'équation (1,3) et s’écrit: 


rot E— 0. (6,1) 


La seconde équation s'obtient en prenant la moyenne de 
l'équation dive= 41p: 
divE= 4np. (6,2) 


Supposons qu'aucune charge étrangère ne soit introduite à 
l’intérieur du diélectrique; c’est le cas le plus répandu et aussi le 
plus important. La charge totale dans tout le volume du diélectrique 
reste alors nulle après l'introduction de ce dernier dans un champ 
électrique : 


\ par 0. 


Cette relation intégrale, qui doit être remplie pour un corps de 
n'importe quelle forme, signifie que la densité moyenne des charges 
peut être écrite sous la forme de la divergence d’un certain vecteur 
que l'on désigne habituellement par —P: 


p=—divP, (6,3) 


à l'extérieur du corps on a P = 0. En effet, en intégrant dans 
le volume limité par une surface englobant le corps, toujours 
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extérieure à ce dernier, on obtient: 
\ Hd = — ( divP dV = — @Pai=0. 


Nous appellerons la grandeur P vecteur de polarisation diélectrique 
(ou simplement de polarisation) du corps: un diélectrique dans 
lequel P est différent de zéro est dit polarisé. En plus de la densité 
volumique (6,3), le vecteur P détermine également la densité super- 
ficielle © des charges distribuées sur la surface du diélectrique pola- 
risé. Si l’on intègre la formule:(6,3) dans l'élément de volume com- 
pris entre deux surfaces unitaires infiniment voisines, contiguës des 
deux côtés à la surface du diélectrique, compte tenu de ce que 
sur la surface unitaire extérieure P — 0, on obtient [comparer avec 
la démonstration de la formule (1,9)]: 


o= Ph, (6,4) 


où P, est la composante du vecteur P suivant la normale extérieure 
à la surface. 

Pour trouver le sens physique de la grandeur P, considérons le 
moment dipolaire total de toutes les charges au-dedans du diélec- 
trique ; au contraire de la charge totale, cette grandeur ne doit pas 
être nulle. Par définition, le moment dipolaire est l'intégrale 


( rpav. 


En substituant p sous la forme (6,3) et en intégrant de nouveau 
dans le volume extérieur au corps, on obtient 


(rpav= — ( raivpav= — $r(atP)+ | @V)r av. 


L'intégrale de surface disparaît, et dans la seconde intégrale on a 
(PV) r = P, ainsi 
° \ rp dV — \ P dy. (6,5) 


-Afnsi, le vecteur de polarisation est le moment dipolaire (ou moment 
électrique) de l'unité de volume du diélectrique ?). 

En substituant (6,3) dans (6,2), on obtient la seconde équation 
du champ électrostatique sous la forme : 


divD=—0, (6,6) 


1) IL faut remarquer que la relation (6,3) à l'intérieur du diélectrique et 
la condition P = 0 à l'extérieur ne déterminent pas de par elles-mêmes la gran- 
deur P d’une manière univoque; à l’intérieur du diélectrique on peut ajouter à 
P un vecteur quelconque de la forme rot f. Seule une relation avec le moment 
dipolaire détermine complètement P. 
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où l’on a introduit la nouvelle grandeur D qui est définie comme 
D—E+47P (6,7) 


et appelée induction électrique 1). L'équation (6,6) a été obtenue 
après avoir pris la moyenne de la densité des charges internes 
du diélectrique. Si des charges étrangères sont introduites de l’exté- 
rieur, il faut introduire leur densité dans le membre de droite de 
l'équation (6,6): 

div D = 4rpatr. (6,8) 


Sur la surface séparant deux diélectriques, certaines conditions 
aux limites doivent être remplies. L'une de ces conditions découle 
de l’équation rot E = 0. Si la surface de séparation est homogène 
en ce qui concerne ses propriétés physiques *), cette condition requiert 
la continuité de la composante tangentielle de l’intensité du champ: 


E\ = Ex (6,9) 


[comparer avec la démonstration de la condition (1,7)]l. Quant à la 
seconde condition, elle découle de l'équation div D = 0 et exige 
que la composante normale à la surface de l’induction soit continue: 


Din = Don. (6,10) 


En effet, le saut de la composante normale D, = D, signifie- 
rait que la dérivée 0D ,/z (donc également div D) devient infinie. 
Sur la frontière entre le diélectrique et le conducteur E,;=0 et la 
condition pour la composante normale s'obtient à partir de (6,8): 


E;:=0, D,=4no, (6,11) 
où o est la densité des charges sur la surface du conducteur. 


$ 7. Perméabilité diélectrique 


Pour que les équations (6,1) et (6,6) forment un système d’équa- 
tions compatibles déterminant le champ électrostatique, il faut leur 
ajouter une relation reliant l’induction D et l'intensité du champ E. 
Dans la grande majorité des cas, on peut supposer que cette rela- 
tion est linéaire. Elle correspond aux premiers termes du dévelop- 
pement de D suivant les puissances de E et s'explique par la peti- 
tesse des champs électriques extérieurs par rapport aux champs 
moléculaires intérieurs. 


1) Parfois D est appelée « déplacement électrique », mais ce terme, introduit 
par Maxwell, est suranné. 

2) C'est-à-dire la composition des corps en contact, la température, ctc. 
Si le diélectrique est un cristal, la direction cristalline de la surface doit 
rester constante. 
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La relation linéaire entre D et E est particulièrement simple dans 
le cas très important des diélectriques isotropes. Il est évident que 
dans un diélectrique isotrope les vecteurs D et E doivent avoir 
la même direction. Ils sont donc simplement proportionnels !) : 


D — eE. (7,1) 


Le coefficient e& est appelé perméabilité diélectrique de la substance 
et se trouve être une fonction de son état thermodynamique. 

Tout comme l'induction, la polarisation est proportionnelle au 
champ: ù 

e—1 
P=xE=--E. (7,2) 

La grandeur + est appelée coefficient de polarisation de la substance 
(ou sa susceptibilité diélectrique). Nous allons montrer ci-dessous 
($ 14) que la perméabilité diélectrique est toujours supérieure 
à l'unité ; donc la polarisabilité est toujours positive. La polarisabilité 
d’un milieu raréfié (gaz) peut être considérée comme proportionnelle 
à sa densité. 

Les conditions aux limites (6,9) et (6,10) sur la surface coupant 
deux diélectriques isotropes sont alors: 


En Er, EiEni = En. (7,3) 


Ainsi, la composante normale de l'intensité du champ fait un saut 
et varie comme l'inverse des perméabilités diélectriques des deux 
milieux. 

Dans un diélectrique homogène e = const, et à partir de l’équa- 
tion div D = O0 on obtient div P — 0. Vu la définition (6,3), ceci 
signifie que la densité volumique des charges dans un tel corps est 
nulle iquant à la densité superficielle (6,4), elle est en général dif- 
férente de zéro]. Au contraire, si le diélectrique n’est pas homogène. 
la densité volumique est différente de zéro, soit 


Ee—1 
Ane 


p= —divP=—div D= —-7grad 


Si l'on introduit le potentiel du champ électrique de telle sorte 
que E = —grad æ, l'équation (6,1) sera automatiquement satis- 


-. 


1) 11 faut cependant remarquer qu’une telle dépendance qui suppose que D 
s'annule avec É, n'est vraie en toute rigueur que dans des diélectriques 
homogènes de par leurs propriétés physiques (composition, température, etc.). 
Dans des corps hétérogènes, D peut être également différent de zéro pour E — 
— 0 et'se trouve déterminé par les gradients des grandeurs thermodynamiques 
variant.le long du corps. Cependant, ces termes sont très petits et ne jouent en 
fait aucun rôle. Aussi allons-nous utiliser dans la suite la relation (7,1) éga- 
lement pour les corps hétérogènes. 
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faite, tandis que l'équation div D = div &E — O0 donne : 
div (eVp) = 0. (7,4) 
Cette équation ne se transforme en l'équation habituelle de Laplace 


que dans le cas d'un milieu diélectrique homogène. Pour le poten- 
tiel, les conditions aux limites (7,3) peuvent être réécrites : 


Pi = Pas 
= (7,5) 


(la condition de continuité des dérivées tangentielles du potentiel 
est équivalente à la condition de continuité du potentiel p lui-même). 

Dans un milieu diélectrique homogène par morceaux, l'équa- 
tion (7,4) se réduit dans chaque région homogène à l'équation 
de Laplace Ag = 0, de telle sorte que les perméabilités diélectri- 
ques n’entrent dans la solution du problème que par les conditions 
(7,5). Mais ces conditions ne contiennent que le rapport des permé- 
abilités diélectriques des deux milieux en contact. En particulier, 
la solution du problème électrostatique pour un corps diélectrique 
de perméabilité e; dans un milieu de perméabilité €, se réduit donc 
au cas d’un corps de perméabilité e-/e, dans le vide. 

Considérons maintenant comment changent les résultats obtenus 
aux paragraphes précédents pour le champ électrostatique des con- 
ducteurs plongés dans un milieu diélectrique, homogène et isotrope 
(non dans le vide). Dans les deux cas, la distribution du potentiel 
est décrite par l'équation Ap = 0 avec la condition aux limites: 
@ constant sur la surface du conducteur, la seule différence 


étant qu’au lieu de la relation £, — 2 — 4no entre ÆE, et la 
densité superficielle des charges, on aura: 

- M =} S 

D, — SR TN TO. (7,6) 


On voit donc que pour passer du cas du champ d’un conducteur 
chargé dans le vide à celui du champ d’un conducteur chargé dans un 
milieu diélectrique il faut, d’une manière formelle, pour les poten- 
tiels et les charges, faire l’une des substitutions : p — ep, ee ou 
p—>p, e—+e/e. Pour les charges données des conducteurs, le po- 
tentiel et l'intensité du champ sont & fois moins importants que 
dans le vide; cet affaiblissement du champ peut être traité comme 
le résultat de l’« écranisation » partielle de la charge du conducteur 
par les charges superficielles du diélectrique polarisé adjacent. Si 
d'un autre côté les potentiels des conducteurs sont maintenus 
constants, le champ reste inchangé. mais les charges des conducteurs 
augmentent de e fois. 
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Enfin, remarquons qu'en électrostatique on peut formellement 
considérer le conducteur (non chargé) comme un corps de perméa- 
bilité diélectrique infinie — en ce sens que l'influence qu'il exerce 
sur le champ électrique extérieur est la même que celle qu'exerce- 
rait un diélectrique (de même forme) avec & — co. En effet, la 
condition aux limites pour l'induction D étant finie, elle doit éga- 
lement rester finie à l’intérieur du corps pour 8 — oo; mais ceci 
veut dire que dans un tel champ on aura E = 0 conformément aux 
propriétés du conducteur. 


s 


Problèmes 


1. Déterminer le champ créé par une charge ponctuelle e disposée à une dis- 
tance k du plan séparant deux milieux diélectriques différents. 

Solution. Soit O le point où se trouve la charge e dans le milieu 
1 et O’ le point où se trouve son image de l'autre côté du plan séparant les mi- 
lieux (dans le milieu 2) (fig. 10). Nous allons chercher le champ dans le milieu 


Fig. 10 


1 comme étant le champ créé par deux charges ponctuelles — la charge e et la 
charge fictive e’ au point O’ (comparer avec la méthode des images, $ 3): 
e e e’ 
Pr tar: 
où r, r’ sont les distances du point d'observation respectivement à O et à O’. 
Lé champ dans le milieu 2 peut être trouvé comme étant le champ créé par une 
charge fictive e” se trouvant au point O: 


"” 


P2=— er 


Sur le plan limite (r — r’), les conditions (7,5) doivent être remplies ; elles per- 
mettent d'obtenir les équations 


e+e’ e” 
e—e' =e", & ta ; 
d’où 
Et —E£n 2e 
, 1 2, , 2 (1) 
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Pour £2 + co, on a e — —e, p2 = 0, c'est-à-dire que nous revenons au 
résultat obtenu au & 3 pour le champ d’une charge ponctuelle au voisinage d'un 
plan conducteur. . : 6 

La force agissant sur la charge e (e force d'image ») est égale à 


pue. (HS: 
(h)?e; \2h/) es (es +e)" 
F > 0 correspond à la répulsion. ete : è 
2. Même question pour un fil droit chargé infini disposé parallèlement au 
plan de séparation à une distance k de ce dernier. 
00'=b 
A0'=a%5 


Fig. 11 


Solution. La solution est tout à fait analogue à celle du problème 
récédent, avec cette seule différence que les potentiels du champ dans les 
Meur milieux sont: 


2e’ , 
QE ar Po = — Inr, 


En 

où e,e’,e” sont les charges par unité de longueur du fil et de ses « images », 
et r, r’ les distances dans le plan perpendiculaire aux fils. Pour e, e’, e”, on 
obtient les mêmes expressions (1), tandis que la force agissant sur l'unité de 
longueur du fil est 


3. Déterminer le champ créé par un fil droit chargé infini disposé (dans 
un milieu ayant une constante diélectrique e;) parallèlement à un cylindre (avec 
€ — æ&2) de rayon a à une distance b (b > a) de son axe 1). 

Solution. Le champ dans le milieu Z est le champ qui serait créé 
dans un diélectrique homogène &, par un fil réel chargé (passant par le point 
O sur la fig. 11) avec une charge e par unité de longueur et par deux fils fictifs 
de charges e’ et —e’ passant respectivement par les points À et O’. Le point A 
est disposé à une distance 40° — a*/b du centre du cercle; pour tous les points 
du cercle, les distances r et r’ respectivement aux points O et À se trouvent dans 
un rapport constant r’/r = a/b, auquel cas il est possible de satisfaire aux 
conditions aux limites sur ce cercle. Quant au champ dans le milieu 2. ce sera 
le champ que créeraient dans un milieu homogène e2 les charges fictives e” 
sur un fil passant par le point O. 


1) Le problème analogue, pour une charge ponctuelle se trouvant au voisi- 
nage d’une sphère diélectrique, ne peut être résolu sous forme finie. 
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Il est convenable de formuler les conditions aux limites sur la surface 
de séparation à l’aide du potentiel  (E — —grad q) et du potentiel vecteur A 
(comparer avec $ 3) déterminé à partir de D—rot A (en accord avec l'équation 
div D = 0); dans le problème bidimensionnel, le vecteur A est dirigé suivant 
l’axe des z (perpendiculairement au plan du dessin). Les conditions de continuité 
des composantes tangentielles de E et de la composante normale de D sont 
équivalentes aux conditions 

Pi=P2 Ai A2. 

Pour le champ d’un fil chargé, en coordonnées polaires r, 6 on a: p = 
=—%n r + const, À — 2e6 + const [comparer avec (3,18)]. Les con- 
ditions aux limites sont donc 
_ (—elnr—-e’Inr’+e’Ina)= 2 Inr-const, 

1 


2 [e0 + e'0’ —e’ (04+0’)] —=2e"0 
(les angles sont désignés sur la fig. 11: on a utilisé la similitude des triangles 


O00"B et BO'A). D'où esfe + e’) = eye”, e — e = e”, et pour e’, e”, on obtient 
de nouveau les expressions (1) du problème 1. 


Fig. 12 


La force agissant sur l’unité de longueur du fil chargé est parallèle à O0’ 
et égale à 


_,p 2€ 11) 2e? (ej—e2) a? 
, dE € ( OA O0’ ) | &1 (E1+€2) b (b2— a?) 


F°>0 correspond à la répulsion). 

. 4. Môme question si le fil passe à l’intérieur d’un cylindre qui a la perméa- 
bilité diélectrique £2 (b < a). 

-"Solution. On cherche le champ dans le milieu 2 comme étant le champ 
d’un fil réel de charge e (point O sur la fig. 12) et d'un fil fictif de charge e’ 
passant par le point À disposé maintenant hors du cylindre. Quant au champ 
dans le milieu 1, c'est le champ qui serait créé par des fils de charges e” et 
e—e” passant respectivement par O et O0’. D'une manière analogue au problème 
précédent, on obtient 


Ej —EFo Pe 281 

Ej+Ee" E+e 

Le fil est repoussé (pour e2 >e) par le cylindre avec une force égale à 
2ee' 1 2e2 (E— €) b 


F=— 


2 OA Er(Eytes) (a? — be)" 


e'=—e 
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5. Montrer que le potentiel 4 (rs) du champ créé au point r£ dans un 
milieu diélectrique hétérogène quelconque par une charge ponctuelle e se 
trouvant au point rA est égal au potentiel @g (rA) créé au point ra par la 
même charge se trouvant au point rs. 

Solution. Les potentiels pA (r) et æs (r) satisfont aux équations 

div (eVpa) = —4neù (r—r4), 
div (eVpg) = — 4ned (r—r8). 
En multipliant la première de ces équations par @4 et la seconde par p4 et en 
retranchant, on obtient 
div (pneVp4) — div (paëVpg) = — ne (r—r4) ps (r)+Aneû (r—rg)pa (r). 


L'intégration de cette égalité sur tout l'espace donne la relation cherchée: 
pa (rs) = P (ra). 


$ 8. Ellipsoïde diélectrique 


La polarisation d’un ellipsoïde diélectrique placé dans un champ 
électrique uniforme extérieur a certaines propriétés lui conférant un 
intérêt tout particulier. 

Considérons d’abord le cas particulier simple d'une sphère diélec- 
trique dans un champ extérieur €. Désignons par el) sa constante 
diélectrique et par el la constante diélectrique du milieu extérieur 
dans lequel cette sphère est plongée. Choisissons l’origine du système 
de coordonnées sphériques au centre de la sphère (l’angle polaire 6 
étant compté à partir de la direction de &). Nous allons maintenant 
chercher le potentiel du champ à l'extérieur de la sphère sous la for- 
me suivante 


pO= —Gr+ 46; 


le premier terme est le potentiel du champ appliqué, et le second, 
qui s’annule à l'infini, donne la variation cherchée du potentiel 
provoquée par la sphère (comparer avec la solution du problème 1 
du $ 3). Quant au potentiel du champ à l’intérieur de la sphère. 
nous allons l'écrire sous la forme 


pÜ = — BEr; 


c’est l'unique fonction satisfaisant à l'équation de Laplace, restant 
finie au centre de la sphère et ne dépendant que du vecteur constant 
€ (l'unique paramètre de ce problème). 

Les constantes À et B se déterminent à partir des conditions aux 
limites sur la surface de la sphère. Notons tout de suite que le champ 
à l’intérieur de la sphère EG — B€ est uniforme, et ne se distingue 
du champ appliqué & que par sa valeur absolue. 

La condition aux limites de continuité du potentiel donne : 

A 


EÙ— E(1—7) 
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(R étant le rayon de la sphère), et celle de continuité de la 
composante normale de l'induction est 


D0 = 0 (145). 
En excluant À de ces deux équations, on obtient 
+ (DŸ + 2e E0) — e0 € (8,1) 


ou, en substituant D — DEP, 
E® = 3e(9 
2e Let) 
D'une manière tout à fait analogue, on peut résoudre le problème 
d’un cylindre diélectrique infini se trouvant dans un champ exté- 
rieur perpendiculaire à son axe (comparer avec le problème 2 du $ 3). 
Le champ à l’intérieur du cylindre, tout comme à l’intérieur de la 


sphère, dans l’exemple précédent, se trouve être uniforme. Il satis- 
fait à la relation : 


(8,2) 


+ (D +00) 806, (8,3) 
ou 


Les relations (8,1) et (8,3), dans lesquelles la constante diélec- 
trique et de la sphère ou du cylindre n'entre pas d’une manière 
explicite, sont particulièrement importantes, car elles sont valides 
indépendamment de la relation linéaire existant entre E et D à 
l'intérieur du corps; elles sont remplies quelle que soit cette rela- 
tion (y compris le cas des corps anisotropes). Même chose pour les 
rêlations 


EÙ = (8,5) 
-pour un cylindre dans un champ longitudinal, et 
D = ec (8,6) 


pour une lame à faces parallèles dans un champ qui lui est perpen- 
diculaire; ces égalités découlent directement des conditions aux 
limites. 

Il se trouve que tout ellipsoïde avec des demi-axes a, b, c quel- 
conques produit en son intérieur un champ uniforme (lorsqu'il est 
placé dans un champ uniforme extérieur). Pour trouver la polari- 
sation d’un ellipsoïde diélectrique on utilise les coordonnées ellip- 
soïdales, tout comme au $ 4 pour le cas d’un ellipsoïde conducteur. 
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On cherche de nouveau le potentiel du champ à l'extérieur de 
l’ellipsoïide sous la forme (4,22) pe = pol (E), la fonction F (E) 
étant prise dans (4,23). Au contraire, une telle fonction ne peut 
entrer dans le potentiel æ, du champ à l’intérieur de l’ellipsoïde, 
car elle ne satisfait pas à la condition selon laquelle le champ doit 
être fini dans tout le volume intérieur à l’ellipsoïde. En effet, 
soit la surface E — —c*, c'est celle d’une ellipse dans le plan ry 
se trouvant à l’intérieur de l’ellipsoïde. Pour E —+ —c°, l'intégrale 
(4,23) varie comme VE = c?. L'intensité du champ, c'est-à-dire 
le gradient du potentiel, va donc changer comme (ë + c*)-'/2 et 
deviendra infinie pour ë — —c°. De cette façon, pour le champ à 
l'intérieur de l’ellipsoïde, seule la solution F (£) = const convient, 
c'est-à-dire que l'on doit chercher @; sous la forme 


pi = BP. 


Nous voyons que le potentiel ; ne diffère du potentiel du champ 
uniforme qo que par un facteur constant. En d’autres termes, le 
champ à l’intérieur de l’ellipsoïde est uniforme. 

Nous n'’allons pas rapporter ici les formules peu intéressantes 
donnant le champ à l'extérieur de l’ellipsoïde. Quant au champ 
uniforme à l’intérieur de l’ellipsoïde, celui-ci peut être trouvé sans 
écrire les conditions aux limites, mais en utilisant quelques résul- 
tats que nous connaissons déjà. 

Supposons d’abord que l'ellipsoïide se trouve dans le vide 
(et = 1). Dans ce cas, entre les vecteurs El, D(), & (qui ont 
tous la même direction, celle de l'axe des x) il doit exister une 
relation linéaire de la forme 


aE,+bD;=<x, 


où les coefficients a, b dépendent non pas de la perméabilité diélec- 
trique et) de l’ellipsoïde mais seulement de sa forme. Une telle 
relation découle de la forme des conditions aux limites, comme nous 
avons déjà pu nous en convaincre ci-dessus dans les cas d’une sphère 
et d’un cylindre. 

Pour déterminer a et b, remarquons que dans le cas trivial, où 
et = 4, on aurait simplement E = D=Æ&; d'où @ + b = 1. 
Nous connaissons déjà un autre cas particulier, celui d’un ellip- 
soïde conducteur. Dans un conducteur, El — 0, tandis que l'induc- 
tion D n’a pas de sens physique direct, mais peut être considérée 
comme une grandeur formelle liée au moment dipolaire total de 
l’ellipsoïde par la relation 


D=4nP=-4n ie. 
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Conformément à (4,26), on aura 
1 
D: = GE; An ? 
c'est-à-dire que b=—n%, donc a =1—n(. 
Ainsi, nous arrivons à la relation suivante !): 


(—n®)ED LnODI =. (8,7) 


Des.relations analogues (mais avec des coefficients différents) 
existent pour le champ suivant les axes des y et des z. Tout comme 
les formules particulières (8,1), (8,3), elles sont valides pour n'im- 
porte quelle relation entre E et D à l’intérieur de l’ellipsoïde. 

Pour l'intensité du champ à l'intérieur de l’ellipsoide, on 
obtient, à partir de (8,7), en posant D) — et£(. 


() € 
E; Lis ie ln ? (S.8) 


et pour le moment dipolaire total de l'ellipsoide 


— (et 1) pui be et —1 c 
Pr=VPr= VE = — Rennes Le (8.9) 
Si le champ © a des composantes suivant les trois axes, le champ 
à l'intérieur de l’ellipsoïde reste uniforme, mais en général il n’est 
pas parallèle à &. Dans le cas général d’un système de coordonnées 
arbitraire, on peut écrire la relation (8,7) sous la forme 


Ef + nin (D — ER) = Œi. (8,10) 
Pour passer au cas où la perméabilité diélectrique du milieu 


est différente de 1, on remplace simplement etÿ par etil’et"). La 
farmule (8,7) prendra alors la forme: 


A—n®)e9E0 1 7 0D0 EL 806. . (8,11) 


Cétte formule peut être appliquée en particulier au champ à l’inté- 
rieur d'une cavité ellipsoïdale dans un milieu diélectrique illimité ; 
pour cela il faut poser et — 1. 


1) On peut également l'écrire sous la forme 
ED LE. — Arno P.. 


La grandeur 41n® P, est parfois appelée champ dépolarisant. Une formule ana- 
logue existe pour un ellipsoïde s'aimantant dans un champ magnétique uni- 
forme extérieur (voir $ 27). Pour cette raison les grandeurs n(%, nt, nt sont 
appelées coefficients de désaimantation. 
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Problèmes!) 


1. Déterminer le moment des forces agissant sur un ellipsoïde de révolu- 
tion dans un champ électrique uniforme. 

Solution. Selon la formule générale (16,13) le moment des forces 
agissant sur un ellipsoïde est égal à K = @ “ G. où æ est le moment dipo- 
laire de l’ellipsoïde. Dans un ellipsoïde de révolution. le vecteur # se trouve 
dans le plan passant par l’axe de symétrie et la direction de G. Quant aw 
moment des forces, il est perpendiculaire à ce plan et le calcul de sa valeur abso- 
lue, conformément à la formule (8.9), donne 


PC LL ES 
 Snine+1—n|[(—n)e+1n] ? 


où @ est l'angle entre la direction de @ et l'axe de symétrie de l’ellipsoïde, 
n étant le coefficient de dépolarisation suivant cet axe [de telle sorte que le 
coefficient de dépolarisation dans les directions perpendiculaires à cet axe est 
1/2 (1 — n)]. Le moment des forces est dirigé de telle sorte qu’il tient à tourner 
l’axe de symétrie des ellipsoïdes allongés (n << 1;3) et aplati (nr => 1/3) dans une 
position respectivement parallèle ou perpendiculaire au champ. 

Pour un ellipsoïde conducteur (£ — >), on a 


|1—3n| 


= 8rn(1—n) 


VE® sin 24. 

2. Une sphère creuse diélectrique (constante diélectrique e. rayons inté- 
rieur et extérieur b et a) se trouve dans un champ électrique € extérieur unifor- 
me. Déterminer le champ dans la cavité sphérique. 

Solution. Tout comme dans le cas d’une sphère pleine, on cherche le 
potentiel du champ dans le vide à l’extérieur de la sphère (domaine 1) et à l’in- 
térieur de la cavité (domaine 3) respectivement sous la forme 


P, = —E cos 0 (+) . F3 = — BEr cos 0, 


et le potentiel du champ dans la couche diélectrique (domaine 2) sous 
la forme 


F>—= —CC cos (+) , 


où 4, B, C, D sont des constantes déterminées par les conditions de continuité 
de p et de & 8p/ôr sur les frontières 1 — 2 et ? — 3. Ainsi, le champ E:— BG à 
l'intérieur de la cavité est uniforme (le champ E> dans la couche sphérique, par 
contre, n'est pas uniforme). Le calcul des constantes donne: 
PQ ee à 
F (e+2)(2er1)—2(e—1) (ba) 

GS Même question pour un cylindre creux dans un champ uniforme trans- 
versal 2). 

Solution. D'une manière analogue au cas précédent, on obtient : 

4e 
EE = ——— —__ _—_—_—_—_—_—_— 
8 (&+1)2—(e—1)2(b/a)° 


1) Dans les problèmes de ce paragraphe, on suppose que l’ellipsoïde se 
trouve dans le vide. 


2) Dans un champ longitudinal la réponse cest évidente: E3 = G. 
5e 
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$ 9. Perméabilité diélectrique d’un mélange 
Si la substance est un mélange à dispersion fine (émulsion, 
mélange poudreux, etc.), on peut alors considérer le champ électrique 
dont on prend la moyenne dans des volumes grands par rapport aux 
hétérogénéités. A l'égard d’un tel champ moyen, le mélange est 
un milieu homogène et isotrope et peut être caractérisé par une 
certaine valeur effective de la perméabilité diélectrique, que nous 
désignerons par eme. Si E et D sont les valeurs moyennes prises 
comme indiqué ci-dessus pour l'intensité et l'induction du champ, 
on a, par définition de Eméj; 
D = emuE- (9,1) 
Si toutes les particules du mélange sont isotropes, et les dif- 
férences entre leurs perméabilités diélectriques sont petites par rap- 
port à e, il est possible de calculer ere, sous forme générale, aux 


termes du second ordre près, par rapport à ces différences. 
Nous allons écrire la valeur locale de l'intensité du champ sous 


la forme E — E +6E et la valeur locale de la perméabilité diélec- 
trique sous la forme & + Ôe, où 


= 1 
= \ e dV, (9,2) 


est obtenue en prenant la valeur moyenne pour tout le volume. 
La valeur moyenne de l'induction est alors 


D = (e + ôe) (E + ÔE) = &E + 6e6E (9,3) 


(car par définition de ôe et ÔE, leurs valeurs moyennes sont nulles). 


A J'approximation d'ordre zéro Eme = €; le premier terme correctif 
AL de zéro sera évidemment du second ordre par rapport à 
ôe, comme on peut aussi s’en rendre compte à partir de (9,3). 

De l'équation div D—0 aux termes du premier ordre près, 


on” tire : : L . . 
div (e + Ôe) (E -+- ÔE) = e div ÔE + EVôe=0, 
ou, en y substituant ÔE — — grad ô®, 
eAôp = EVôe. 
En prenant le gradient, on obtient 
A6ÔE— + (EF) Tôe. (9,4) 


Nous prendrons la moyenne du produit ôeôE dans (9,3) en deux 
fois. Nous allons avant tout prendre la moyenne pour le volume des 
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particules d’une même substance, c’est-à-dire pour une valeur don- 
née de ôe. Ainsi, on peut facilement obtenir la valeur moyenne 
de ôÔE à partir de (9,4). Par suite de l’isotropie du mélange en 
entier, après avoir pris la moyenne des deux membres de l’égali- 


té (9,4), l'opérateur 2 devient : 
1 
FI ôrnA, 
on obtient ainsi 
AGE — — | EAëe, 
3e 
d'où 


RE 
3e 


En multipliant par Ôe et en prenant la moyenne finale pour 
tous les composants du mélange, on obtient 


dede — — E_(ôe:. 
3e 


Enfin, en substituant cette expression dans (9,3) et en compa- 
rant avec (9,1), on obtient le résultat cherché: 


= Ôe)* 
EE EE IE (9,5) 
3e 
On peut présenter cette formule sous une autre forme si l'on 
remarque qu’aux termes du second ordre près: 


es — (& a = gu/a (4 — (EN? 
el/3 — (e + de)!/3 ets (1 qe ke 
Ainsi, nu. 
3, = 8/3, (9,6) 


On peut dire qu'à l'approximation considérée, la racine cubique 
de € est additive. 
Problème 
Déterminer la perméabilité diélectrique d’une émulsion de faible concen- 
tration, la différence entre les perméabilités diélectriques du milieu (£;) et de la 


phase dispersée (22) étant arbitraire. 
Solution. Dans l'intégrale 


+ \ (D—&E) dV = D—eE 


l'expression sous l'intégrale n’est différente de zéro qu’à l’intérieur des parti- 
cules de l'émulsion. Elle est ainsi proportionnelle à la concentration volumique 
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de l’émulsion, et lors de son calcul on peut supposer que les particules de l'é- 


mulsion se trouvent dans un champ extérieur égal au nl moyen E. En 
supposant que les particules sont sphériques et en utilisant la formule (8,2), 
on obtient pour le coefficient de proportionnalité entre D et E: 
_ . 3@—e)e 
Emér 17€ En -2e 


Cette formule est valide aux termes du premier ordre par rapport à c près. 
Lorsque &, et &> sont voisins, elle coïncide (aux termes du premier ordre par 
rapport à c et du second ordre par rapport à #2 — e, près) avec le résultat donné 
par la formule (9,6) pour des c petits. 


$ 10. Relations thermodynamiques pour des diélectriques 
dans un champ électrique 


Pour les conducteurs, la question de la variation des propriétés 
thermodynamiques par suite de la présence d’un champ électrique 
ne se pose pas. En effet, le champ électrique à l’intérieur du con- 
ducteur étant nul, la variation de ses grandeurs thermodynamiques 
se réduit simplement à l’addition à son énergie totale de l'énergie 
du champ créé par lui-même dans l’espace l’environnant !). En 
général, cette grandeur ne dépend pas de l'état thermodynamique 
{en particulier de la température) du corps et ne se répercute pas, par 
exemple, sur son entropie. 

Au contraire, le champ électrique pénétrant à l’intérieur du 
corps influe fortement sur les propriétés thermodynamiques des 
diélectriques. Pour étudier ces propriétés, déterminons avant tout 
le travail fourni au diélectrique thermo-isolé lors d’une variation 
infinitésimale du champ à l'intérieur de celui-ci. 

Quant au champ électrique où se trouve le diélectrique, on doit 
se le représenter comme s'il était créé par certains conducteurs 
étrangers chargés ; la variation du champ peut alors être considérée 
cômme le résultat de la variation des charges des conducteurs ?). 
Pour plus de simplicité, supposons que nous n'avons qu’un seul 
conducteur de charge e et de potentiel . Le travail nécessaire pour 
Augmenter sa charge d'une grandeur infinitésimale Ôe est 


ÔR = pôe ; (10,1) 


c’est le travail mécanique, fourni par le champ donné à la charge 
ôe, que l’on apporte de l'infini (où le potentiel du champ est nul) 


1) Nous ne considérons pas ici l'énergie de liaison de la charge et de la 
substance du conducteur; cette énergie sera étudiée au $ 22. 

2) Les expressions définitives que nous obtiendrons ne contiennent que 
les valeurs du champ à l'intérieur du diélectrique et ne dépendent donc pas 
de l'origine de ce champ. Aussi est-il superflu de mentionner spécialement 
les cas où le champ n'est pas créé par les conducteurs chargés, mais par exemple 
par des charges étrangères introduites dans le diélectrique ou par sa polarisation 
pyroélectrique (voir $ 13). 
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sur la surface du conducteur, cette charge parcourant ainsi une dif- 
férence de potentiel égale à ©. Exprimons ôR en fonction des valeurs 
du champ dans l’espace diélectrique entourant le conducteur. 

Si D, est la projection du vecteur de l'induction électrique sur 
la direction de la normale à la surface du conducteur, extérieure 
au diélectrique (et intérieure au conducteur), la densité superficielle 
des charges sur la surface du conducteur est égale à —D,/4x, 
ainsi 


Comme le potentiel œ@ est constant sur toute la surface du conduc- 
teur, on peut écrire: 


1 € 1 : 
BR = qôe= — Ÿ gôD-dt = — \ div (pôD) dy. 


La dernière intégrale de droite est prise dans tout le volume exté- 
rieur au conducteur. Comme le champ varié, aussi bien que le champ 
initial, satisfait aux équations du champ, on a div ÔD — O0, d'où 


div (pôD) =: p div ÔD + D grad p — — E6D. 
On obtient ainsi la formule fort importante suivante : 


EÔD ,.- < 

ôR= \ ——— d. (10,2) 

Soulignons que dans cette formule l'intégration s'effectue sur tout 

le champ, y compris la région du vide, si le milieu diélectrique 

n'occupe pas tout le volume de l'espace extérieur aux conducteurs. 

Le travail fourni à un corps thermo-isolé n'est rien d'autre que 

la variation de l'énergie du corps à entropie constante. Ainsi. il 

faut ajouter l'expression (10,2) déjà trouvée à la relation thermody- 

namique déterminant une variation infinitésimale de l'énergie 

totale du corps, qui comprend l'énergie du champ électrique. En 
désignant cette énergie par %, on a, par conséquent : 


OU = TOF + Ÿ E6D a (10,3) 


(T étant la lempérature, # l’entropie du corps)'). Donc, pour 
l'énergie libre totale #5 — 4 —T#?), on a: 


Dr FT EE \ E6D dV. (10,4) 


47 


1) Pour ce qui est du volume du corps (dont la différentielle figure habituel- 
lement dans l'expression de 87), on doit tenir compte de ce que dans un champ 
électrique un corps devient en général hétérogène et par suite le volume ne 
caractérise pas son élat. 

2) Cette grandeur n’est utilisable que si la température est constante le 
long du corps. 
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Des relations thermodynamiques analogues peuvent également 
être écrites pour des grandeurs rapportées à l'unité de volume du 
corps. Soient U, S et p l’énergie interne, l’entropie et la masse par 
unité de volume du corps. La relation thermodynamique ordinaire 
(en l'absence de champ) pour l’énergie interne dans un volume donné 


est 
dU =T dS + & dp, 


où © est le potentiel chimique de la substance 1). Lorsqu'il ya un 
champ dans le diélectrique, ik faut ajouter un terme pris dans 
l'expression sous l'intégrale dans (10,3): 


dU =TdS+tdp+-EdD. (10,5) 


Pour l'énergie libre F—U-—TS par unité de volume du diélectri- 
que, on a 


dF=—SdT+tdp+-lEdD. (10,6) 
an 


Les relations obtenues sont à la base de la thermodynamique des 
diélectriques. 

Nous voyons ainsi que les grandeurs U et F sont les potentiels 
thermodynamiques par rapport aux variables S, p, D et T. p, D 
respectivement. En particulier, on peut obtenir le champ E en 
dérivant ces potentiels par rapport aux composantes du vecteur D: 

oU 0F = 

Ed (5), = (GE)e,- F9 

L'énergie libre convient mieux de ce point de vue, car sa dérivée 

est prise à température constante ; tandis que l'énergie interne doit 

par suite s'exprimer en fonction d’une grandeur moins commode 
qu'est l’entropie. 

En plus des grandeurs U et F, il est utile d'introduire les poten- 
tids thermodynamiques, où ce sont les composantes du vecteur E 
‘et non celles de D qui jouent le rôle de variables indépendantes. 
Teles sont les grandeurs 


Fr ED fs ED 


1) Voir V, $ 24. Au lieu de la densité de masse, nous y avons utilisé le 
nombre de particules V par unité de volume: ces deux grandeurs sont liées 
par la relation p — Vm (m étant la masse de la molécule): ainsi, dans ces deux 
volumes du Cours la définition du potentiel chimique diffère par un facteur 
(le ponts chimique est rapporté ici à l'unité de masse, et non à une particule 
de la substance). 

Le potentiel chimique est ici désigné par la lettre & au lieu de la désignation 
plus courante pu ; le fait que nous avons désigné la densité de masse de la sub- 
stance par la même lettre p que la densité des charges ne peut prêter à confusion, 
car nulle part ces deux grandeurs ne figurent ensemble. 
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dont les éléments différentiels sont 


dÙÜ =TdS+tdp—-} DdE, 


. : (10,9) 
dF = —SdT+£dp—-DdE. 
D'où, en particulier, 


= —4n (95 = 4 (CE). . (10,10) 


Soulignons que la relation entre les grandeurs thermodynami- 
ques désignées par des lettres surmontées du signe — et sans ce 
signe correspond justement à la relation qui a été introduite au $ 5, 
pour l’énergie du champ électrostatique des conducteurs dans le 


vide. En effet, on peut transformer l'intégrale \ ED dV tout comme 


au début du $ 3, en utilisant l'équation div D = 0 dans le volume 
du diélectrique et la condition aux limites D, — 4n0o sur la surface 
des conducteurs : 


_—. ( ED dV = ——— \ grad p-D dV — 
= » \ PaDndf= D Faea. (10,11) 


D'où, pour l'énergie interne, par exemple, il vient 
ü-U— { AV = 0 — 3) abs (10,12} 


conformément à la définition (5,5). 

Il est également utile de considérer les formules pour des varia- 
tions infinitésimales de ces grandeurs, exprimées en fonction des 
charges et des potentiels des conducteurs (sources de champ). Ainsi, 
pour la variation de l'énergie libre (à température donnée), on a 


OF )r = ÔR = S Paba- (10,13) 
Pour la variation de Fi on trouve 
(OF )r = (ÔF)r —Ô 2 Pala = <2 ExdPa (40,14) 


On peut dire que les grandeurs n'ayant pas de signe — sont les 
potentiels thermodynamiques par rapport aux charges des conduc- 
teurs, tandis que les grandeurs munies du signe — ceux par rap- 
port à leurs potentiels. 

En thermodynamique (voir V, $ 15) les divers potentiels ther- 
modynamiques peuvent atteindre, à l'équilibre thermique, des 
valeurs minimales par rapport à diverses variations de l'état du 
corps. Pour formuler ces conditions d'équilibre dans un champ 


7 
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électrique, il est indispensable d'indiquer si l’on considère les 
variations de l’état à charges constantes ou à potentiels (sources de 


<hamp) constants. Ainsi, # et Æ ont à l'équilibre un minimum par 
rapport aux changements d'état à température constante et respec- 
tivement à charges ou à potentiels constants des conducteurs (même 
chose pour % et 4%, à entropie constante du corps). 

Si des processus n’ayant pas de rapport direct avec le champ 
électrique peuvent avoir lieu dans le corps (réactions chimiques 
par exemple), la condition d'équilibre par rapport à ces processus 
est donnée soit par le minimum de # à densité, température et 
induction D données du corps, soit par le minimum de F à densité, 
température et champ E constants. 

Nous n'avons jusqu'ici fait aucune hypothèse concernant la 
relation entre D et E, de telle sorte que toutes les équations ther- 
modynamiques obtenues sont valables quelle que soit cette relation. 
Nous allons maintenant les appliquer à un diélectrique isotrope où 
cette relation est linéaire : D — &eE. L'intégration des équations (10,5) 
et (10,6) donne dans ce cas 

U=Uo(S, p) | Se à 
n (10,15) 
F=P(T,p)+e— 
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où U, et Fo correspondent à un diélectrique en l'absence de champ. 
Dans ce cas la grandeur: 


, 


<st la variation de l’énergie interne due à la présence du champ (pour 
des valeurs données de l’entropie et de la densité) ou la variation 
de l'énergie libre (à température et densité données) par unité de 
volume du milieu diélectrique. 

+ D'une manière analogue, écrivons les expressions pour les poten- 
tiels Ü et F: 


= E? 
é U=U(S, p)—< 


- 


2 (10.16) 
es € - 
F=Fol(T, (0 nner-E é 
Nous voyons que les différences U — U, et Ü — Une se distin- 
guent ici que par le signe, tout comme dans le cas du champ élec- 
trique dans le vide ($ 5). Cependant, dans un milieu diélectrique, 
cette relation simple n’est vraie que lorsque la relation entre D 
et E est linéaire. 

Ecrivons aussi pour références ultérieures les formules pour 
Ja densité de l’entropie S et pour le potentiel chimique &, qui dé- 
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1 
[A 


coulent de (10,15): 
oF D? f[oe 
Sos ( ÔT },. = So, P)+ ges ( oT ),= : 
2 de , 
= ST, p)+5 (57), (41017) 


ès (= Lo(T, P)—— (+), (10.18) 


Ces deux grandeurs, bien entendu, ne diffèrent de zéro qu’à l’inté- 
rieur du diélectrique. 

L'énergie libre totale s'obtient en intégrant (10,15) dans tout 
l’espace. En vertu de (10,11), on a 


F— Fo—= \ ar dV = + >» EaPa- (10,149) 
o 

Cette dernière expression coïncide formellement avec la formule 
donnant l'énergie du champ électrostatique des conducteurs dans 
le vide. On peut obtenir ce même résultat directement en partant 
de la variation 8.# (10,13) lors d’une variation infinitésimale des 
charges des conducteurs. Dans ce cas, la relation entre D'et E étant 
linéaire, toutes les équations du champ et leurs conditions aux 
limites sont également linéaires. Aussi les potentiels des conducteurs 
doivent-ils être (tout comme pour le champ dans le vide) des fonc- 
tions linéaires de leurs charges, et l'intégration de l'égalité (10,13) 
donne (10,19). 

Soulignons que ces considérations ne supposaient nullement que 
le diélectrique remplit tout l'espace extérieur aux conducteurs. 
Si cette dernière condition est satisfaite, on peut aller plus loin et, 
en utilisant les résultats de la fin du $ 7, affirmer que pour des 
charges données des conducteurs, l'introduction d’un milieu diélec- 
trique diminue de & fois tant les potentiels des conducteurs que 
l'énergie du champ (par rapport aux valeurs de ces grandeurs pour 
le champ dans le vide). Pourtant dans le cas où ce sont les potentiels 
des conducteurs qui sont maintenus constants, l'énergie du champ 
augmente de & fois (avec les charges des conducteurs). 


Problème 


Déterminer la hauteur h à laquelle monte le niveau d'un liquide aspiré par 
un condensateur plan vertical. 

Solution. Pour des potentiels des armatures du condensateur donnés. 
la grandeur # doit être minimale : celle-ci contient l'énergie pgh?/2 de la colonne 
de liquide dans le champ de gravitation. Cette condition permet facilement de 
trouver 

ÿ = e—1 


= 
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$ 11. Energie libre totale d’un corps diélectrique 


L'énergie libre totale # (ou l’énergie interne totale %), telle 
qu’elle a été définie au paragraphe précédent, comprend également. 
l'énergie du champ électrique extérieur polarisant le diélectrique. 
En plus de cette grandeur, il est intéressant de considérer l'énergie 
libre totale, d'où est exclue l'énergie du champ qui existerait dans 
tout l’espace en l’absence du corps. Désignons par & ce champ. 
Dans ce cas, l'énergie libre «totale » dans le sens indiqué ci-dessus 
est égale à l'intégrale S 


\ (Fe) av, (11,1) 


où F est la « densité » de l'énergie libre. Nous allons désigner cette 
grandeur par la même lettre #, qui, dans le $ 10, servait à désigner 


l'intégrale F dV. Il faut souligner que la différence entre les deux 


définitions de # se réduit à une grandeur ne dépendant ni des pro- 
priétés du diélectrique, ni de son état thermodynamique et n’a donc 
aucune importance pour les relations différentielles thermodynami- 
ques fondamentales pour cette grandeur !). 

Calculons la variation de # due à une variation infinitésimale 
du champ à température constante, sans que soit rompu l'équilibre 
thermodynamique du milieu. 


Comme ôF = ESD, on a 
_ 1 
ÔF = \ (E5D— 6€) dV. 
Cette expression est identiquement égale à 


: ( (D—6) 68 47 + ('E(6D— 85) av — 


+ (D—E8# av. (11,2 


Dans la première intégrale on écrit 8Œ := —grad ô@o (po étant. 
epotentiel du champ €) et en transformant par parties, on obtient: 


\ grad ôpo (D —€) dV = \ ôpo(D—EF) at—( ôpodiv (D —€) dv. 


Il est facile de voir que les deux intégrales du membre de droite 
s’annulent. Pour l'intégrale de volume, ceci découle immédiatement 
des équations div D = 0 et div & — O0 pour le champ dans le 


1) Remarquons qu'il n'y aurait pas de sens de retrancher E°/8x de F. car E 
est le champ déjà changé par la présence du diélectrique, par suite la différence 
F— (E?/8x) ne doit pas être considérée comme la densité de l'énergie libre du dié- 
lectrique en tant que tel. 
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diélectrique et dans le vide respectivement. Quant à la première 
intégrale, elle est prise sur la surface des conducteurs créant le 
champ et sur une surface infiniment éloignée. Comme toujours, 
la dernière intégrale s’annule et sur chacun des conducteurs on 
a ôp, = const, de telle sorte que 


$ 5po (D— 6) dt = ôpe À (D —@) dt. 


Mais par définition, le champ & est créé par les mêmes sources que 
le champ E avec l'induction D (c’est-à-dire par les mêmes conduc- 
teurs portant les mêmes charges totales e). C'est pourquoi les deux 
intégrales D, df et & &, df sont égales à la même valeur (4xe) 


et leur différence est nulle. 
D'une manière analogue on peut voir que le second terme 


dans (11,2) est nul aussi (pour cela il faut y substituer E — —grad p 
et effectuer la même transformation). Finalement on obtient 
8F = —75 | (DE) 56 a7= — | P5E av. (11,3) 


Ce qui est remarquable, c'est que dans cette expression l'intégrale 
n’est prise que dans le volume occupé par le milieu diélectrique, 
car P = 0 à l'extérieur du corps. 

Soulignons cependant que l'expression sous l'intégrale Pô& 
ne peut être interprétée comme la variation de la « densité » de 
l'énergie libre du corps, tout comme nous l'avons fait pour les 
formules (10,3), (10,4). Avant tout, cette « densité » doit également 
exister hors du corps, dont la présence déforme aussi le champ dans 
l’espace environnant. De même, il est évident que la densité d'éner- 
gie en chaque point du corps ne peut dépendre que du champ exis- 
tant réellement et non pas du champ que l’on aurait en l'absence 
du corps. 

Si le champ extérieur & est uniforme, on a 


BF = —0® ( PdV= — P6F, (11,4) 


où ®æ est le moment dipolaire électrique total du corps. Donc, 
l'identité thermodynamique pour l'énergie libre peut dans ce cas 
s'écrire 


dF = —$ ATP 48. (11,5) 


Par conséquent, on peut obtenir le moment électrique total du 
corps en dérivant l'énergie libre totale: 


P=-(5).. (11,6) 
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Remarquons que la dernière formule peut également être obtenue 
directement à partir de la formule statistique générale 
of _(0F 

D (Sr )r 4 

où £ est l’hamiltonien du corps en tant que système de particules 
le composant, et À un paramètre quelconque, caractérisant les 
conditions extérieures pour le corps (voir V, $$ 11, 15). Pour 
un corps se trouvant dans un champ uniforme extérieur €, 
l'hamiltonien contient le terme —E, où # est l'opérateur du 
moment dipolaire. En prenant Œ pour paramètre À, on obtient la 
formule cherchée. 

Si entre Det E il y a une relation linéaire telle que D = &E, 
on peut d'une manière analogue calculer sous forme explicite non 
seulement la variation 0, mais également g. On a 


F—Fo=\ er. 
Ecrivons cette sous la forme: 
F—Fo=g  ÎŒ +E)(D—6)av — + \ € (D—E) dy. 


Le premier terme dans le membre de droite de l'égalité s« s’annule ; 
on peut s’en rendre compte en posant E + & — —_grad (P — Po) 
et en effectuant exactement la mème transformation que ci-dessus. 
On obtient donc: 


F — Fo(V, T)= (11,7) 
En particulier, dans un champ uniforme extérieur 
t F—Fo(V, T=—-+ES. (11,8) 


On aurait pu obtenir la dernière égalité par intégration directe 
_de la relation (11,3) ; pour cela il suffit de remarquer que la linéarité 
“de toutes les équations de champ (lorsque D = &Ë) conduit à ce 
que le moment électrique # doit être une fonction linéaire de &. 

La relation linéaire entre les composantes de # et de € peut 


s’écrire sous la forme 
®i = Var Er, (11,9) 


tout comme pour le cas des conducteurs ($ 2). Cependant. dans le 
cas des corps diélectriques, la « polarisabilité » dépend non seule- 
ment de la forme du corps, comme dans le cas des conducteurs, 
mais également de la constante diélectrique. La symétrie du tenseur 
&;r (mentionnée déjà au $ 2) découle immédiatement de la rela- 
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tion (11.6) ; il suffit de remarquer que la dérivée seconde : 
CR art 
Er Æi EU 


ne dépend pas de l’ordre de la dérivation. 

La formule (11,7) se simplifie encore dans le cas important. 
ou & tend vers 1, c’est-à-dire que la susceptibilité diélectrique 
# = (e — 1)/4n est petite. Dans ce cas, lors du calcul de l'énergie, 
on peut négliger les déformations du champ dues à la présence du 
corps, c’est-à-dire que l’on peut poser 


P-xE=:S. 


= — Voir 


Alors 
F—Fo= —<\G*’av, (41,10). 


où l'intégrale est prise dans le volume du corps. Dans un champ- 
uniforme le moment dipolaire est # — Vx&, et l'énergie libre est. 


F—Fo= #6. (111). 


Dans le cas général où la relation entre D et E est arbitraire, les. 
formules simples (11,7) et (11.8) ne sont pas valables. Pour le calcul 
de # , on peut utiliser la formule 


ue ( . ED 1 : 

F= (rave (Tr #5 ps]av. (1412) 
que l’on peut démontrer facilement en utilisant les calculs précédents. 
Ici également l'expression sous l'intégrale (dernière) s’annule- 
hors du corps, donc l'intégration s'effectue seulement dans son 
volume. 


Problème 


Trouver la formule remplaçant (11.7) pour un corps se trouvant non dans le- 
vide, mais dans un milieu dant la perméabilité diélectrique est et"?. 

Solution. En répétant pour ce cas les transformations faites. 
dans le texte, on obtient 


F-Fo-- \ G(D—&tE) dv. 


$ 12. Electrostriction des diélectriques isotropes 


Pour un corps diélectrique solide se trouvant dans un champ: 
électrique, on ne peut introduire la notion de pression comme 
dans le cas d’un corps isotrope en l'absence d'un champ, car- 
les forces (qui seront déterminées aux $$ 15. 16) changent le long- 
du corps et sont anisotropes même si le corps lui-même est isotrope. 
Pour déterminer exactement la déformation (électrostriction) d'u 
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tel corps, il faut résoudre un problème compliqué de la théorie de 
l'élasticité. 

Mais le problème est bien plus simple si nous ne nous intéressons 
qu’à la variation du volume total du corps. Ainsi qu'il a été men- 
tionné au $ 5, la forme du corps peut être considérée inchangée, 
c’est-à-dire que la déformation (compression ou extension volumique) 
est uniforme. 

Nous allons négliger les propriétés diéiéctriques: du milieu exté- 
rieur (par exemple de l'atmosphère) dans lequel se trouve le corps, 
€ ’est-à-dire que nous allons supposer que e = 1. Le milieu ne sert 
qu'à créer une pression uniforme agissant sur la surface du corps. 
C'est cette pression extérieure que nous allons désigner ci-dessous 
par p. Si # est l'énergie Libre totale du corps, la relation thermody- 
namique bien connue donne: 


0F 
= (5); 
et on doit ajouter par suite —p dV dans l'expression de la différentielle 
dŒÆ. Dans un champ extérieur uniforme, au lieu de (11,5), on a 
dF=—# dT—pdV—-# d&. 


Introduisons le potentiel thermodynamique total du corps con- 
formément à la définition thermodynamique habituelle : 


P=.F + pV. (12,1) 

La différentielle de cette grandeur (dans un champ extérieur uni- 
forme) est 

dÿ= — $ AT +V dp—F dE. (12,2) 


La variation des grandeurs thermodynamiques dans un champ 
électrique extérieur est en général relativement petite. Les petites 
variations de l'énergie libre (à 7 et V donnés) et du potentiel ther- 
rod yna mique (à Tet p données) sont égales (voir V, $ 15). Aussi, 

. en plus de (11,8), peut-on écrire une relation analogue 
_ Los] = Fo—+ EF (12,3) 
pour le potentiel thermodynamique du corps dans un champ exté- 
rieur uniforme. Ici @, correspond au corps en l'absence de champ 
pour les valeurs de p, 7 données (tandis que Æ, dans (11.8) est 
l'énergie libre du corps en l’absence de champ, pour des valeurs 
de V et T données). 

En exprimant d’une manière explicite le moment dipolaire en 
fonction de V et de & conformément à (11,9), on écrit (12,3) sous 
la forme 


D= Go (p, T)—+ VorE En, (12,4) 
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le terme correctif devant! être exprimé en fonction de la température 
et de la pression conformément à l'équation d'état du corps en 
l'absence de champ. Cette formule est particulièrement simple 
lorsque la susceptibilité diélectrique du corps est petite: 


D=Go(p, T)— € (12,5) 


[comparer avec (11,11)]. 

La variation cherchée du volume V — V, dans un champ exté- 
rieur peut maintenant être obtenue directement en dérivant & par 
rapport à la pression (à 7 et € constants). (12,5) donne alors 

_ €? f a(xV) 
V— Vo 5 (E), (12,6) 
Cette grandeur peut être tant positive que négative (au contraire 
de l’électrostriction des conducteurs dont le volume dans le champ 
augmente toujours). 

La quantité du chaleur Q absorbée dans le diélectrique lors de 
l'application isothermique du champ électrique extérieur peut 
être calculée d'une manière analogue (la pression extérieure étant 
maintenue constante) !). 

En dérivant & — %, par rapport à la température, on obtient 
la variation de l'entropie du corps, et en la multipliant par 7, on 
obtient la quantité de chaleur cherchée. Ainsi, (12,5) donne 


Q=— E2T ( 4 (XV) j . (42,7) 


2 ôoT 


Les valeurs positives de Q@ correspondent à l'absorption de chaleur 


Problèmes 


1. Déterminer la variation du volume et l'effet électrocalorifique pour un 
ellipsoïde diélectrique se trouvant dans un champ électrique uniforme, paral- 
lèle à l’un de ses axes. 

Solution. Conformément aux formules (12,3) et (8,9), on a 


y ro 
E=To— © €. 


"Ba nE Lin 
Pour la variation de volume, on obtient 
nr ë—1 1 (es) 
VS Lae+ti-n K  (ne+1—n) \ 9p Tr)” 
et pour l'effet électrocalorifique : 
o- TE Ee—1 ne 1 (#).] 
81 netin “Ù{(net1—n} \ OT /pJj° 
1) Si pourtant le corps est thermo-isolé, lorsque l'on applique le champ, la 


variation de la température est AT — —Q/C,, où C} est la chaleur spécifique 
du corps à pression constante. 


6—532 
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où Le (S), est le coefficient de compressibilité du corps, et &«— 
LL (&) le coefficient de dilatation thermique. 
V \0T}p 


En particulier, pour une lame à faces parallèles dans un champ qui lui est 
perpendiculaire, on a r = 1, de telle sorte que 


V—V E? Fe—1 1 Î de TVE? re—1 
| e re ().] = 8 [ E pig Le 
F3 
+ (),]: 


Pour la même lame (ou tout corps cylindrique) dans un champ longitudi- 
nal za—0et 


rer (6) Ré fe-va+(),]. 


2. Déterminer la différence entre la chaleur spécifique Go d'une lame 
à faces une dans un champ qui lui est perpendiculaire, à différence de 
potentiel constante entre ses faces, et sa chaleur spécifique £2 à induction cons- 
tante; dans les deux cas la pression extérieure est maintenue constante !). 
Solution. Conformément aux résultats du problème 1, l’entropie de la 
ame est 


f — (Se = So (P, n+E LE a+ (7), : 


L'induction du champ à l’intérieur de la lame coïncide avec le champ exté- 
ricur: D = E. Ainsi, pour calculer la chaleur spécifique €», il faut dériver $ 
à € constant. La différence de potentiel entre les faces de la lame est @ — El = 
= Cl/e, où L est l'épaisseur de la lame. Lors d'une compression ou d’une exten- 
sion uniforme du corps 4 varie proportionnellement à V'/3. Aussi, lors du calcul 


de la chaleur s ue Ca faut-il dériver #, à produit EV 3/e constant. 
La différence cherchée sera alors: 


TVE?2 1 / © 1 [ dœ C2 
Co—6D— ne [te LEE (7 },]L= ( ke |: 
3. Déterminer l'effet électrocalorifique dans un diélectrique homogène, 
dont le volume total est maintenu constant. 
{ Solution. En toute rigueur, lorsque l’on applique un champ extt- 
rieur, la densité du corps change (devenant non uniforme le long du Gi 
même si son volume total est maintenu constant. Cependant, lors du calcul 


de la variation de l’entropie totale, on peut négliger cette variation de la den- 
sné et supposer que p reste le même en tous les points du corps ©). 


1) Go est la chaleur spécifique de la lame placée entre les armatures d’un 
condensateur, branché dans un circuit dont la f.é.m. est constante. Si le circuit 
du condensateur est ouvert, les charges sur ses armatures étant constantes, la 
chaleur spécifique de la lame sera €». 

2) La variation de la densité ôp est du second orüre par rapport au champ 
(— E), tandis que la variation correspondante de l’entropie totale est du quatriè- 
mc ordre. En effet, une variation, linéaire par rapport à ôp, de l’entropie totale est 
459 
dp 
\ 6p dV = 0. 


Û ép ar, mais comme la masse totale du corps reste inchangée, on a 
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Conformément à (10,17), l’entropie totale du corps est 
1 de : 
F=P 6 T4 (57), | Edv, 


l'intégration étant étendue sur tout le volume du corps. La quantité de 
chaleur absorbée sera 


LH, S er 


4. Déterminer la différence £y — @» (voir problème 2), lorsque le volume 
total de la lame reste constant. 

Solution. Si le volume (et, par conséquent, l'épaisseur) de la lame ne 
change pas, la dérivation à différence de potentiel constante est équivalente 
à la dérivation à intensité £ constante. A l’aide de la formule obtenue dans le 
problème 3 pour l’entropie, il vient: 


Cr Er= TVE® ( de ): 


4ne oT P. 


5. Soit un condensateur formé par deux surfaces conductrices se trouvant 
à une distance À petite par rapport aux dimensions des armatures; l’espace 
entre les armatures contient une substance dont la perméabilité diélectrique est 
e. On introduit dans le condensateur une petite sphère de rayon a & h et de 
perméabilité diélectrique e-. Déterminer la variation de la capacité du conden- 
sateur. 

Solution. Supposons que la sphère est introduite dans le condensateur 
de telle sorte que la différence de potentiel p entre ses armatures reste constante. 


# joue le rôle de l'énergie libre, lorsque les potentiels des conducteurs ne va- 
Je 2 

rient pas. Sans la sphère # — Fu , où Co est la capacité initiale du condensa- 
teur. Comme les dimensions de la sphère sont petites, on peut supposer que celle- 
ci est introduite dans un champ uniforme d'intensité Œ = ç/h et que la varia- 
tion de # est petite. Une petite variation de # à potentiels constants est égale 
à une petite variation de & à charges constantes des sources de champ. A l’aide 
de la formule obtenue au $ 11 (problème) et de la formule (8,2) on obtient 


C2 Cog° a get") (et —gte)) p° 


2 2 2ete) + gti k? 


, 
d'où la capacité cherchée | 
aë ete) (gti gte)) 


C=Co+- 
TRE Det) + gti) 


$ 13. Propriétés diélectriques des cristaux 


Dans un milieu diélectrique anisotrope (monocristal) la relation 
linéaire entre l'induction et l'intensité du champ électrique est 
plus compliquée et ne se réduit pas à une simple proportionnalité. 

La forme la plus générale de cette relation est 

Di = Doi + tinEr, (13,1) 
où D, est un vecteur constant ; l’ensemble des grandeurs 8,4, forme 
un tenseur du second ordre — tenseur de perméabilité diélectrique 


6* 
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(ou tenseur diélectrique). Cependant le terme D, dans la relation 
(13,1) n'est pas obligatoire pour tous les cristaux. La majorité 
des types de symétrie cristalline n'admet pas la présence d’un 
vecteur constant (voir ci-dessous), et on aura alors simplement 


D; = exEn. (13,2) 
Le tenseur &;,’est symétrique 
Ein = Eh - (13,3) 


Pour s’en rendre compte, il suffit d'utiliser la relation thermody- 
namique (10,10) et de remarquer que la dérivée seconde 


oF Di 
4n 0ER0E; Ô0E Bin 
ne dépend pas de l'ordre dans lequel on dérive. 
Pour la grandeur F, lorsque (13,2) est vraie, on a l'expression 


F= Fo ER, (13,4) 
L'énergie libre F est égale à 
_# EiD:; … er DiDr 
F=F+ mr = Fo+ . (13,5) 


Comme tout tenseur symétrique du second ordre, le tenseur e;x 
peut être fait diagonal par un choix judicieux des axes de coordon- 
nées. Par conséquent, dans le cas général, le tenseur e;4 est déter- 
miné par trois grandeurs indépendantes; ce sont ses trois valeurs 
principales e, e‘*, e®. Ces grandeurs sont toujours supérieures 
à l’unité, tout comme on avait e > 1 pour un corps isotrope (voir 
$ 14). 

Selon que le cristal a telle ou telle symétrie, le nombre des 
valeurs principales différentes du tenseur &;, peut être inférieur à 
trois 1). 

Pour les cristaux des systèmes triclinique, monoclinique et 
rhpmbique, les trois valeurs principales sont différentes; ces cris- 

“taux sont appelés biazes *). Dans les cristaux du système triclinique 
les directions des axes principaux du tenseur &,, ne sont liées d’une 
manière univoque avec aucune direction cristallographique. Dans 
les cristaux du système monoclinique, c’est la direction de l’un des 


1) Les propriétés assez évidentes de symétrie du tenseur €;, exposées ci- 
dessous peuvent être obtenues d’une manière particulièrement simple, en uti- 
lisant le fait qu’à tout tenseur symétrique du second ordre on peut faire cor- 
respondre un «ellipsoïde tensoriel » dont la longueur des demi-axes est propor- 
tionnelle aux valeurs principales du tenseur. La symétrie de l’ellipsoïde doit 
correspondre alors à la symétrie du cristal. 

2) Ce nom est dû aux propriétés optiques des cristaux (voir $$ 78, 79). 
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axes principaux qui est déterminée d'avance; cet axe doit coïncider 
avec l’axe de symétrie du second ordre ou être perpendiculaire au 
plan de symétrie du cristal. Dans les cristaux du système rhombi- 
que, tous les trois axes principaux du tenseur &,, sont déterminés 
du point de vue cristallographique. 

Dans les cristaux des systèmes tétragonal, rhomboédrique et 
hexagonal, deux des trois valeurs principales coïncident, de telle 
sorte qu'il n’y a que deux grandeurs indépendantes; de tels cris- 
taux sont appelés uniaxes. L'un des axes principaux coïncide alors 
avec l’axe de symétrie cristallographique du quatrième, du troi- 
sième ou du sixième ordre, tandis que la direction des deux autres 
axes principaux peut être choisie d'une manière arbitraire ‘). 

Enfin, dans les cristaux du système cubique toutes les trois 
valeurs principales du tenseur e,, sont identiques, et les directions 
des axes principaux sont complètement arbitraires *). Ceci veut 
dire que le tenseur e/4 a la forme 26,2, c’est-à-dire qu’il est déterminé 
par un seul scalaire e. En d’autres termes, les propriétés diélectri- 
ques des cristaux de symétrie cubique sont les mêmes que celles 
des corps isotropes. 

Nous allons maintenant nous arrêter sur les particularités des pro- 
priétés diélectriques des cristaux pour lesquels (13,1) contient un terme 
constant D,. La présence de ce terme signifie que le diélectrique est 
polarisé spontanément même en l’absence de champ électrique exté- 
rieur; ce sont des corps pyroélectriques. Cependant la grandeur de 
cette polarisation spontanée est toujours très petite (par rapport aux 
champs moléculaires). Ceci provient de ce que des grandes valeurs 
de D, conduiraient à l'apparition de champs intenses à l'intérieur 
du corps, ce qui n’est pas favorable du point de vue énergétique et 
ne pourrait donc correspondre à l'équilibre thermodynamique. 
Le fait que D, soit petit rend possible le développement de D sui- 
vant les puissances de E, l'expression (13,1) étant justement les 
deux premiers termes de ce développement. 

Les grandeurs thermodynamiques d’un corps pyroélectrique 
peuvent se déterminer en intégrant la relation 


0F 
—4n5 = Di= Do+enEs, 
d’où 
ms &RE1ErR 1 
F= Fo — 7 EiDo- (13,6) 
1) L'ellipsoïde tensoriel est alors dégénéré en ellipsoïde de révolution 
complètement symétrique par rapport à l'axe longitudinal. Soulignons que 
pour les propriétés physiques du cristal qui sont déterminées par un tenseur 
o 


symétrique du second ordre, la présence d'un axe de symétrie du troisième 
ordre équivaut à une isotropie complète dans un plan perpendiculaire à cet 


axe. 
2) L'ellipsoïde tensoriel est ici dégénéré en une sphère. 
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L'énergie libre est 
_ 7 EDi ex EiEn À... 
Far += Fo+ = Fo+ it (Di — Doi) (Dr — Don)- 
(13,7) 


Remarquons que dans F le terme linéaire par rapport à E;, qui 
figurait dans F, disparaît !). ; 

L'énergie libre totale du corps pyroélectrique peut être calculée 
au moyen de la formule (11,12) en y substituant (13,7) et (13,1). 
En l'absence de champ extérieur, € — 0; on obtient le résultat 
simple suivant : 


F=( (F— Re) dv. (13,8) 
Soulignons que l’énergie libre d’un corps pyroélectrique en l’absence 
de champ extérieur dépend (tout comme le champ E) non seulement 
de son volume, mais également de sa forme. 

Comme nous l’avons déjà remarqué, l'effet pyroélectrique n’est 
possible que pour certaines symétries du cristal. Comme pour 
n'importe quelle transformation de symétrie, toutes les propriétés 
du cristal doivent rester inchangées, il est évident que seuls les 
cristaux ayant une direction ne changeant pas (y compris celle qui 
ne s’inverse pas) lors de toutes les transformations de symétrie, 
peuvent être pyroélectriques ; c'est suivant cette direction que sera 
dirigé le vecteur constant Dy. 

Seuls les groupes de symétrie comprenant un seul axe et des 
plans de symétrie passant par cet axe satisfont à cette condition. 
En particulier, les cristaux ayant un centre de symétrie ne peuvent 
en aucun cas être pyroélectriques. Nous allons énumérer celles des 
32 classes cristallines qui admettent l'effet pyroélectrique : 


? système triclinique: C1, 

* système monoclinique: C,, Co, 
système rhombique: C:, 

+ Système tétragonal: C,, Co, 
système rhomboédrique: C2, Ca, 
système hexagonal: Ce, Co. 


Naturellement, parmi les classes cubiques, il n’y a pas de cris- 
taux pyroélectriques. Dans un cristal de la classe C; la direction 
du vecteur pyroélectrique D, n'est pas liée à une direction cristallo- 


1) Il faut remarquer que dans ces formules on néglige en réalité l'effet 
piézoélectrique (C'est-scdire l'influence des contraintes internes sur les propriétés 
électriques du corps, voir $ 17). En toute rigueur, elles ne sont donc applica- 
bles que dans le cas des champs uniformes dans tout le volume du corps, lorsque 
les contraintes dans le corps peuvent être absentes. 
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graphique privilégiée, tandis que dans un cristal de la classe C, 
cette direction doit se trouver dans le plan de symétrie. Dans toutes 
les autres classes précitées la direction de D, coïncide avec celle 
de l'axe de symétrie. 

Il faut indiquer que, dans les conditions ordinaires, les cristaux 
pyroélectriques n’ont pas de moment dipolaire électrique total, 
bien que la polarisation dans ces cristaux ne soit pas nulle. Ceci 
provient de ce que, dans un diélectrique polarisé spontanément, 
le champ E est différent de zéro. Comme la conductibilité de 
l'échantillon, quoique petite, n’est tout de même pas nulle, 
la présence du champ produit un courant qui peut exister jusqu’à 
ce que l'apparition des charges libres sur la surface du corps ne 
conduise à la disparition du champ dans l’échantillon. Les ions 
de l'air se déposant sur la surface de l'échantillon favorisent cet 
effet. On peut observer les propriétés pyroélectriques en chauffant 
le corps, lorsque la valeur de sa polarisation spontanée change et 
que l’on observe cette variation. 


Problèmes 


1. Déterminer le champ créé dans le vide par une sphère pyroélectrique. 

Solution. A l'intérieur de la sphère il y a un champ uniforme 
dont l'induction et l'intensité sont reliées par l'équation 2E — —D [comme 
il découle de (8,1) pour € = 0, c'est-à-dire en l'absence de champ extérieur]. 
En substituant dans (13,1), on obtient l'équation suivante 


2E;+8irEr = — Doi. 


Choisissons les axes de coordonnées suivant les axes principaux du tenseur 
&;ir. Cette équation donne 


E;= Doi _ 
2+etù | 
La polarisation de la sphère est 
pe DE 3Do 
4n 4n (2+eb) 


Le champ hors de la sphère est le champ d'un dipôle électrique dont le moment 
électrique est P = PŸ. 

2. Déterminer le champ d’une charge ponctuelle dans un milieu anisotrope 
homogène 1). 

Solution. Le champ d'une charge ponctuelle est décrit par l'équation 
div D = 4ne6 (r) (la charge se trouve à l'origine des coordonnées). Dans un 


milieu anisotrope D; = ex Er = +; en choisissant les axes 7, y, 5 Sui- 


Pt 
IR CEA 
vant les axes principaux du tenseur ex, on obtient l'équation pour le potentiel: 
a CE PEN 
Re) EL ge) EE = —_ }; 2). 
es +e dy? +e FE Ared (x) Ô (y) à (z) 


1) Dans les problèmes 2-5 le milieu diélectrique anisotrope est supposé 
non pyroélectrique. 


8s ÉLECTROSTATIQUE DES DIÉLECTRIQUES 


En introduisant les nouvelles variables 


z=z Ve, y=y Ve, 2=2 Ven (1) 
cette équation prend la forme 
ip , dp , 6%p _,___ ne ny (s" 
dx"? a ôy'= dz'2 Venere (æ°) 6 (y')8(:"), 


qui ne se distingue de l'équation du champ dans le vide quen ce qu'on 
a remplacé e par e/V/ee@et. Donc ' 
e’ e +? y? 22? 7-1/2 
Joue = ses Les ur + | ù 
En notations tensorielles ne prédéterminant pas le système de coordonnées on a : 
e 


PQ — 
V lelezézize 


où |£| est le déterminant du tenseur ex. 

3. Déterminer la capacité d'une sphère conductrice (de rayon a) plongée 
dans un milieu diélectrique anisotrope. 

Solution. A l'aide de la transformation indiquée dans le problème 
précédent, la détermination du champ d’une sphère de charge e dans un milieu 
anisotrope se réduit à la détermination du champ créé dans le vide par la charge 
e’ répartie sur la surface de l’ellipsoïde : 


BR TT, = ex 2H emy2+etz 2 a?, 


En utilisant la formule (4,14) pour le potentiel du champ de l’ellipsoïde, 
on obtient la capacité cherchée: 


1 a? a? 


caves | LUE) (+) (Ta 


4. Déterminer le champ dans une lame anisotrope à faces parallèles se trou- 
vant dans un champ extérieur uniforme G. 
ä Solution. La continuité de la composante tangentielle de l'intensité 
onne 
F E—Œ+ An, 
où E est l'intensité du champ uniforme à l’intérieur de la lame, n le vecteur 
unitaire de la normale à sa surface et À une constante. Cette dernière se déter- 
mine à partir de la condition de continuité de la composante normale de l’in- 
duction nD = nG, ou: 
d'oi meIRER = nie; En + Atinnins = Ein, 
où 
__ (ein — Vin) ER 
Eiëmnifim 


A= 


5. Déterminer le moment des forces agissant sur une sphère diélectrique 
anisotrope se trouvant (dans le vide) dans un champ extérieur uniforme G. 
Solution. L'intensité du champ à l’intérieur de la sphère est, confor- 
mément à (8,2), 
3 


Een 


Ex 
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(de même pour £,, E.), les axes z, y, z étant choisis suivant les axes principaux 
du tenseur ex. D'où, pour les composantes du moment dipolaire de la sphère 
(de rayon a), on obtient 


4x gtx) — 1 
Pr= 7 Px= TE) a3€.. 
La composante du moment des forces agissant sur la sphère est 


em) — gt) 
K;=(PXG):—=3a%,6, TS +2) EE 2) , 
même chose pour K;, Ky- 

6. Soit une cavité sphérique dans un milieu anisotrope illimité. Exprimer 
le champ dans la cavité en fonction du champ uniforme £E*® dans le milieu loin 
de la cavité. 

Solution. La transformation (1) du problème 2 permet de passer de 
l'équation du potentiel du champ dans un milieu à l'équation de Laplace pour 
le champ dans le vide. Au contraire, l'équation pour le potentiel du champ dans 
la cavité se transforme en une équation pour le potentiel dans un milieu de 
constantes diélectriques 1/e(®, 1/2, 1/e(%, De plus, la sphère (de rayon a) se 
transforme en un ellipsoïde de demi-axes a/ Ve), a/ Ve, a/ V/eti. Soient n°, 
nY), n@ les coefficients de dépolarisation d'un tel ellipsoïde déterminés par 
les formules (4,25). En appliquant la formule (8,7) au champ de cet ellipsoïde, 
on obtient la relation 


(4— nr) 


ex) x’ ôz’ 


(on obtient les relations analogues pour les axes y’ et =’). En revenant aux 
coordonnées originelles, on a 


aqti næ® gp apte 
ôz" 


ainsi, pour le champ dans la cavité on obtient finalement 


CS > | 
Ex em — nm (e)— 1) E; 5 


$ 14. Signe positif de la susceptibilité diélectrique 


Pour trouver la manière dont varient les grandeurs thermodyna- 
miques d’un diélectrique dans un champ, en fonction de sa constante 
diélectrique, nous allons considérer le problème formel de la varia- 
tion de la composante électrique de l’énergie libre totale du corps 
lors d’une variation infinitésimale de e. 

Pour un diélectrique isotrope (mais pas forcément homogène), 
on a, conformément à (10,19): 


D? 
F —Fo=\ Bre dy. 


Lorsque e varie, l'induction du champ varie également. Donc, 
la variation considérée de l'énergie libre est 


èF=\ UV | er dedV = \ av — | 5e 6e dv. 
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Le premier terme du membre de droite de l'égalité coïncide avec 
l'expression (10,2) pour le travail accompli lors d’une variation 
infinitésimale des sources de champ (des charges des conducteurs). 
Dans ce cas, cependant, nous considérons la variation du champ 
lorsque les sources ne changent pas; ce terme s’annule et nous 
obtenons 


&g = — | ê + dv. (14,1) 


Tout d’abord, cette formule çonduit au résultat important sui- 
vant: toute augmentation de la constante diélectrique du milieu, 
ne serait-ce que pour une certaine région (les sources de champ 
restant inchangées), fait diminuer son énergie libre totale. En par- 
ticulier, on peut affirmer que l'énergie libre diminue toujours lors- 
que l’on introduit dans le milieu diélectrique des conducteurs non 
chargés, puisque ces derniers peuvent être considérés (en électro- 
statique) comme des corps de € infiniment grand. Cette affirmation 
généralise le théorème ($ 2) selon lequel l’énergie du champ élec- 
trostatique dans le vide diminue lorsque l'on y introduit un con- 
ducteur non chargé. 

D'un autre côté, on peut se servir de la formule (14,1) pour démon- 
trer le fait déjà mentionné au $ 7 que la constante diélectrique de 
tout corps est supérieure à l'unité, c'est-à-dire que la susceptibilité 
diélectrique (e — 1)/4x est positive. Pour cela, il faut préalablement 
démontrer indépendamment que la variation totale de l’énergie 
libre d'un corps diélectrique est négative ?), lorsqu'on l'introduit 
dans un champ électrique. A cette fin, on peut utiliser la théorie 
thermodynamique des perturbations, en considérant la variation 
de l'énergie libre du corps comme le résultat de la perturbation 
de ses niveaux quantiques d'énergie par le champ électrique. Selon 
cette théorie on a (voir V, (32,6)): 


? « ps, 
ce _ s 41 Van ll (&mn—wn) 1 
Lo ER 0= Van » > RE 2 — KT (Van — Van)?. 
n 
(14,2) 


ÆÉ® sont les niveaux non perturbés, Vmn les éléments matriciels 
de l'énergie de perturbation, le trait indique que l’on a pris la 
moyenne statistique à l’aide de la distribution de Gibbs: 


Fo—E® 
Un = EXP {—-) : 


Le terme V,, de (14,2), linéaire par rapport au champ, n’est diffé- 
rent de zéro que pour les corps pyroélectriques. Quant à la variation 
1) 11 s’agit d'une variation proportionnelle au carré du champ. Rappelons 


Ébs dans les corps pyroélectriques la variation de l'énergie libre contient éga- 
ement un terme linéaire par rapport au champ, qui ici nous importe peu. 


m 
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de l'énergie libre, quadratique par rapport au champ, elle est donnée 
par les autres termes de cette formule. Sous cette forme, il est 
évident que ces termes sont négatifs. 

Si l'on considère, d'une manière formelle, que la variation de 
l’énergie libre est due à une variation graduelle de la constante 
diélectrique dans le volume du corps de { à la valeur donnée e, la 
formule (14,1) montre que 4 —.#, ne sera négatif que pour 
e > 1, ce qui prouve l'affirmation faite. 

On démontre de même les inégalités e(ÿ => 1, pour les valeurs 
principales du tenseur e;; d'un milieu diélectrique anisotrope. 
Pour cela, il suffit évidemment de considérer l'énergie du champ 
suivant chacun des trois axes principaux. 

En particulier, l'énergie libre totale diminue lorsque l'on approche 
une charge quelconque d’un corps diélectrique de l'infini (ce qu'on peut 
comprendre comme une augmentation de € dans un certain volume 
du champ autour de la charge). Pour pouvoir en conclure que toute 
charge est attirée par le diélectrique, il aurait fallu, en toute rigueur, 
démontrer encore que F ne peut pas être minimale quelle que soit 
la distance, pourvu qu’elle soit finie, entre la charge et le corps. 
Nous n’allons pas ici démontrer cette affirmation, l'apparition de 
forces d’attraction entre la charge et le diélectrique pouvant être 
considérée comme le résultat assez évident de l'interaction entre 
charge et le moment dipolaire du diélectrique polarisé par cette 
charge. 

La formule (14,1) permet de déterminer directement la direction 
du mouvement d’un corps diélectrique dans un champ électrique 
quasi uniforme, c’est-à-dire dans un champ qui peut être considéré 
constant le long du corps. Dans ce cas £* peut être sorti du signe 
intégral et la différence # — #, est une grandeur négative 
proportionnelle à £*. Le corps va tendre à occuper une position dans 
laquelle son énergie libre sera minimale; il se déplacera donc dans 
la direction des £ croissants. 


$ 15. Forces électriques dans un diélectrique liquide 


Le calcul des forces (que l'on appelle parfois pondéromotrices) 
agissant sur un diélectrique dans un champ électrique non uniforme 
quelconque est assez compliqué et doit être fait séparément pour 
les corps fluides (liquide ou gaz) et les corps solides. Nous allons 
commencer par le cas plus simple des diélectriques liquides. 

Désignons par f dV la force agissant sur l'élément de volume dV 
du milieu ; le vecteur f peut être appelé densité volumique des forces. 

Les forces agissant sur un volume fini du corps peuvent se rédui- 
re aux forces appliquées sur la surface de ce volume (voir VII, $ 2). 
Ceci découle de la loi de la conservation de l’impulsion. La force 
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agissant sur la substance dans le volume dV représente la variation 
de son impulsion par unité de temps. Cette variation doit être 
égale à la quantité d’impulsion entrant durant ce même temps dans 
ce volume par sa surface. En désignant le tenseur du flux d’impul- 
sion par —0;x, On a 


(fav =f ox dfn (15,1} 


où l'intégration dans le membre de droite de l'égalité s'effectue 
sur la surface du volume V. Le‘tenseur 0; est appelé tenseur des 
contraintes. Il est évident que 


Oir dfr = Oinnir df 


est la i-ième composante de la force agissant sur l’élément de surface 
df (n étant le vecteur unitaire de la normale à la surface extérieure par 
rapport au volume considéré). 

D'une manière analogue, le moment total des forces agissant 
sur le volume donné se réduit à une intégrale de surface; ainsi, se 
trouve être remplie la loi de la conservation du moment cinétique. 
Cette réduction est possible grâce à la symétrie du tenseur des con- 
traintes (o:x = Ou); cette dernière exprime ainsi la loi de la con- 
servation du moment cinétique. 

En transformant l'intégrale de surface dans (15,1) en intégrale 
de volume, on obtient 


r __ © doir 
he or 
et comme le volume d'intégration est arbitraire, on a 


h=<.. (15,2) 
C'est la formule bien connue exprimant les forces volumiques en 
fonction du tenseur des contraintes. 

‘Nous allons maintenant passer au calcul du tenseur des con- 
traintes. Toute petite région de la surface peut être considérée comme 
plañie, et les propriétés du corps ainsi que le champ électrique 
au voisinage comme uniformes. Ainsi, pour simplifier la démonstration 
nous pouvons, sans restreindre la généralité, considérer une couche 
à plans parallèles (d'épaisseur h) de substance homogène (par sa 
composition, sa densité et sa température) se trouvant dans un 
champ électrique uniforme de direction arbitraire). On peut 


1) Nous omettons ainsi dans le tenseur des contraintes les termes qui 
pourraient dépendre des gradients de température, de champ, etc. Ces termes 
sont cependant infiniment petits par rapport à ceux qui ne contiennent pas 
de dérivées, tout comme sont petits les termes contenant des dérivées qui pour- 
raient figurer dans la relation entre Det E. 
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imaginer que ce champ est appliqué aux surfaces de la couche par 
les plans conducteurs portant la distribution appropriée des charges. 

Selon la méthode générale de détermination des forces, nous 
allons soumettre l'un des plans conducteurs (« supérieur» par 
exemple) à un déplacement virtuel parallèle qui est égal à & infini- 
tésimal; la direction de Ë est arbitraire et ne coïncide pas forcé- 
ment avec la direction de la normale n. Supposons que le potentiel 
du conducteur (en chacun de ses points) reste inchangé lors du dépla- 
cement, et que la déformation uniforme de la couche de diélectrique 
due à ce déplacement est isothermique. 

La force provenant du corps lui-même (de la couche) et agissant 
sur l'unité d’aire de la surface est —o;1n,. Lors d'un déplacement 
virtuel, cette force fournit un travail égal à —o;;n2t,. D'un autre 
côté, le travail effectué lors d'une déformation isothermique (les 
potentiels des conducteurs étant maintenus constants) est égal 


à la diminution de la grandeur \E dV, c'est-à-dire kF, par unité 
d’aire de la surface de la couche. Ainsi, 

OunËinn = Ô (RF) = hÔF + Fôh. (15,3) 

Les grandeurs thermodynamiques du liquide ne dépendent 

(à température et intensité du champ données) que de sa densité. 


Les déformations ne changeant pas la densité (déformations de 
glissement) n’influent pas sur l’état thermodynamique. La variation 


isothermique ôF dans le liquide peut donc s'écrire sous la forme 


Fe (0), 04 (0) ane ME (SE) en (50 


An 
La variation de la densité de la couche de substance est liée 
à la variation de son épaisseur par la relation ôp — pe. Quant 


à la variation du champ, elle se calcule de la manière suivante. 

Le point considéré de l’espace (de rayon vecteur r) reçoit la 
substance issue, lors du déplacement, du point r —u, où u est le 
vecteur du déplacement des particules dans le volume de la couche. 
Comme dans les conditions considérées (déformation homogène et 
potentiels constants sur les plans conducteurs) chaque particule 
de la substance se déplace avec sa propre valeur du potentiel, la 
variation de ce dernier au point donné de l'espace est 


ôp—p(r—u)—p(r) = —uVp=uE, 


où E est le champ uniforme à l'intérieur de la couche non déformée. 
Comme la déformation est homogène, on a 


u = 


$, (15,5) 


>| M 
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où z est la distance à la surface inférieure. Ainsi, la variation de 
l'intensité du champ est 


6E— — + n (Et). (15,6) 


En substituant dans (15,4) toutes les expressions obtenues et en 
tenant compte également de ce que Ôk—E;— En, on obtient 


cube = 7 (nD) (8E) — (En) + (En) F = 


à E;D Œ Se Ve 
= {<— 7 Ôn + Fox} Enr. 
D'où l'on trouve finalement l'expression suivante pour le tenseur 
des contraintes 


au=[0 (2), .Je 


Pour les milieux isotropes en question, les directions de E et de D 
coïncident. Ainsi, £,D;, = E,D; et le tenseur (15,7) est, comme 
il se devait, symétrique. 

Pour la relation linéaire D — eE, on a 


F= Pop, T)— (15,8) 


[voir (10,16)1. F, est l'énergie libre par unité de volume de substance 
en l’absence de champ. Conformément à la relation thermodyna- 
mique bien connue, la dérivée de l’énergie libre par gramme de sub- 
stance par rapport au volume spécifique représente la pression : 


9 Fo 9Fo\ _ . 
(re) = F0), = pri 
T 


rd 
Pot= Po (p, T) est la pression qui existerait dans le milieu en 
l'absence de champ pour des valeurs données de p et 7. De cette 
‘façon, lorsque l’on substitue ou 8) dans (15,7), on obtient 


7 ou=—po(p, Dôn—ge[e—p(S),]ôn+ és. (415,9) 


Dans le vide cette se transforme en tenseur des con- 
traintes du champ ns de Maxwell (voir JI, $ 33): 


Dh ZT = (E Ex x) - 


Les forces que deux milieux différents en contact exercent sur 
la surface de séparation doivent être égales et de sens contraire : 
Oinlir — —0ixnr, Où les grandeurs avec et sans accent se rapportent 
à chacun des deux milieux respectivement. Les vecteurs des nor- 


Ex . (15,7) 
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males n et n° étant de sens opposé, on peut écrire: 
Oinlih = Oinllre (15,10) 


Sur la frontière des deux milieux isotropes les composantes tangen- 
tielles des forces sont identiques. En effet, en substituant (15,7) 
dans (15,10) et en prenant la composante tangentielle, on obtient 


ED, =E;D;. 


Mais cette égalité est déjà remplie par suite des conditions aux 
limites de continuité de E, et de D,. Quant à la condition d'égalité 
des composantes normales des forces, elle donne une condition non 
triviale imposée à la différence des pressions dans les deux milieux. 

Considérons par exemple la frontière entre un liquide et l’atmo- 
sphère (pour cette dernière on peut poser e — 1). En marquant d’un 
accent les grandeurs appartenant à l'atmosphère, et en utilisant la 
formule (15,9) pour 6;:, on obtient : 


E° à. 

— pote, D) + RP), a Œñ—E) = — paint gr (Et — Ei?). 
En tenant compte des conditions aux limites £;:—E;, D,=e£E, — 
= Dh = En, on peut écrire cette égalité sous la forme: 


pE? f dœ — 
pop, T)— Pain = Ge (5), —5- (EE). (15,11) 
Cette relation doit être entendue comme en déterminant 
la densité p du liquide, au voisinage de sa surface, en fonction du 
champ électrique dans le liquide. 

Nous allons maintenant déterminer les forces volumiques agis- 
sant dans un milieu diélectrique. En prenant la dérivée, conformé- 
ment . (15,2), de ne (15,9), on obtient 


= [- E*? &) E? ®& , 

alens roles r 
: 4 e à or 0 
Halte + EiDn) |. 


d 


Compte tenu de l'équation div D = 0D;/0x, = 0, l'expression 
entre parenthèses dans le dernier terme se réduit à la somme 


+ ôE; 0E% dE; 
—£Er + D: = — Dr (= PER —3+) ; 


qui s’annule, car 0 Ainsi, on obtient 
1 " à E? 
f— — grad po (p, T)+3 grad LEP (&)] — 5x grad e. (15,12) 


Si dans le diélectrique il y a des charges étrangères de densité 
volumique Pétr, il faut ajouter à la force f le terme E div D/4x ; 
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comme div D = 4nper, ce terme est égal à 
PetrE ; (15,13) 


il ne faut cependant pas croire que ce résultat est évident (comparer 
avec le problème 3 $ 16). 

Comme nous l'avons mentionné au $ 7, on peut supposer que 
dans un gaz la différence e — 4 est proportionnelle à sa densité. 
un p de/ôp — e — À et la formule (15,12) prend une forme plus 
simple: 


e—1 


f— —Vpo+ Sn 


La formule (15,12) est valable tant pour des milieux homogènes 
que pour des milieux non homogènes par leur composition. Dans 
un milieu hétérogène, & est fonction non seulement de p et de 7, 
mais également de la concentration du mélange variant le long du 
milieu. Mais dans un milieu homogène par sa composition, e n’est 
fonction que de p, T, et grad e peut s’écrire sous la forme 


sen (4e), 7 + (88), ve 
La formule (15,12) devient alors: 
E= —Vpo(p, T)+ VIE (&),]-# (7), "7. (15,15) 


Si la température est également constante le long du corps, le troi- 
sième terme s’annule, tandis que dans le premier terme on peut 
remplacer Vp,s par pVéo (conformément à l'identité thermodyna- 
mique pour le potentiel chimique en l'absence de champ: p déo = 
= dpo — SodT) et 


grad E?. (15,14) 


| pfu-Æ(#)] su 


Mais l'expression entre parenthèses n'est rien d'autre que le poten- 
tiel chimique ë de la substance dans un champ électrique [voir (10,18)] 
de sorte que f = —pVi. 
En particulier, la condition d'équilibre mécanique f = 0 à 
température constante exige que: 
= to (5),= const, (15,17) 
conformément à la condition thermodynamique générale d’équi- 
libre (voir V, $ 25). En général, cette condition peut s’écrire d’une 
manière encore plus simple. La variation de la densité du milieu due 
au champ est proportionnelle à £°. Donc, si en l'absence de champ la 
densité du milieu est homogène, on doit également poser p = const 


FORCES ÉLECTRIQUES DANS LES CORPS SOLIDES 97 


en présence de champ dans les deux derniers termes de (15,15); 
on obtient une précision illusoire en tenant compte des variations 
de p dans les formules où la relation D = &E est supposée linéaire. 
Alors, en posant f — 0 dans (15,15), nous aurons la condition d’équi- 
libre à température constante: 


E? { de : 
Po(P, 1) (&),= const, (15,18) 


qui diffère de (15,17) par po/p figurant au lieu de £. 


$ 16. Forces électriques dans les corps solides 


Les propriétés diélectriques des corps solides changent non 
seulement lorsque leur densité varie (comme pour les liquides) 
mais également lors de déformations ne changeant pas la densité 
(glissements). Nous allons d’abord considérer des corps qui sont 
isotropes, en l'absence de champ. Comme des corps déformés ne 
sont pas dans le cas général isotropes, leurs propriétés diélectriques 
deviennent également anisotropes et la perméabilité diélectrique 
scalaire e doit être remplacée par le tenseur diélectrique €;4. 

L'état d’un corps faiblement déformé est décrit par le tenseur 


des déformations 
__ 1 [ du CT 
Hh=T ( drR “ ôr; ) . 
où u (x, y, z) est le vecteur de déplacement des points du corps. 
Comme ces grandeurs sont petites, dans les variations des compo- 
santes de &;4 il suffit de se limiter aux termes du premier ordre par 


rapnort à u,,. Par conséquent, on peut mettre le tenseur diélectrique 
d'. corps déformé sous la forme suivante 


Ein = EoÔir + Gin + AourdiR. (16,1) 


€, est ici la constante diélectrique du corps non déformé, et les deux 
derniers termes (avec les deux constantes scalaires a;,, a2) repré- 
sentent la forme la plus générale d’un tenseur du second ordre qui 
peut être mis sous la forme d'une combinaison linéaire des com- 
posantes du tenseur u;4. 

Nous allons maintenant voir la manière dont doit être modifiée 
la démonstration donnée au paragraphe précédent. Comme dans 
un corps solide F dépend de toutes les composantes du tenseur des 
déformations, au lieu de (15,4), il faut écrire : 


5F = — 2 D6E + F un. 


7-532 
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Lors du déplacement virtuel considéré, le vecteur u est donné par 
la formule (15,5) de telle sorte que le tenseur des déformations est 


1 
ir = 57 (Ein + Enr). 
En substituant cela dans ôŸ et en tenant compte de la symétrie 


du tenseur (et, par conséquent, des dérivées Je ), on obtient : 


F 1 Einh oF 
6F=—-7 DE + SP (16,2) 


Il est maintenant clair que pour le tenseur des contraintes on obtient 
au lieu de (15,7) l'expression suivante !): 


Gin = Fôm+ | oP here (16,3) 


Ouik an 


La formule (16,3) est applicable quelle que soit la relation entre 
Det E. Pour un corps non pyro et non piézoélectrique pour lequel 


D; = &ixEn, F est donné par la formule (13,4), et pour les dérivées 
dont nous avons besoin on trouve 


2 — et = _. (aEEr -— a2E*ô;x). 


Puis, partout dans (16,3) nous posons e;4 = 86, et trouvons la 
formule suivante pour le tenseur des contraintes 


ou = op +4 EE, — te ps. (46,4) 


ox est le tenseur des contraintes en l'absence de champ électrique, 
qui est donné en fonction des modules de glissement et de compression 
par les formules générales de la théorie de l'élasticité. 

Nous allons maintenant passer aux calculs analogues pour des 
corps solides anisotropes 2). On doit cependant faire les changements 
———— 

. 1) La grandeur F est dans cette formule, tout comme partout ci-dessus, 
l'énergie libre rapportée à l'unité de volume du corps. En théorie de l'élasticité, 
eeptndant, on utilise généralement une définition quelque peu différente: 
les grandeurs thermodynamiques sont rapportées à la quantité de substance 
par unité de volume du corps non déformé, qui peut après déformation occuper 
un volume légèrement différent. Il est facile de passer d'une définition à l’autre, 
en exprimant la variation relative du volume, lors de la déformation, en fonc- 
tion du tenseur u;, [comme (16,3) contient une dérivée par rapport à u;,, cela 
doit être fait aux termes du second ordre près]. Ainsi, les deux premiers termes 
dans (16,3) se réduiront à un seul terme de la forme 9F/ou;x, en accord avec la 
formule habituelle de la théorie de l’élasticité. 

?) Nous verrons au $ 17 que, pour certains types de symétrie, l'effet d'élec- 
trostriction dans les cristaux peut se distinguer considérablement de l'électro- 
striction dans les corps isotropes. De tels cristaux sont appelés piézoélectriques. 
Mais ici il s’agit d'électrostriction dans des cristaux non piézoélectriques. 
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suivants. Lors d’une déformation virtuelle d’une couche de substance, 
ses axes cristallographiques tournent, ce qui change leur orientation 
par rapport au champ électrique. Par suite de l’anisotropie des 
propriétés diélectriques du cristal, ceci conduit à une variation 
supplémentaire de F dont il n’a pas été tenu compte dans (16,2). 
Lors du calcul de cette variation il est indifférent que ce soient les 
axes du cristal qui aient tourné d’un certain angle ô@, par rapport 
au champ E, ou bien le champ qui ait tourné par rapport aux 
axes d’un angle —ôw; la seconde méthode est cependant plus 
commode. 

Ainsi, à la variation du champ (15,6) que nous avons considérée 
ci-dessus, il faut ajouter la variation de E lors de la rotation d’un 
angle —ô: 


E— —— n (Eë)— (ôg * E). 


L'angle ô est lié au vecteur de déplacement u, lors de la déforma- 
tion, par la relation ôg = !/, rot u (il est facile d'obtenir cette 
égalité en remarquant que, lors de la rotation du corps d’un angle 6, 
ses points se déplacent deu — ôg Xr). En y substituant u à partir 
de (15,5) on obtient 


p=-7 (F2 X 9 = (n X Ë), 
puis : 
dE——}n(E$)+ 7 (EX (n X 8))= — 7 {n (E8) +8 (nE)}. 
Le premier terme dans (16,2) prend la forme 
— 2 D6E= 1 {(nD)(E)+ (D) (nE)= 7e ba (E2n + ED) 


D'où l’on voit que dans (16,3) le produit £;D} doit être remplacé 
par la demi-somme entre parenthèses: 
9F 


1 _ 
Gun + en (EiDa+ExDi). (16,5) 


Oin = Fôir + 
Remarquons que l’expression obtenue se trouve automatiquement 
(comme il se doit) symétrique par rapport aux indices à et k. 
Pour ce qui est du tenseur diélectrique du cristal déformé, on 
aura dans le cas général, au lieu de (16,1) avec deux constantes scalai- 
res, une expression de la forme 


En = Et + Gikimlims (16,6) 


où djixim est un tenseur constant du quatrième ordre, symétrique 
par rapport aux paires d'indices i, k et l, m (mais non pas symétrique 
par rapport à la permutation de ces paires). Le nombre des compo- 
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santes indépendantes différentes de zéro de ce tenseur dépend de la 
symétrie du cristal et notamment de sa classe cristalline. 

Nous n'allons pas donner ici la formule pour le tenseur des 
contraintes [(analogue à (16,4)}, obtenue à l’aide de (16,6). 

Les formules obtenues déterminent les contraintes à l’intérieur 
d'un diélectrique solide. Cependant, nous n'avons pas besoin de 
ces formules lorsque nous voulons déterminer la force totale F ou 
le moment total K des forces dues au champ extérieur qui agissent 
sur le corps. Considérons un corps plongé dans un milieu liquide (ou 
gazeux) et maintenu immobile dans ce milieu. La force totale 


s 


agissant sur le corps est égale à l'intégrale O;xnx df prise sur 
D (=2 


sa surface. Comme les forces o;1n, sont continues, il est indifférent 
que cette intégrale soit calculée à partir des valeurs de 0,4 prises 
dans (16,4), ou à partir de la formule (15,9) se rapportant au milieu 
entourant le corps. Supposons que ce milieu se trouve en équilibre 
mécanique et thermique. Le calcul sera encore plus simplesi l'on tient 
compte de la condition d'équilibre (15,18). En vertu de cette condi- 
tion une partie du tenseur des contraintes (15,9) se trouve être une 
pression de compression (ou d'extension) uniforme, constante le long du 
milieu. Elle ne donne aucune contribution à la force totale F et au 
moment total K agissant sur le corps. Pour le calcul de ces derniers 
on peut, par conséquent, écrire 0;: simplement sous la forme 


one ge (En — +6) , (16,7) 


où E est le champ dans le liquide, et e sa perméabilité diélectrique ; 
cette expression ne se distingue du tenseur des contraintes de Maxwell 
du champ électrique dans le vide que par le facteur €. Ainsi, 


Fi d {EME + E?n} dj, (16,8) 


Kk= +6 {(r X EJ(nE)— Et (r x n)} df. (16,9) 


Remarquons également que comme le liquide se trouve en 
équilibre, on peut, dans ces formules, effectuer l'intégration sur 
n'importe quelle surface fermée entourant le corps considéré 
(à l’intérieur de laquelle il ne doit pas bien sûr y avoir de corps 
chargés qui soient des sources de champ). 

On peut aborder le calcul de la force totale agissant sur le diélec- 
trique dans un champ électrique (dans le vide) d’une manière diffé- 
rente, en l’exprimant non en fonction du champ existant réellement, 
mais en fonction du champ & qui serait créé par des sources données 
en l'absence de diélectrique; c'est le « champ extérieur » dans lequel 
on introduit le corps. On suppose également que la distribution des 
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charges créant le champ ne change pas lorsque l’on introduit le 
corps dans le champ. En fait, cette condition peut ne pas être 
réalisée, par exemple, si les charges sont réparties sur la surface 
d’un conducteur étendu et lorsque l’on approche le diélectrique 
à une distance finie. 

Lors d’une translation virtuelle du corps en entier à une distance 
infinitésimale u, l'énergie libre totale du corps change conformément 
à (11,3) de la grandeur 


6 = —(P6& ay, 


E—-CE(r+u)—E(r) =(uv)& 


est la variation du champ © par rapport au point donné du corps. 
Comme u—= const et rot& —0, on a 
P(uvV)Œ=—(PV)(uŒ)=u(Pv)6, 
de telle sorte que 
ÔF = —u \ (PV)E dy. 


D'un autre côté, Ô# — —uF, et nous arrivons à la formule suivante 
pour la force cherchée 1): 


F— \ (PV)& dy. (16,10) 


D'une manière analogue, on peut déterminer le moment total 
des forces agissant sur le corps. Sans nous arrêter sur les calculs 
intermédiaires indiquons seulement le résultat: 


K=((Px&)47+( [r X (P V)E] dV. (16,11) 


Dans un champ quasi uniforme, qui peut être supposé constant 
le long du corps, la formule (16,10) donne en première approximation 


F— ( PdVv)E—(PV)E, (16,12) 


où # est le moment dipolaire total du diélectrique polarisé, ce 
qui évidemment aurait pu être obtenu en prenant directement la 


1) Soulignons cependant que l'expression sous l'intégrale ne peut pas 
être interprétée comme la densité volumique des forces. En effet, les forces 
locales dans le diélectrique sont liées non seulement au champ €, mais également 
à leurs propres champs internes, qui, en vertu de la loi de conservation de l'impul- 
sion, ne contribuent pas à la force totale, mais influent sur la distribution des 
forces dans le volume du corps. 
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dérivée de # dans (11,8). Dans la formule (16,11), on néglige, en 
première approximation, le second terme par rapport au premier 
et l'on obtient : 

K=(PXxE). (16,13) 


Problèmes 


1. Une sphère diélectrique (de rayon a) se trouvant dans un champ extérieur 
uniforme € est coupée en deux demi-sphères par un plan perpendiculaire à la 
direction du champ. Déterminer la force d’attraction des deux demi-sphères. 

Solution. Supposons que les deux conne soient séparées par 
une fente infiniment étroite et calculons la force à l'aide de la formule (16,8) 
(avec e = 1) en effectuant l'intégration sur la surface d’une demi-sphère; E 
est l'intensité du champ dans le vide au voisinage de la surface. En vertu de 
(8,2) le champ à l'intérieur de la sphère est uniforme et égal à Etÿ—3@/(2+e) 
{e étant la constante diélectrique de la sphère). Le champ dans la fente est 
perpendiculaire à la surface et égal à 


ne 
er £ 
Sur la surface extérieure de la sphère on a 
_ nt) ___ 3e pt) 3 8 
Er =D = 6 cos 0, Eo = Ef) = — EE) Gsin6, 


où 6 est l'angle formé par le rayon vecteur et la direction G. 
Le calcul de l'intégrale donne la force d'attraction qui est égale à!) 
_ IA age 
MEICURESS 
2. Déterminer le changement de forme d'une sphère diélectrique dans un 
champ électrique extérieur uniforme. 

Solution. La solution est analogue à celle du problème 4 $ 5. Lors du 
calcul du changement de forme on suppose le volume de la sphère constant dé 
La partie élastique de l’énergie libre s'exprime de la même manière que dans le 
problème 4 $ 5. La partie électrique est donnée par l'expression 


EC A ee 
! 772 7 Bn 1+n(e®—1) 
la’constante diélectrique suivant l'axe des x étant, en vertu de (16,1), égale à 


Le 2 a—b 
EE 0 + jure = 0 + 7 01 (Uxx— Uyy) = 80 + 


DC 


La condition de minimum de l'énergie libre totale donne 


= ——  ———————————— , 


1) C’est tout à fait par hasard qu’à la limite, pour 8 — o, cette expression 
coïncide avec le résultat du problème 3 $ 5 pour une sphère conductrice (en réali- 
té, même le signe de ces forces est différent). Il est évident que ces deux cas ne 
sont pas équivalents physiquement, car dans la fente entre les deux demi-sphè- 
res conductrices (se trouvant au même potentiel) le champ est nul, tandis que 
dans ce problème ce champ existe. . 

2) La variation du volume est donnée dans le problème 1 $ 12. 
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Lorsque €5 —+ © cette expression coïncide avec le résultat pour une sphère 
conductrice. 
3. Déterminer les forces volumiques dans un diélectrique solide isotrope 
en présence de charges étrangères, le corps étant supposé homogène. 
Solution. En supposant &, a, a constants et en utilisant les équations 
rot_E — 0, div D = & div E — 41p4, on aura à partir de (16,4): 


0) 
2. 7 _ 1 < (] 2 = a: ) . 
h= TR  OTR 81 ( 2 He) ôz, E + (1 2e PetrEi. 


$ 17. Corps piézoélectriques 


Les contraintes internes apparaissant dans un diélectrique iso- 
trope placé dans un champ électrique représentent un effet quadra- 
tique par rapport au champ. Le même effet se rencontre chez les 
cristaux de certaines classes cristallines. Mais pour certains types 
de symétrie, les propriétés d’électrostriction des cristaux sont tout 
à fait différentes. Les contraintes internes apparaissant dans un 
champ électrique dans ces corps (que l’on appelle piézoélectriques) 
sont proportionnelles au champ. L'effet inverse a également lieu: 
la déformation du corps piézoélectrique s'accompagne de l’appari- 
tion dans ce corps d’un champ proportionnel à la valeur de cette 
déformation. 

Si dans un piézoélectrique, on ne s'intéresse qu'à l'effet principal, 
linéaire, on peut alors négliger dans la formule générale (16,5) 
les termes quadratiques par rapport au champ. Alors 


= 9F 
cn Font (or) 
Ci-dessous, dans ce paragraphe, nous allons utiliser des grandeurs 
thermodynamiques rapportées à la quantité de substance par unité 
de volume du corps non déformé (voir la première note au $ 16). 
F ayant ce sens, on aura simplement : 


oF ; 
ons (a), (17,1) 
La relation thermodynamique pour la différentielle dF sera 
dF = —S àT +0 dun — D dE. (17,2) 


Il faut faire la remarque suivante concernant le dernier terme: 
en toute rigueur, sous cette forme, ce terme pris dans (10,9) corres- 
pond à l'unité de volume du corps déformé. Si l’on ne tient pas 
compte de cela, on fait une erreur qui, cependant, dans le cas présent 
(pour un corps piézoélectrique), est une grandeur petite d'ordre plus 
élevé que les autres termes dans (17,2). 
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Dans (17,2) ce sont les composantes du tenseur u;, qui jouent 
le rôle de variables indépendantes. Parfois il est commode d'utiliser 
les composantes 06,4. Pour cela il faut introduire le potentiel thermo- 
dynamique défini de la manière suivante: 


o— FE UirOik. (17,3) 
La différentielle de cette grandeur sera 


dD = —S àT — un doi — 


47 


D dE. (17,4) 


Soulignons que l’on ne peut introduire le potentiel thermodynami- 


que ® conformément aux formules (17,3) et (17,4) que si la rela- 
tion (17,1) est valable, donc cela n’est possible que pour les corps 
piézoélectriques. 

Ayant déterminé ainsi les grandeurs thermodynamiques dont 
nous avons besoin, nous allons passer maintenant aux propriétés 
piézoélectriques des cristaux. Si 0,4 et E, sont prises comme varia- 
bles indépendantes, l'induction D doit être une fonction de ces gran- 
deurs, et dans le développement de cette fonction il faut conserver 
les termes du premier ordre par rapport à celles-ci. Les termes linéai- 
res du développement des composantes du vecteur suivant les puis- 
sances des composantes d’un tenseur du second ordre peuvent être 
écrits, dans le cas le plus général, sous la forme 47, xs O1, où 
l’ensemble des constantes ;:,2:, est un tenseur du troisième ordre 
(le facteur 41 est introduit pour plus de commodité). Comme le ten- 
seur 64, est symétrique par rapport à ses indices, il est évident que 
le tenseur Y;,41 peut être supposé symétrique par rapport aux deux 
indices correspondants : 

VAR Vi,th5 (17,5) 


pour être plus clair nous séparons au moyen d’une virgule la paire 
d’igdices symétriques k, { du troisième indice. Le tenseur Y:,zr 
est’ appelé tenseur piézoélectrique. Celui-ci étant donné, toutes 
les propriétés piézoélectriques du cristal se trouvent complètement 
détérminées. 

En ajoutant à l'expression (13,1) pour l'induction électrique 
dans le cristal les termes piézoélectriques, on obtient 


Di= Dio+ EinEr + 47yi, mOn. (17,6) 


Les termes supplémentaires correspondants apparaîtront également 
dans les grandeurs thermodynamiques. Pour un cristal non piézo- 
électrique en l’absence de champ le potentiel thermodynamique est 


E< 1 
D=D—D— TZ MkimO1ROims 
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où ®, correspond au corps non déformé, et le second terme repré- 
sente l'énergie élastique habituelle, déterminée par le tenseur des 
constantes élastiques lizim *). En même temps, pour un corps 
piézoélectrique, on a 


d— Do — + HikimO1KOim — _ ErEiEr — _ EiDio—Yi,nmEiom. (17,7) 


La forme des trois derniers termes est déterminée par la condition 
que les dérivées de ® par rapport à E, (lorsque les contraintes inter- 
nes et la température sont données), obtenues conformément à la 
formule 
à 
6E; 
doivent donner les expressions (17,6). 

Si l’on connaît ®, on peut, en vertu de (17,4), obtenir la formule 
exprimant le tenseur de déformation en fonction de o;4 et du 
champ E: 


D; = — An 


LR = — (5) 7e © MikimOIm + Vi, in Er. (17,8) 

Il faut remarquer que le sens des grandeurs U;zim et &;x, en tant 
que constantes élastiques et perméabilité diélectrique dans un 
corps piézoélectrique, est en quelque sorte conventionnel. Confor- 
mément aux dérinitions que nous avons adoptées, ces grandeurs 
donnent la relation entre la déformation et les contraintes élastiques 
pour le champ donné et la relation entre l'induction et le champ 
pour les contraintes données. Si pourtant la déformation a lieu 
à induction donnée ou si nous considérons la relation entre l'induc- 
tion et le champ pour une déformation donnée, ce seront alors 


1) Le tenseur lizim détermine la relation entre les contraintes et les dé- 
formations conformément à 


UR= — = HikimOIm: 


00h 
Dans VII, $ 10, nous avons écrit la relation inverse : 
On = Atkimüim. 


Il est évident que toutes les propriétés de symétrie du tenseur lykim coïncident 
complètement avec les propriétés de symétrie du tenseur Ayxim- 
L'énergie élastique entre dans l'énergie libre F avec le signe plus: 


1 
Féjast =+ Mihimuiruim. 


que trouver le potentiel thermodynamique, il faut retrancher o;zuxr de F, 
onc 


PE ee ee 
étast — Félast — CURE — 5 ikimuihlim = — 5 HikimOIROIm. 
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d’autres grandeurs qui joueront le rôle des coefficients d’élasticité 
et de perméabilité diélectrique ; ces grandeurs pourront s'exprimer 
(quoique d’une manière complexe) en fonction des composantes 
des tenseurs u, e et y. 

Le champ dans un corps piézoélectrique et la déformation de ce 
corps doivent être déterminés simultanément; nous avons donc 
un problème commun à l’électrostatique et à la théorie de l’élasti- 
cité. Plus exactement, on doit chercher la solution commune des 
équations électrostatiques 


divD=0, rotE=0, (17,9) 
où D est pris à partir de (17,6) et des équations suivantes de l'équi- 
libre élastique 


d0ih 
CET 


=0 (17,10) 


avec les conditions aux limites correspondantes sur la surface du 
corps, et compte tenu de la relation existant entre 0,4 et la défor- 
mation donnée par les formules (17,8). Dans le cas général, le pro- 
blème ainsi posé est assez compliqué. 

Le problème se simplifie beaucoup pour un corps de formeellipsoi- 
dale à surface libre (c’est-à-dire à laquelle on n’applique aucune 
force mécanique extérieure). Dans ce cas ($ 8), le champ à l’intérieur 
du corps est uniforme, et, par conséquent, sa déformation homogène, 
tandis que toutes les contraintes élastiques sont telles que 0,4 = 0. 

Considérons maintenant quels sont les types de symétrie cris- 
talline qui admettent la piézoélectricité. En d’autres termes, nous 
devons étudier les restrictions imposées par les conditions de 
symétrie aux composantes du tenseur yÿ;, x. Dans le cas général, 

tenseur (qui est symétrique par rapport aux indices # et !) a 18 
composantes indépendantes différentes de zéro, mais en fait le 
nombre des composantes indépendantes est habituellement bien 
moindre. 

‘7 La grandeur de toutes les composantes du tenseur ÿ:, :, du cristal 
donné doit rester inchangée lors de toutes les transformations de 
symétrie de ce cristal. D’où il vient tout de suite qu’en tout cas un 
corps ayant un centre de symétrie, y compris bien sûr tout corps 
isotrope, ne peut être piézoélectrique. En effet, toutes les composantes 
d'un tenseur du troisième ordre changent de signe lors d’une 
réflexion par rapport au centre (changement de signe des trois 
coordonnées). 

Seules 20 des 32 classes cristallines admettent la piézoélectricité. 
Ce sont avant tout 10 des classes citées au $ 13, admettant la pyro- 
électricité (tous les corps pyroélectriques sont simultanément 
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piézoélectriques). De plus, les cristaux des 10 classes suivantes sont 
piézoélectriques : 

le système rhombique: D:, 

le système tétragonal: D,, Da, S,, 

le système rhomboédrique: D:, 

le système hexagonal: Ds, Can, Dan 

le système cubique: T, Ti. 


Les composantes différentes de zéro du tenseur piézoélectrique 
sont données pour toutes les classes dans les problèmes ci-dessous. 


Problèmes 


1. Déterminer les composantes du tenseur :,x, différentes de zéro pour les 
classes cristallines non pyroélectriques admettant la piézoélectricité. 

Solution. La classe D: contient trois axes de symétrie du second 
ordre mutuellement perpendiculaires, que nous choisirons en qualité d'’axes x, 
y, z. Des rotations de 180° autour de ces axes changent le signe de deux coordon- 
nées sur trois. Puisque les GE à ku Se transforment comme les produits 
zizazr, Seules peuvent être différentes de zéro celles dont tous les trois indices 
sont différents: 


Vxoyzs Yzoxyr Yyezx! 
les autres composantes différentes de zéro sont égales à celles-ci en vertu de la 
propriété Yi, ki = Yi,in. Par conséquent, la partie piézoélectrique du potentiel 
thermodynamique est 1 


Dhiézo = —2(Yx, yzExOy: + Yys x2E yOxz + V2, xyE20xy) (1) 

La classe D24 s'obtient en ajoutant aux axes de la classe deux plans de symé- 

trie passant par l'un des axes (soit l'axe des z) et en divisant en deux parties 

égales les angles entre les axes x et y. La réflexion dans l’un de ces plans 

correspond à la transformation x —+ y, y — x, = — 2. Ainsi, les composantes 

Yi, Ru qui diffèrent par permutation des indices z et y, doivent être égales, si 
bien que seuls deux des trois coefficients de (1) restent indépendants: 


Vox Veyz = Vy.xze 
On peut obtenir la classe 7 à partir de la classe D: en ajoutant quatre axes 
diagonaux de symétrie du troisième ordre, la rotation sur ces axes réalisant 
une permutation cyclique des axes x, y, z, par exemple: z —+ 2, y —+ x, = —+ y. 
Donc, les trois coefficients dans (1) deviennent égaux: 


Var yz = Ve, ay — Vy, 2x 
On obtient le même résultat pour la classe du système cubique Tu. 

La classe D, contient un axe de symétrie du 4€ ordre ee des z) et quatre 
axes de symétrie du second ordre, se trouvant dans le plan xzy. En plus des 
éléments de symétrie de la classe D, il suffit ici de considérer une rotation de 90° 
autour de l'axe des z, c'est-à-dire la transformation x —> y, y —> —zx, z —+ 2. 
Par suite de cette transformation l’un des coefficients dans (1) s’annule (y: x, = 
Æ= — Yroyx = —Yzsxys d’où Y:, xy = 0), tandis que les deux autres ne diffèrent 


1) Pour éviter tout malentendu, rappelons que si l'on calcule les compo- 
santes du tenseur de déformation u;, en dérivant directement l'expression de 
© par rapport à on, les derivées par rapport aux composantes 6;4 avec i Æ£ k 
donneront les valeurs doublées des composantes correspondantes u;r (comparer 
avec VII, note à la fin du $ 10). 
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que par le signe: 
Vaoyz — — Vy,xze 
On obtient le même résultat pour la classe Ds. 
La classe S, contient les transformations z —+ y, y — —z,:—+—2:etz—+ 
—+ —2z, y — —y, z —+ :. Seules les composantes 


Vaoxyr Yeyz = Yyoxzs Vaoxx = Vzoyyr Yx2x = — Vy.zy 
sont différentes de zéro. Par un choix judicieux des directions des axes z, y. 
on peut annuler l’une de ces grandeurs. . 

La classe D; contient un axe de symétrie du 3® ordre (axe des z) et trois 
axes de symétrie du second ordre dansile plan zy ; supposons que l’un de ces der- 
niers est dirigé suivant l'axe des z. Pour trouver les restrictions imposées par 
la présence d’un axe du troisième ordre, il est commode de faire la transforma- 
tion formelle suivante, en introduisant des « coordonnées » complexes 


E=z+iy, n=2z—iy, 
la coordonnée : restant inchangée. On fait également subir cette transformation 
au tenseur y;, 2. Les indices de ses composantes prennent maintenant les valeurs 
E.n, :. Lors d’une rotation de 120° autour de l'axe, ces « coordonnées » sont sou 
mises à la transformation 

2mi —2xi 

ttes, n—ne *, 22. 

Seules les composantes Y:,n£, Yn,z&+ VE. £&» Yn. nnr Ÿz. zz du tenseur ÿ;,x4 restent 
inchangées et peuvent donc étre diHéntes de 280. Quant à la rotation de 180° 
autour de l'axe des x, elle correspond à la transformation r—>z,y——y,2—>—2, 
tandis que pour les « coordonnées » E,n. sona:E—> 1,17 —» &, : — —:2. Comme 
Yang et Y-, -- changent de signe, elles doivent s’annuler; les autres composantes 
précitées permutent deux à deux, ce qui conduit aux égalités Yn,z = 


2 


= —Yy, rm VERRE = Ymonn. Pour écrire l'expression pour O6, il faut. 

former la somme —;.x1E;ox, où les indices prennent les valeurs E, n, z: 
Dptézo = — 2Vn. 23 (En0:3 — E502n) — Vs, 85 (Ez05s + EnOnn). 

Il faut encore exprimer les composantes E, et ox dans les « coordonnées » Ë. n. z 

en fonction des composantes dans les coordonnées initiales x, y, z. C'est facile 


à faire, car les composantes d’un tenseur se transforment comme les produits 


des coordonnées correspondantes. Par exemple, 


! EB=2r —yy + 2ixy 


e 
pônne 

| | Our = Oxx — Oyy + 2iOxye 
Firalement, on obtient 


Dpiézo = 2a (EyO2x— Ex02y) +0 L2EyOxy — Ex (Oxx— Oyy)] , (2} 
où a—2iÿn,zg, b—2y:,zx sont des constantes réelles. Les relations entre 


les composantes yÿ;,.1 dans les coordonnées x, y, z sont en vertu de (2)1): 
Vyszx = — Vx. zy = 2a, Vus xy = Vs xx Var, yy = b. 


1) Dans un système de coordonnées non orthogonales, tel que E, n, z, il faut, 
comme on sait, distinguer les composantes covariantes et contravariantes des 
tenseurs. Il aurait fallu en tenir compte aussi lorsque l'on est passé aux coor- 
données initiales x, y, z. Cependant, nous évitons ceci en déterminant la rela- 
tion cherchée entre les composantes diverses y;.11 dans le système x, y, = 
directement à partir de la forme de la combinaison scalaire (2). 
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On obtient la classe D, en ajoutant à la classe D; un plan de symétrie per- 
pendiculaire à l’axe du troisième ordre (plan zy). La réflexion dans ce plan équi- 
vaut au changement de signe de :, donc on a également y», 5 — 0, de telle sorte 
que dans (2) il ne reste qu'un seul terme avec un coefficient b. 

La classe C1 contient, en plus d'un axe de symétrie du troisième ordre,un plan 
de symétrie perpendiculaire à cet axe. La réflexion dans ce plan change z de 
signe, donc toutes les composantes y:, 4: dont les indices contiennent : en nombre 
impair doivent s’annuler. En tenant compte également des restrictions consi- 
dérées ci-dessus, imposées par un axe de symétrie du troisième ordre, on trouve 
que seules deux composantes Yn.nn et Ys.:e sont différentes de zéro. Ces 


ndeurs doivent être complexes conjuguées pour que © soit réel. En intro- 
uisant les désignations 2ÿn, nn — à + ëb, 2ÿg,g; = a — ib, on obtient 


Dhiézo ma[2E,0xy— Ex (0xx—0yy)] + d [2Ex0xy + Ey (Gxx — Oyy)]- (3) 


Un choix approprié des directions des axes z, y permet d’annuler a ou 6. 

: Même question pour les classes cristallines admettant la pyroélec- 
tricité. 

Solution. Supposons que l’axe des : coïncide avec un axe de symétrie 
du second, troisième, quatrième ou sixième ordre, et que dans la classe C, 
l’axe des z soit perpendiculaire au plan de symétrie. Dans les classes C,, le plan 
zz coïncide avec l’un des plans de symétrie. Un choix judicieux de la direction 
des axes dans la classe C;: permet d'annuler encore trois composantes et celui 
des axes z, y dans les classes C.. C, d'annuler une composante. 

Ci-dessous on trouvera toutes les composantes y;,x: différentes de zéro 
pour chacune des classes. 


Classe Ci: toutes les ÿ;, nr. 

Classe C,;: toutes les composantes ne contenant pas l'indice = ou le con- 
tenant deux Îois. 

Classe C2: Visxxr Vaouus Vs zze Vxoxes Vyyz. 

Classe C2: même chose que pour C:, avec en plus Yr,y2 Yu.x:s V2, xue 

Classe Coin: Y:.xx = Vazuys Vsozso Veoxz = Vu.uze 


Classe C;: même chose que pour Ci, avec en plus Ys,yz = —Yy.xz- 

Classe Csoi Vs, zzr Vxsxz — Vususs Veoxx = —Vaouy = Vus xyr Vsoxx 
— Vzruue 

Classe C:: même chose que pour C, avec en plus Ye,y: = —"Yy, zx 
Vusxz  —Vysyy — Vxsxv- 


Classe Coop: Vz, 229 Vesxz — Yuvyzr Vrixx = Vaoyz 
Classe Ce: même chose que pour Ce, avec en plus Vacuz = — Vu, zx. 

3. Déterminer le module d’Young (coefficient de proportionnalité entre la 
contrainte d'extension et l'allongement relatif) pour une lame à faces parallèles 
d'un corps piézoélectrique non pyroélectrique dans les cas suivants: a) la lame 
est distendue par les armatures d’un condensateur court-circuité, b) la lame 
est distendue par les armatures d’un condensateur non chargé, c) la lame est 
distendue parallèlement à son plan en l’absence de champ extérieur. 

Solution.a) Dans ce cas, l'intensité du champ à l’intérieur de la lame 
E = 0. L'unique composante du tenseur 0,4 différente de zéro est la contrainte 
extensive 6, (l’axe des z est perpendiculaire au plan de la lame !)). La formule 
(17,8) donne u,: = M;:::02:, d'Où On a pour le module d’Young E: 


1 


‘ = Mzzzze 


. 1) On ne suppose pas qu’il coïncide avec une direction cristallogra- 
phique prédéterminée. 
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b) Dans ce cas, dans la lame E;—E,—0, D,=0. Les formules (17,6) 
et (17,8) donnent 
D;=e::E:+4n7:,::0::=0, 
Uzz= Mzz::Oz2 À Ve, 22Ë 2. 
En excluant E, de ces deux égalités, on trouve 


1 ANYE 22 


c) Dans ce cas, on a également E,—E,,=0, D,—0; supposons en même 
temps que l'extension a lieu suivant l'axe des x. On a alors 
D: =2:2E:+ 472, xx0xx = 0, 
Uxx = MrxxxOxx + Yz xxE 2. 
En excluant E,, on obtient 
1 ATVE, xx 
ET Uxxxx — . 


Ez: 


4. Trouver la vitesse du son dans un milieu piézoélectrique. 
Solution. Dans ce problème il est commode d'utiliser les grandeurs 


u;r au lieu de 6; comme variables indépendantes. On écrit F sous la forme 


= 1 1 1 
F= Fo+ 5 Mimlintim "5 GhEiEr— EiDio+ Bi, niEiurs, 


d'où 


oF : 
nn — Aikimuüim + Br, ir Et. 


Oih = 


Les équations du mouvement de la théorie de l'élasticité sont 


+. 06; ou dE 
M = Mihim ee + Bi, Re : 


où u est le vecteur de déplacement, lié à u;r de la manière suivante : 
1 ( dur | Our ) 


{ L'équation div D—0 donne 


: Ô0E ôu 
Eh a ape = , 
tardis que le champ s'exprime en fonction de son potentiel : 
(A 
Ei = Er , 


ce qui satisfait à l'équation rot E—0. 
Dans une onde sonore plane, u et sont proportionnels à ei(Kr—0!), et 
les équations écrites donnent : 


ou; = Mikimkhkium— Bi, iRknk1®, einkikap + 4nBi, rikikauy = 0. 
En excluant œ, on écrit la condition de compatibilité des équations 


obtenues pour u;: 
(Be. mikikm) (Bps ankpkq) _ 


28, — À; _ =0. 
D°0;n — Àstkmktkm — 47 HE, 0 
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Pour toute direction donnée du vecteur d’onde k, cette équation donne trois 
vitesses de phase du son w/k qui sont, dans le cas général, différentes. Le milieu 
iézoélectrique est caractérise par une relation compliquée entre la vitesse et 
a direction des ondes. 


$ 18. Inégalités thermodynamiques 


En vertu des formules du $ 10, l'énergie libre totale peut être 
mise sous la forme de l’intégrale 


F=\F(T,6, Da, (48,1) 


étendue à tout l’espace. Nous allons supposer que la fonction D (x, y,:) 
entrant dans l'expression sous l'intégrale ne satisfasse qu’à l’équation 


div D—0 (18,2) 
à l'intérieur du diélectrique, et à la condition 
\ D di = âne (18,3) 


sur la surface du conducteur portant la charge donnée; ces égalités 
donnent la relation entre le champ et ses sources. Pour le reste, nous 
supposons la fonction D (x, y,z) arbitraire, en particulier, nous 
n’exigeons pas à l’avance qu'elle satisfasse à la seconde équation 
du champ rot E = 0 (où E — 4x 6F/0D) et à la condition aux 
limites @ — const sur la surface des conducteurs. Montrons que ces 
équations manquantes peuvent alors être obtenues à partir de la 
condition de minimum de l'intégrale (18,4) par rapport aux varia- 
tions de la fonction D (x, y, z) satisfaisant aux équations (18,2 
et (18,3). Soulignons que ceci n’est pas évident a priori, car les 
distributions du champ, entrant en concurrence lors de la détermi- 
nation du minimum de l'intégrale (18,1), ne correspondent pas à des 
états possibles du point de vue physique (car ces distributions ne 
satisfont pas à toutes les équations du champ à la fois); quant à la 
condition thermodynamique de minimum de l'énergie libre, ce sont 
des états possibles au point de vue physique qui seuls sont comparés 
dans ce cas. 

On trouve le minimum de l'intégrale (18,1), compte tenu des 
conditions supplémentaires (18,2) et (18,3), par la méthode des 
multiplicateurs de Lagrange. Conformément à cette méthode. 
multiplions la variation de la condition (18,2) par une certaine 
fonction des coordonnées, inconnue pour l'instant (nous la désigne- 
rons par — 4/47), et la variation de la condition (18,3) par un multi- 
plicateur constant indéterminé (que nous désignerons ®./47), après 
quoi on égale à zéro la somme de ces variations 


SF dV — 1 À pdiv 6D 4V +-% & 6D di 0. 
\ \ re À 


an 
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Dans le premier terme on écrit!) 


&F = (55) r.6P =} E6D, 


et en intégrant le second par parties, on a: 
(paivôD av = $ pôD df — \ SD grad q dV. 
Finalement on obtient 
Ÿ (E + grad q) D dv + & (po— 9) 5D di =0. 


Nous en concluons que dans tout le volume on doit avoir E — 
=}— grad @ (donc, rot E = 0), et, sur la surface du conducteur, 

= Po —= const. Ce sont justement les équations exactes pour 
l'intensité du champ, le multiplicateur de Lagrange q se trouvant 
être son potentiel. 

D'une manière analogue on peut montrer que les équations pour 
l'induction électrique s’obtiennent à partir de la condition de 
minimum de l'intégrale 


F=(F(, p, E)dy, 


où l'on fait varier la fonction E (x, y, z) avec les conditions supplé- 
mentaires: E — — grad q et q = const sur la surface du con- 
ducteur. EA effet, on a 


FT 2 sea = DV6 dV = 
=-5 S op at—-© ( sg div Da =0. 


La première intégrale est nulle, car ôp — 0 sur la surface, et la 
Seconde donne (puisque ô est arbitraire dans le volume) l'équation 
therchée div D = 0. | 

Si le corps ne se trouve pas dans un champ électrique extérieur 
{en particulier s’il n’y a pas de conducteurs chargés), on peut parfois 
formuler la condition d’équilibre thermodynamique comme la 
condition de minimum absolu (inconditionnel) de l'énergie libre 
totale GEL 1). Cette condition se réduit à la condition de minimum 


71) L'éner L' ue. ie libre a un minimum pour une température donnée. La varia- 
tion doit s'effectuer .par FAP por à deux grandeurs indépendantes: D et p. Ce 
qui nous intéresse ici c’est le résultat de la variation par rapport à D. Quant à 
Ja variation de l'intégrale (18,1) par rapport à la densité (avec la condition 


supplémentaire que la masse totale du corps, c'est-à-dire l'intégrale pdv, 


reste constante), elle donne l'une des conditions ordinaires d'équilibre ther- 
mique, soit la constance du potentiel chimique &£. 
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de la densité de l’énergie libre F comme une fonction de la variable 
indépendante D: 

0F__E _ 

9D 4r 


c'est-à-dire que l'intensité du champ doit être nulle dans tout 
l’espace. Si l’on peut en plus indiquer la distribution de l'induction 
satisfaisant à la condition div D = O, l'état trouvé correspondra 
à l'équilibre thermodynamique !). 

En égalant à zéro la première variation de l’énergie libre, on ne 
trouve que les conditions nécessaires, mais non suffisantes, de son 
minimum. Pour trouver les conditions suffisantes, il faut étudier 
la seconde variation. Ces conditions se présentent sous la forme 
d'inégalités (inégalités thermodynamiques) ; ce sont les conditions qui 
assurent la stabilité de l’état du corps (voir V, $ 21). 

Lorsque la relation existant entre D et E est linéaire, toutes les 
relations se simplifient beaucoup et l'inégalité thermodynamique 
qui nous intéresse (liée aux propriétés diélectriques du corps) devient 
évidente. L'énergie libre totale est 


2 
Fo+ | ge 


Il est évident qu’elle ne peut avoir de minimum que si e > 0; 
dans le cas contraire, on pourrait diminuer infiniment l'intégrale, 
en donnant à l'induction D des valeurs suffisamment grandes. Ainsi, 
dans ce cas, ceci ne nous donne rien de nouveau, car nous savons 
déjà qu’en réalité la perméabilité diélectrique doit être non seule- 
ment positive, mais également supérieure à l'unité (voir $ 14). 

Dans le cas général, lorsque la relation entre Det E est arbitraire, 
il est indispensable de considérer la seconde variation de l'inté- 
grale (18,1), la variation étant faite simultanément par rapport 
à D et p (seule la température étant maintenue constante). Dans 
un corps isotrope, F (T, p, D) ne dépend que de la valeur absolue 
du vecteur D; on prend la variation des trois composantes indé- 
pendamment. Choisissons la direction du vecteur non varié D pour 
axe des z. La variation de la valeur absolue du vecteur D s'exprimera 
alors en fonction des variations de ses composantes, aux termes du 
second ordre près, 


6D=5D, +4 (6D:) + (5Dy. 


1) Ici on a en vue des corps pour lesquels on peut avoir D 0 pour E = 0 
(voir paragraphe suivant). Dans le cas contraire, on aurait le résultat trivial 
E = 0, D = 0 dans tout l'espace. 


8—532 
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La première et la seconde variation de l'intégrale (18,1) sont toutes 
les deux Re dans Le PR 

LÉ ED+ LÉ 6p+ + D 8DE+ DE DEp ++ LT êp° } dV 
p PT ap: app "PTT 


En substituant ÔD et en réunissant les termes du second ordre, on 
trouve la seconde variation : 


V5 20 GDE+6Di)av+ | {+ DE 


&F 
3D 


41 &F 


Sr 0p*} dy. 
(18,4) 


Les deux termes écrits ici ont FAEDIOAUERIeNT indépendants. 


Le premier d’eux est positif si +5 > 0. Mais 0F/60D = E/4n, 
si bien que la dérivée 0F/0D est positive ou négative suivant que 
le vecteur D a le même sens que le vecteur E ou le sens opposé. 
Ainsi, les vecteurs D et E doivent avoir la même orientation. 

Les conditions rendant positif le second terme dans (18,4) sont 
données par les inégalités suivantes 


o?F 


mi > 0 (18,5) 
0?F GF o2F 
Dr ane — (an) >. (se) 


Comme 0F/dp —t, 0FI/OD = El4n, la première de ces inégalités 
donne 


dù 
(20 (18,7) 
et la seconde peut être écrite sous la forme d’un jacobien: 
! (S 2) 
; oD "_ôp} __1 (Et) 50 
(D, p) 4x 9(D, p) | 


-En passant des variables D, p aux variables D, &, on a 


d(E. t) _ (E, ©) (DD (dE) (& 
HD e) = (0 ÿ 808 = (D )e (26) 005 


en vertu de (18,7) cette inégalité est équivalente à la condition 
(er >0. (18,8) 
Nous avons ainsi trouvé les inégalités thermodynamiques cherchées. 


En l’absence de champ, l'inégalité (18,7) devient la condition habi- 
tuelle exigeant que la compressibilité isothermique soit positive 
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(ôpl/ôp}r > 01). Quant à l'inégalité (18,8), elle donne &e > 0, car 
pour E +0, l'induction D —+ e£. 

La seconde des inégalités (18,5), (18,6) est plus forte: elle peut 
être rompue avant que soit rompue la première, l'inverse étant 
cependant impossible. L'égalité 

F &F @F | 22 D _o 
“op? ODE (25 22, p) — 


correspond à l’état critique (voir V, $ 83). Il est plus commode d'écrire 
cette condition sous une autre forme, en la multipliant par le facteur 
ô (D, p)4 (E, p) différent de zéro: 

Ô(E, à) _ (£ 


(Ep) — (æ (18,9) 


sr : 
Pour déterminer les conditions supplémentaires de stabilité de 
l'état critique de la substance, il faut étudier les troisième et quatriè- 
me variations, mais nous n'allons pas nous y arrêter ici. Nous 
indiquerons simplement les résultats obtenus: 


CE). = 0 (18:19) 
(55) gr >0 (18,11) 


qui sont analogues à ceux obtenus en l'absence de champ. 


Problème 


Déterminer le déplacement du point critique de la substance diélectrique 
dans un champ électrique. 
Solution. Ensubstituant dans (18,9) l'expression pour & prise dans 


(10,18), on trouve: 
E? y 6 
CRC 
1 


Pour le potentiel chimique pour £E—0, on a 5) rs (&) , où 
T 
p = p (p, T)est l'équation d'état de la substance en l'absence de champ 1). Ainsi, 


(Ce) (on) 

dp ÎTr 8x \ôp? /r. 

En l'absence de champ, le point critique est déterminé par l'égalité (6p/8p}r = 0, 
sa stabilité exigeant de plus que l’on ait simultanément (6*p/ôp?}r = 0. On a 


1) Rappelons qu'en l'absence de champ, & est le potentiel thermodynamique 
par unité de masse de la substance et, en Es des relations thermodynamiques 
habituelles, sa différentielle RE à donc Æ) = (2). . La 
seconde inégalité thermodynamique habituelle, exigeant que la alur spéci- 
fique soit positive, est ici laissée de côté. 


8° 


116 ÉLECTROSTATIQUE DES DIÉLECTRIQUES 


donc : à 
ODA APP SE CP APCE 
(&).s apr PTT TS or OT: 
où AT, Ap sont les déplacements de la température critique et de la densité 
nr le confirme le résultat final, ces déplacements sont des grandeurs petites 
u même ordre). Finalement, on obtient pour le déplacement de la température 


PE fe) OR 
27 8n Gr); ôp OT 


Le déplacement de la pression critique se détermine par rapport à AT con- 
formément à 


Pour déterminer le déplacement Ap, on doit d’une manière analogue utiliser 
également l'égalité (18,10). 


$ 19. Corps ferro-électriques 


Parmi les différentes modifications cristallines d'une même 
substance, certaines peuvent être pyroélectriques et d'autres non 
pyroélectriques. Si une transition entre deux de ces modifications 
s'effectue au moyen d'une transition de phase de seconde espèce, 
au voisinage du point de transition la substance fait apparaître 
des propriétés particulières, la distinguant des corps pyroélectriques 
ordinaires; ces propriétés sont appelées ferro-électriques. 

Dans un cristal pyroélectrique ordinaire le changement dedirec- 
tion de la polarisation spontanée est liée à une reconstruction essen- 
tielle du réseau cristallin. Même si le résultat d’une telle recons- 
truction était énergétiquement avantageux, sa réalisation pourrait 
quand même être impossible, car pour cela il faudrait surmonter 
des « barrières énergétiques » très élevées. 

g Dans le cas d’un corps ferro-électrique la situation est très 
différente, puisqu’au voisinage du point de transition de phase de 
‘seconde espèce (point de Curie), la disposition des atomes dans le 
réseau cristallin de la phase pyroélectrique ne diffère que. très peu 
de leur disposition dans un réseau non pyroélectrique (donc la pola- 
risation spontanée est également faible). C'est pourquoi un change- 
ment de direction de la polarisation spontanée ne requiert ici qu’une 
reconstruction peu importante du réseau (faible déplacement des 
atomes) et peut se produire assez facilement. 

La nature des propriétés ferro-électriques d'un corps dépend 
de sa symétrie cristalline. La direction de la polarisation 
spontanée de la phase pyroélectrique (nous l’appellerons axe ferro- 
électrique) est déjà prédéterminée par la structure de la phase non 
pyroélectrique de l’autre côté du point de Curie. Dans certains cas, 
cette prédétermination est univoque en ce sens que l’axe ferro- 
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électrique n'apparaît que dans une direction cristallographique 
déterminée; dans ce cas la direction de la polarisation spontanée 
est prédéterminée au signe près, car dans la phase non pyroélectrique 
les deux directions opposées, parallèles à l’axe ferro-électrique, 
doivent alors être équivalentes (dans le cas contraire, cette modifi- 
cation cristalline permettrait également la pyroélectricité). Cepen- 
dant, dans les autres cas, la symétrie de la phase non pyroélectrique 
peut se trouver telle qu’elle permette l'apparition de la polarisation 
spontanée dans plusieurs directions cristallographiques équivalentes 1). 

La théorie quantitative de la ferro-électricité peut être basée 
sur la théorie générale des transitions de phase de seconde espèce ?) 
(V. L. Ginsburg, 1945). 

Les considérations ultérieures seront basées sur la stabilité 
thermodynamique des états. De ce point de vue, la transition est 
caractérisée par le fait que, d’un côté du point de transition l'état 
avec D = 0 peut être stable, tandis que de l’autre, il sera en tout cas 
instable, ce qui conduit à l'apparition d'une induction différente 
de zéro (même lorsque le champ E est nul). Nous allons supposer 
ci-dessous que la phase pyroélectrique (D =£ 0) correspond aux tem- 
pératures 7 < 6 (6 est le point de transition) ; soulignons cependant 
qu'une telle disposition des phases, quoique plus fréquente, n’est 
pas du tout obligatoire ; on rencontre dans la nature des cas inverses. 

En prêtant attention avant tout aux propriétés diélectriques 
de la substance, supposons d’abord qu'il n’y a pas de contraintes 
internes dans le corps. Pour déterminer les conditions de stabilité, 
on peut partir de la condition de minimum (à température donnée 
et contraintes constantes et nulles) du potentiel thermodynamique 
total du corps. Comme nous l’avons vu au $ 18, cette condition 
se réduit à la condition exigeant que la seconde variation du poten- 
tiel thermodynamique par unité de volume ©® soit positive. Pour les 
états dont l'induction est voisine de zéro, l'expression 


11 .- 
D—D=sr er DiDr 
joue le rôle de seconde variation de ®. 


1) Un exemple du premier type est le sel de Seignette, dont la phase non 
pyroélectrique est de symétrie rhombique. L'axe ferro-électrique y apparaît 
(au point de Curie) dans une direction cristallographique bien déterminée (l'un 
des axes étant du second ordre), le réseau devenant monoclinique. 

Le titanate de baryum est un exemple du second type. Sa modification 
non pyroélectrique a un réseau cubique et chacun des trois axes cubiques peut 
devenir ferro-électrique. Après l'apparition au point de Curie de la polarisation 
spontanée, ces trois directions cessent bien entendu d'être équivalentes : seul 
. axe FAroSleetrIque reste un axe du quatrième ordre et le réseau devient té- 

ragonal. 

3) Voir V, chap XIV. L'exposé donné ci-dessous n'est cependant pas basé 
sur la formulation habituellement adoptée. 
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Si les axes de coordonnées sont choisis suivant les axes principaux 
du tenseur &;x, on a 
D—D=— _. eo Di +1 D: + 2). (19,1) 


gty) _. 


Tant que les trois coefficients — _ sont positifs, l'état avec D = 0 


satisfait aux conditions de stabilité (c’est-à-dire qu'il peut corres- 
pondre à un minimum de ®). Aussi la phase pyroélectrique ne 
peut-elle apparaître que lorsque l'un de ces coefficients change de 
signe. Quant au point de transition de phase de seconde espèce, 
il est déterminé par la condition annulant ce coefficient. 

C'est l'axe pour lequel 1/8 s’annule qui devient ferro-électri- 
que. Des cas différents, qui dépendent de la symétrie de la phase 
non pyroélectrique, sont ici possibles. Si cette symétrie est telle que 
e® Æ ee =£L ef, seul l’un des coefficients dans (19,1) s’annule, 
et la position de l’axe ferro-électrique est univoque. Si e°* = el — 
= 8% (ce qui exige une symétrie cubique), les trois coefficients 
s'annulent simultanément et l'axe ferro-électrique peut apparaître 
dans des directions différentes (voir ci-dessous). Enfin, si par suite 
de la symétrie, on a e° = e% = e(°, soit un, soit simultané- 
ment deux coefficients dans (19,1) peuvent s’annuler. 

Nous allons d’abord considérer le cas où l'axe ferro-électrique 
a une position univoque, et nous l’adopterons pour axe des z. Les 
propriétés diélectriques du cristal dans les directions des axes des 
x et des y ne font apparaître aucune anomalie, et pour l'étude des 
propriétés suivant l'axe des z il suffit de considérer dans le potentiel 
thermodynamique rien que les termes contenant D.. 

L'expression (19,1) représente en fait les premiers termes du 
développement de ® suivant les puissances de D. Comme à proximité 
du point de transition 1/e'* est petit, en plus du terme quadratique 
il est indispensable de tenir compte également du terme suivant 
dw développement suivant les puissances de D. Il ne peut y avoir 
de termes de puissance impaire dans le développement, car ils 
changeraient de signe (ce qui modifierait la valeur de ®) lorsque 
l'on remplace D, par —D,, tandis que les deux sens suivant l'axe 
des z sont, dans le cas présent, équivalents. Donc, le terme suivant 
le terme quadratique est de qui Su D: : 


D=Ditae FR Di+ cr _ ëe 


Pour que l'état avec D, — 0 puisse être stable au point T7 = 9, 
il est évidemment indispensable que le coefficient B soit positif 
en ce point, et par conséquent partout dans son voisinage. À proximité 
du point de transition, 1/e{2) peut être développé suivant les puissan- 
ces de la différence 7 — 6 ; le premier terme du développement est 
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de la forme & (7 — 6), où «& est un coefficient positif (ceci pour avoir 
4/8® > 0 pour T > 8). Ainsi, 
1 
= F5: (19,2) 
et le potentiel thermodynamique 


= Do+ 0) 3 


ee (19,3) 
Les formules écrites sont suffisantes pour trouver à proximité 
du point de transition toutes les propriétés du corps ferro-électrique 


qui nous intéressent. Avant tout, la formule £, = 4x a donne: 
E,=a(T —®) D, + BDi. (19,4) 


C'est la relation fondamentale entre la contrainte et l'induction dans 
le corps ferro-électrique. 

Pour T > (dans la phase non pyroélectrique) D, s'annule 
avec E,. Lorsque E, croît (pour une valeur donnée de T — 6), 
l'induction croît d’abord linéairement [D, = E,/a (T — 6)]}, puis, 
pour des valeurs assez grandes de £,, suivant la loi D, — (E./B)"3. 
Le coefficient de proportionnalité e‘*? de la loi linéaire est la constan- 
te diélectrique de la phase non pyroélectrique. Pour 7 —+ 6 elle 
croît infiniment comme l'inverse de la différence T — 6 ; cependant, 
le domaine de la loi linéaire diminue. 

Pour 7 < 6 (phase pyroélectrique), la valeur D, = 0 ne peut 
jamais correspondre à un état stable. Pour £, = 0, l'induction 
a une valeur différente de zéro; elle est, conformément à (19,4), 


ne 
D:=Do=+y 67. (19,5) 


Ainsi, la polarisation spontanée P,5 = D ,0/4x d’un corps ferro- 
électrique décroît proportionnellement à V6 — 7, lorsque l'on 
s'approche du point de Curie. 

La « constante diélectrique » de la phase pyroélectrique peut 
être déterminée comme la valeur de la dérivée dD.,/dE, pour E, = 
La formule (19,4) donne 

dD: 


1=[—-a(8—-T)+3BD]-——= TE 
en y substituant (19,5), on obtient 
dD,| 1 
dE, |E==0 2a(8—T) ‘ 


Pour des E, suffisamment petits, la relation entre D, et E. 
devient 


1 
De—Duo= or E:- (19,6) 
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En comparant (19,2) et (19,6) on voit qu'à une même distance du 
point de Curie la « constante diélectrique » de la phase pyroélectrique 
est deux fois inférieure à celle de la phase non pyroélectrique. 
En différentiant ® (19,3) par rapport à la température on trouve 
l’entropie 
La do \ _ CRE 
S=— (= Di 
(On peut omettre ici le terme du quatrième ordre, car:le terme quadra- 
tique ne s’annule pas.) Dans Ja phase non pyroélectrique, pour 
E: —0, on a également D, — 0 de sorte que S = Ss. Pour la 
phase pyroélectrique, en substituant D, à partir de (19,5), on trouve 


S=S— 7 (O—7). 
Donc la chaleur spécifique de cette phase au point de transition est 
CN) 2 
Ch=T 7 = Cp per Os (19,7) 


où Co est la chaleur spécifique de la phase non pyroélectrique au 
même point. Ainsi, si la transition de l’une des phases du corps ferro- 
électrique à l'autre s'effectue pour Æ, = 0, elle s'accompagne, 
comme toute transition de phase de seconde espèce, d’un saut de 
la chaleur spécifique. On a C} > Cpos c'est-à-dire que l'apparition 
de la pyroélectricité est accompagnée d’une augmentation de la 
chaleur spécifique. 

Revenons à l'étude de l'équation (19,4) dans la phase pyroélec- 
trique (c’est-à-dire pour 7 << 6). Sur la figure 13 on trouvera la 
forme approximative de la fonction D, (E.,) déterminée par cette 
équation. Nous voyons avant tout que la partie de la courbe CC” 
(représentée sur la fig. 13 en pointillés) ne correspond pas du tout 
/ des états stables que l'on pourrait rencontrer dans la nature. 
I£i on a 


"tandis que la condition selon laquelle la seconde variation du 
potentiel thermodynamique doit être positive exige que cette dérivée 
soit de signe contraire. Les ordonnées des points C et C” sont déter- 
minées par l'égalité 0E,/0D, = O0 et nous en concluons que les 
valeurs possibles de | D, | dans la phase pyroélectrique sont limitées 
en dessous par la condition 


Di > GED, (19,8) 


Si l’on considère les états ee corps ferro-électrique pour une 
valeur donnée de £,, dans la partie entre les abscisses des points C 
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et C” il y a deux valeurs possibles de D, et il faut étudier le sens. 
physique de ces deux valeurs. Représentons-nous le corps ferro- 
électrique comme une lame homogène à faces parallèles (dont l'axe 
ferro-électrique est perpendiculaire au plan de la lame) se trouvant 
entre les armatures d’un condensateur maintenues à des potentiels 
donnés, c’est-à-dire qui créent un champ uniforme d'intensité donnée 
E=E,. 

Pour des potentiels donnés des conducteurs la condition de stabi- 


lité exige que le potentiel thermodynamique ® — ® — _ ED: 


Le 
B 


Fig. 13 


soit minimal. En particulier, pour E = 0, il y a deux états ayant 
des D, de signes différents (points À et 4’ sur la courbe de la fig. 13} 
mais correspondant à une même valeur de D (—©®). Par conséquent, 
ces deux états sont stables, c’est-à-dire que ce sont deux « phases » 
qui peuvent coexister en contact. 

Ceci montre que les deux parties AC et AC’ de la courbe cor- 
respondent à des états qui ne sont pas absolument stables, mais 
métastables. 11 n’est pas difficile de se rendre compte directement 
que les valeurs de ® sur les arcs AC et À’C” sont supérieures respec- 
tivement aux valeurs sur les branches A’B° et AB pour les mêmes 
valeurs de Æ,. Les ordonnées des points À et 4” sont données par 
la formule (19,5). Ainsi, le domaine de métastabilité se trouve 
dans l'intervalle 


< Di< 


a(8—T) 
<< (19,9) 


a(6—T) 
ep 4 
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L'existence de deux « phases », avec E = 0, est très importante 
car elle conduit à la possibilité de séparation, du corps ferro-électri- 
que en une série de « domaines » séparés, se distinguant par la direc- 
tion de la polarisation. Les conditions de continuité de la compo- 
sante normale de D et de la composante tangentielle de E doivent 
être remplies sur les surfaces de séparation entre ces domaines ; 
puisque E := 0, la seconde de ces conditions est remplie identi- 
quement. La première condition suppose que les frontières entre 
les domaines sont parallèles à l’axe des z. 

La forme et les dimensions des domaines sont déterminées par 
la condition de minimum du potentiel thermodynamique total du 
corps. 

Si les détails de cette structure ne nous intéressent pas et que 
l'on ne considère que des portions du corps grandes par rapport 
aux dimensions des domaines, on peut alors introduire l'induction 


moyenne D prise dans de telles portions. Sa composante D, peut 
évidemment prendre les valeurs dans l'intervalle entre les ordon- 
nées des points À et À” sur la fig. 13, c’est-à-dire 


a(6—T) = aæ(9—T) 
y «ET <D,<y 47. (49,10) 


En d’autres termes, si, sur la fig. 13, D, est la moyenne de 
l'induction, le segment vertical AA’ correspondra à la région de 
la structure en domaines, et la courbe BAA’B° (ligne épaisse) à 
tous les états stables du corps. 

Le corps ferro-électrique aura une structure en domaines, en 
particulier dans le cas où il ne se trouve pas dans un champ élec- 
trique extérieur. En effet, nous avons vu au $ 18 que les condi- 
tions d’équilibre thermodynamique en l'absence de champ exté- 
rigur se réduisent aux conditions de minimum absolu de ® en fonc- 
tion de D. avec partout E = 0 !). 

Nous allons passer maintenant aux corps ferro-électriques rele- 
vant (dans la phase non pyroélectrique) du système cubique. La 
symétrie cubique exige que et* — eV = ge = & et admet deux 
invariants indépendants du quatrième ordre formés par les compo- 
santes du vecteur D, lesquels peuvent par exemple être : 


(Di+ Di+ D?) et (DD, + DiDE+ DiD!). 


1) SOuHEnOn qu'il s’agit ici d'équilibre thermodynamique total. Celui-ci 
existe dans les corps ferro-électriques, mais ne peut jamais être réalisé pour 
les corps pyroélectriques ordinaires, vu des difficultés indiquées ci-dessus de 
réorientation de la polarisation (et par suite de formation de domaines) dans 
ces derniers. 
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Le développement du potentiel thermodynamique aura donc la 
forme 


D= Do + PE (DE+ DE + DE) + (DE + DE + D) + 


a TL (D:Dÿ+ DiD?+ DiDE), (19,11) 


où, pour les mêmes raisons que ci-dessus, nous avons posé 
+=a(r — 6), «, B, C étant des constantes. 

Il faut cependant tenir compte de ce que la symétrie cubique per- 
met également l'existence d’un invariant du troisième ordre D,D,D, 
(pour les classes cristallines cubiques 7 et T;n’ayant pas de centre de 
symétrie). Dans ces cas, l’état avec D = 0 ne peut certainement 
pas satisfaire à la condition de stabilité (ne peut correspondre à un 
minimum de ®), de sorte qu’un point de Curie est impossible. 
Donc, la transition ferro-électrique ne peut exister que dans les 
classes O, T,, O} du système cubique; c'est ce que l’on a supposé 
dans le développement (19,11). 

L'ensemble des termes du quatrième ordre dans (19,11) doit 
être une expression essentiellement positive. Pour cela il faut que 


B>0, C>—B. (19,12) 


La polarisation spontanée du corps ferro-électrique en l'absence 
de champ extérieur est déterminée, comme nous l'avons déjà noté 
ci-dessus, par la condition de minimum absolu de ® en fonction 
de D. En particulier, comme le terme du second ordre dans (19,11) 
ne dépend pas de la direction de D, la direction de la polarisation 
spontanée est déterminée par la condition de minimum des termes 
du quatrième ordre pour une valeur absolue D donnée. Deux cas 
sont alors possibles. Si C > B, au minimum de © correspondent 
les directions de D suivant les axes des z, y, z, c'est-à-dire suivant 
l'une des arêtes du cube (directions cristallographiques 1001], [0101, 
1100]). Si, au contraire, C << B, ® atteint le minimum lorsque D 
est dirigé suivant l’une des quatre diagonales spatiales du cube 


{directions cristallographiques [111], [111], etc.), c'est-à-dire lorsque 
DE= Di= Di=+ D. 


Dans le premier cas, la phase pyroélectrique spontanément polarisée 
du corps ferro-électrique est de symétrie tétragonale, et dans le 
second de symétrie rhomboédrique. 

Etudions plus en détail le premier cas (C > B) et adoptons 
la direction de la polarisation spontanée au-dessous du point de 
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Curie pour axe des z. La grandeur de la polarisation spontanée se 
détermine par le minimum de l'expression 


a(9—T) B 
ne 8x D? + 165 D®, 


d'où 


2 a(9—T 
pi=<e7., (19,13) 
La « perméabilité diélectrique» au-dessous du point de Curie est. 
évidemment différente suivant l’axe des z et suivant les axes des x, y. 
Si le champ E est faible, D,, D, et D, — D, seront également. 
faibles. En dérivant l'expression (19,11) on aura pour ce cas 


E,=4n = —a(8—T)D,+BDiæ2BD;(D:— Do), 
z 
E,—4n- 2 [CD —a(8—T)] D», 


Le. "2 
D, — 
d'où 


1 
DD or; É: 
(49,14 


1 


ae a (8—T) (5-1) 


E.. 


Au-dessus du point de Curie la perméabilité diélectrique d’un corps 
ferro-électrique cubique est la même suivant toutes les directions. 
Elle est égale à 

e=—! (19,15} 


! a(T—0) 


Enfin, nous allons brièvement nous arrêter sur les propriétés. 
élastiques des corps ferro-électriques. 

- Suivant sa classe cristalline la phase non pyroélectrique d’un 
corps ferro-électrique peut être piézoélectrique ou non t). Les cris- 
taux piézoélectriques, dont la symétrie admet une liaison piézo- 
électrique entre les déformations et la polarisation suivant l'axe 
ferro-électrique, présentent un intérêt primordial. Ce sont les classes 
cristallines D:, Du, S, ; elles se rapportent au cas où l'induction 
D, suivant l'axe ferro-électrique entre dans le terme piézoélectrique- 


1) La phase non pyroélectrique d’un core ferro-électrique, ayant des 
propriétés piézoélectriques, peut se rapporter à huit des dix classes énumérées 
au $ 17, soit D>:, Dé D2a; Se D3, De, Chr Dah- 
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du potentiel thermodynamique sous la forme suivante 1) : 
— À, zyD:Oxy. 


Quant à l'énergie élastique des cristaux de symétrie indi- 
quée, la composante o., y entre sous la forme 


— UryxyOxv- 


Ainsi, pour le potentiel thermodynamique au voisinage du point 
de Curie on a (pour plus de brièveté on introduit les désignations 
A zy = À Hzyxy = W): 


D=Do+ TT pit Di—AD,G27— dote (19,16) 


Les termes contenant les autres composantes ne nous intéressent 
pas, car ils ne conduisent à aucune anomalie dans les propriétés 
piézoélectriques au voisinage du point de Curie. 

En dérivant ® par rapport à D, et à o,,, on obtient le champ 
£, et la déformation u,,°): 


E,=4n 2D-=a(T— To) D;+BD—4nhosy (19,17) 
Lay = + AD: + Hay. (19,18) 


Dans le domaine non pyroélectrique pour un champ faible E, 
on peut négliger dans (19,17) le terme contenant D:: 


E;=a(T —To) D; —4n0zy. 
En substituant D, ainsi déterminé dans (19,18) on trouve 


À 27rA? 
Ua = To EE + [a arte]: 


Dans cette formule le coefficient auprès de o,, joue le rôle de mo- 
dule d’élasticité pour les déformations pour lesquelles l'intensité 
du champ F, est maintenue constante, tandis que pu dans la formule 
(19,18) est le module d'élasticité pour la déformation à induction 
D, constante. Aussi peut-on écrire 


ut) = pu) + TS : (19,19) 


où les indices supérieurs indiquent le caractère de la déformation. 
Nous voyons que ces deux coefficients se comportent très différem- 


1) Puisque ici nous utilisons le potentiel @ et non © comme au $ 17, le 
tenseur pécore que À.ns ne coïncide pas avec le tenseur y;, x introduit plus 
tôt, tandis que les propriétés de symétrie de ces deux tenseurs sont évidemment 
identiques. 


3) Pour la dérivation par rapport aux composantes u,, voir note, page 107. 
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ment au voisinage du point de Curie: tandis que u{2) est une gran- 
deur constante finie, le module u(£) croît indéfiniment au voisi 
nage du point de Curie. 

Dans le domaine pyroélectrique, la formule (19,18) montre que 
la polarisation spontanée conduit à une certaine déformation du 
corps. En l'absence de contraintes internes et lorsque l'intensité E 
est nulle, la déformation u., est proportionnelle à D,,, c'est-à-dire 


que, conformément à (19,5), elle est proportionnelle à W®© — T. 

Si la symétrie (cubique, par exemple) de la phase non pyro- 
électrique du corps ferro-électrique n’admet pas un effet piézoélec- 
trique linéaire (par rapport à D), les premiers termes différents 
de zéro, dans le développement du potentiel thermodynamique 
suivant les puissances de ©;4 et de D, sont quadratiques par rapport 
aux composantes de D;, c'est-à-dire qu’ils ont la forme suivante 


— YinimDiDrOims (19,20) 


OÙ Yikim est un tenseur du quatrième ordre, symétrique par rapport 
aux paires d’indices à, 4 et !, m. 

On peut avoir des doutes sur la possibilité d'utiliser l’expres- 
sion (19,20) dans le potentiel thermodynamique, car au $ 17 on 
a indiqué que l’on ne peut se servir de ce dernier qu’à condition 
de négliger les effets quadratiques. Les corps ferro-électriques sont 
cependant une exception, car au voisinage du point de Curie l’inten- 
sité E est petite par rapport à l'induction D :). Lorsque l’on a intro- 
duit le potentiel thermodynamique, on a négligé les grandeurs de 
l'ordre de EDu,;z (ou, ce qui est la même chose, de EDo;x); quant 
à l'expression (19,20), elle est de l'ordre de D°ox4. 


1) On peut le voir, par exemple, à partir de la formule (19.4): le premier 
terme du membre de droite de l'égalité contient la grandeur petite 7? — 6, et 
lg second une grandeur du troisième ordre par rapport à D 


CHAPITRE lIIl 


COURANT CONTINU 


$ 20. Densité de courant et conductibilité 


Nous allons passer de l'étude des champs électriques créés par 
des charges immobiles à l'étude du mouvement stationnaire des 
charges dans les conducteurs (courant électrique continu). 

Désignons par j la densité moyenne du flux des charges: c’est 
la densité du courant électrique *). Pour un courant continu, la distri- 
bution spatiale de j ne dépend pas du temps et satisfait à l'équation 
suivante 


divj=0, (20,1) 


qui exprime le fait que la charge moyenne totale dans une partie 
quelconque du conducteur est constante. 

Le champ électrique à l’intérieur du conducteur parcouru par 
un courant continu est également constant et satisfait donc à l’équa- 


tion suivante 


rotE=0, (20,2) 


c'est-à-dire qu’il dérive d’un potentiel. 

Il faut encore adjoindre aux équations (20,1) et (20,2) une équa- 
tion reliant les grandeurs j et E. Cette relation dépend des pro- 
priétés de la substance du conducteur. Dans la grande majorité 
des cas on peut la supposer linéaire (/oi d'Ohm). 

Si le conducteur est homogène et isotrope, cette relation linéaire 
se réduit à une simple proportionnalité 


j =0E. (20,3) 


1) Dans ce chapitre nous ne considérons pas le champ magnétique créé 
par le courant, ainsi que l'influence inverse de ce chap sur le courant. Pour 
en tenir compte, il faut une définition plus précise de la densité de courant; 
c’est ce que nous ferons au $ 29. 
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Le coefficient o dépend du type de conducteur et de son état ; il est 
appelé coefficient de conductibilité ou simplement conductibilité du 
corps. 

Dans un conducteur homogène & = const et en substituant (20,3) 
dans (20,1) on obtient div E = 0. Donc, dans ce cas le potentiel 
du champ électrique satisfait à l'équation de Laplace Ag == 0. 

A la frontière des deux milieux conducteurs la composante 
normale de la densité de courant doit évidemment être continue. 
De plus, conformément à la condition générale de continuité de 
la composante tangentielle de l'intensité (cette condition découle 
de l'équation rot E — 0; comparer (1,7) et (6,9)), le rapport j/o 
doit également être continu. Ainsi, les conditions aux limites pour 
la densité de courant sont: 

Ïni = fn Ju _ je (20,4) 


O1 Oo 
ou pour l'intensité du champ: 
O1Eni =02Enx, Er = Er. (20,5) 


A la frontière du conducteur et du milieu non conducteur on a sim- 
plement j, — 0 ou E, = 01). 

Le champ électrique qui maintient le courant fournit du travail 
mécanique aux particules chargées (porteurs de courant) se dépla- 
<ant dans le conducteur; le travail effectué par seconde par unité 
de volume est évidemment égal au produit jE. Ce travail est dissipé 
dans la substance du conducteur se transformant en chaleur. Ainsi, 
la quantité de chaleur se dégageant par seconde par cm* de conduc- 
teur homogène est égale à 


jE= 0E?= À (20,6) 


{foi de Joule-Lenz). 

* Le dégagement de chaleur conduit à une croissance de l’entropie 
du corps. Pour un dégagement de chaleur égal à dQ — jEdV, l’entro- 
-pre de l'élément de volume considéré augmente de dQ/T. Ainsi, 
la vitesse de variation de l’entropie totale du corps est égale à 


7 \ Elo (20,7) 


1) Remarquons que les équations rot E = 0, div (GE) = 0 et les conditions 
aux limites (20.5) correspondantes sont analogues, du point de vue formel, aux 
équations du champ électrostatique dans les diélectriques et ne s’en distinguent 
qu'en ce que € est ici remplacé par c. Ceci permet de trouver les solutions des 
problèmes de la distribution du courant dans un milieu conducteur infini di- 
rectement d’après les solutions des problèmes électrostatiques analogues. S'il 
y a une frontière entre le conducteur et une substance non conductrice cette 
analogie ne donne rien, car en électrostatique il n°y a pas de milieu avec & = 0. 
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Selon la loi de la croissance de l’entropie, cette dérivée doit 
être positive. En y substituant j — GE, nous voyons que la con- 
ductibilité os doit donc être positive. 

Dans un corps anisotrope (monocristal), les directions des vecteurs 
j et E ne coïncident en général pas et la relation linéaire entre les 
composantes de ces vecteurs s'exprime par les formules: 


ji = Om Er, (20,8) 


où les grandeurs 6;, forment un tenseur symétrique (voir ci-dessous) 
du second ordre (tenseur de conductibilité). 

Il faut remarquer que la symétrie du cristal permet la présence 
d’un terme constant dans la relation linéaire entre j et E, c’est-à-dire 


Ji=0irEr + jf 


où j'” est un vecteur constant. La présence d'un tel terme signi- 
fierait que le conducteur est « pyroélectrique », c’est-à-dire qu’en 
l’absence de courant (j = 0) il y aurait dans le conducteur un champ 
différent de zéro. En réalité, cependant, ceci n’est pas possible 
en vertu de la croissance de l'entropie: le terme j'°E dans l'expres- 
sion sous l'intégrale dans (20,7) pourrait être tant positif que néga- 


tif, par conséquent # ne pourrail pas être une grandeur essentielle- 
ment positive. 


Tout comme dans un milieu isotrope la condition # > 0 exige 
que o soit positif, dans un corps anisotrope elle conduit au signe 
positif des valeurs principales du tenseur 6:4. 

La relation entre le nombre de composantes indépendantes du 
tenseur et la symétrie du cristal est la même que dans tout tenseur 
symétrique du second ordre (voir $ 13): les cristaux biaxes ont 
les trois valeurs principales différentes, deux d'entre elles sont 
égales dans les cristaux uniaxes et toutes les trois sont égales dans 
les cristaux cubiques, c’est-à-dire que par ses propriétés de conduc- 
tibilité un cristal cubique se conduit comme un corps isotrope. 

La symétrie du tenseur de conductibilité 


Oik = Ont (20,9) 


découle du principe de symétrie des coefficients cinétiques. Ce principe 
appartenant à L. Onsager peut être formulé d'une manière plus 
commode (voir V, $ 122; VI, $ 58) pour les applications (ci-dessous 

et $$ 25, 26). 
Soient x, z2, ... certaines grandeurs caractérisant l’état du 
corps en chacun de ses points. Introduisons également les grandeurs : 
X=- (20,10) 


, 
Ta 


9—532 
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où S est l’entropie par unité de volume du corps, la dérivée étant 
prise à énergie constante de ce volume. Dans l’état proche de 
l'équilibre, les grandeurs z, sont voisines de leurs valeurs à l’équili- 
bre et les grandeurs X, sont petites. Or, des processus vont se pro- 
duire dans le corps le ramenant à l'équilibre. En général, on peut 
affirmer que les vitesses de variation des grandeurs z, lors de ces 
processus sont, en chaque point du corps, des fonctions seulement 
des valeurs des x, (ou X,) en ces mêmes points. En développant 
ces fonctions en série suivant les puissances de X, et en se limitant 
aux termes linéaires, on obtient des relations de la forme 
= — D vek. (20,11) 
b 
On peut alors affirmer que les coefficients y,4 (coefficients cinéti- 
ques) sont symétriques par rapport aux indices a et b: 


Vab = Yba- (20,12) 
Pour utiliser en fait ce principe, il faut, après avoir choisi d'une 
manière ou d’une autre les grandeurs zx, (ou directement leurs déri- 


vées z,), déterminer les X, correspondants. Habituellement, on 
peut résoudre ce problème assez facilement au moyen de la formule 
donnant la vitesse de la variation dans le temps de l’entropie totale 
du corps: 


LC —\ D ce Ô7a d, (20,13) 


où l'intégration est étendue à tout le volume du corps. 
Dans le cas considéré, lorsqu'un courant existe dans un con- 
ducteur, cette vitesse est donnée par la formule (20,7). En la com- 


parant avec (20,13), on voit que si pour les grandeurs x, on choisit 
les composantes du vecteur de la densité de courant j, ce sont les 
. composantes du vecteur — E/T qui vont représenter les grandeurs 
correspondantes X,. En comparant les formules (20,8) et (20,11), 
æn voit que les composantes du tenseur de conductibilité multi- 
pliées par 7 jouent le rôle des coefficients cinétiques, et la symétrie 
du tenseur de conductibilité découle ainsi directement des rele- 
tions générales (20,12). 
Problèmes 
1. Un système d'électrodes maintenues à un potentiel constant y, est plongé 
dans un milieu conducteur. Un courant J, s'écoule de chaque électrode. Trouver 


la chaleur Joule totale dégagée par seconde dans le milieu. 
Solution. La chaleur cherchée Q est donnée par l'intégrale 


Q= \ jE dV= — \ j7pdV= —\ div (qi) dV, 
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étendue à tout le volume du milieu. Transformons cette intégrale en intégrale 
de surface, en tenant compte du fait que sur la limite extérieure du milieu 
in = 0, et sur les surfaces des électrodes  — const = ça. Finalement, on obtient : 


Q= © Fala- 


2. Déterminer la distribution du potentiel dans une sphère conductrice où 
le courant J arrive par un pôle et sort par le pôle cRRÉ 
i 


Solution. Au voisinage des pôles O et O0 (fig. 14) le potentiel doit 


avoir respectivement la forme 


J 1 


Hart 


PS0 À 


où R:, R2 sont les distances aux pôles. Ces fonctions satisfont à l'équation de 
Laplace, et les intégrales —o \ Vq-df prises sur des demi-sphères infinitési- 


0 


0’ 
Fig. 14 


males, autour des points O et O”, sont égales à + J. Nous allons chercher le 
potentiel en un point arbitraire P de la sphère sous la forme suivante 


J 1 1 
Pre {5-2 ; 
où w est la solution de l'équation de Laplace n'ayant pas de pôles à l’intérieur 


de la sphère et sur sa surface. Pour des raisons de symétrie il'est évident que 4 
(teut comme œ) n'est fonction que des coordonnées sphériques r et 6. 


Sur la surface de la sphère (r = a), on doit avoir æ = 0. En prenant la 
dérivée, on trouve la condition aux limites pour w : 


ob _ 1 (41 1 - 
"or  2a (5-7) pour r=—a. 
9e 
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Si f (r, 0) est une solution quelconque de l'équation de Laplace, la fonction 


r 
.0 nn | 
\ 1e 0 gr en est égalément une solution !). En comparant avec la condition aux 


ü 
limites écrite ci-dessus, il est facile de voir que la solution 


: 
=+\ -n) + 
LR H Rlr 
0 


Jui satisfait. En substituant F,,2— Va®+r?F2arcosô et en intégrant, 
on obtient finalement: à 
J 1 1 1 a+rcos 8 a—rcos8 
P— 30 {ta (arsh Feino RES O )} ° 
3. Montrer que la distribution d'un courant dans un milieu conducteur 
correspond à un minimum de dissipation de l'énergie. : 
Solution. {Ils'agit du minimum de l'intégrale \ jEdV — \ _. dV avec 


la condition supplémentaire div j = 0 cp la conservation de la charge. 
En prenant la variation par rapport à j de l'intégrale suivante 
va 


( (2 aiv i) av 


(2 est le multiplicateur indéterminé de Lagrange) et en égalant à zéro cette 
variation, on obtient l'équation j — —0oV ou: 


rot À; 
c] 
coïncidant avec les’équations (20, 2) et (20,3). 


$ 21. Effet Hall 


Si le conducteur se trouve dans un champ magnétique extérieur 
H, la relation entre la densité de courant et le champ électrique 
sexprime, comme précédemment, par 


ji=OnEr. 


“ais les composantes du tenseur de conductibilité o,, sont mainte- 
nant des fonctions de H et, ce qui est particulièrement important, 
ne sont plus symétriques par rapport aux indices i, 4. Au $ 20 nous 
avons démontré que ce tenseur est symétrique, à partir du principe 


1) On peut’s’en rendre compte soit par une vérification directe, soit en vertu 
de ce que toute solution f (r, 8) de l’équation de Laplace ne dépendant que des 
variables r, 0 peut être mise sous la forme 


1= Y cnr"Pn (cos 8), 
n 


où c, sont des constantes et P, des polynômes de Legendre. 
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de symétrie des coefficients cinétiques. Mais pour un champ ma- 
gnétique ce principe est formulé d’une manière un peu différente: 
la permutation des indices des coefficients cinétiques exige l’inver- 
sion de la direction du champ magnétique (voir V, $ 122). Donc, 
pour les composantes du tenseur 6,; (H) on aura maintenant les 


relations 
Oir (H) = oni (—H). (21,1) 


Les grandeurs 6; (H) et o:; (H) ne sont pas égales. 

Comme tout tenseur du second ordre, le tenseur 0;, peut être 
divisé en une partie symétrique et une partie antisymétrique que 
nous désignerons respectivement par s;x et @r: 


Oih == Sir + dir. (21,2) 


Sir (H) = sx; (H), ar (H)= — ax (H), (21,3) 
et de (21,1) il vient : 

Sir (H) = Ski: (—H)= six (—H), À 

air (H)= au (—H)= —ax (—H). 
Ainsi, les composantes du tenseur s;, sont des fonctions paires du 
champ magnétique et les composantes du tenseur a;; en sont des 
fonctions impaires. 


Tout tenseur antisymétrique du second ordre 4,4 est équivalent 
à un certain vecteur axial, lié à ses composantes par les relations: 


Par définition 


(21,4) 


Axy — Ars Axz = — Ays y: = Az. (21,5) 


A l’aide de ce vecteur on peut écrire les composantes du produit 
a;xE} sous la forme des composantes du produit vectoriel E X a: 


Ji=OREr= SirEr +(E X ai. (21,6) 


La chaleur Joule dégagée lors du passage d’un courant est donnée 
par le produit ÿE. Comme les vecteurs E X a et E sont perpendi- 
culaires, leur produit est identiquement nul, de sorte que 


jE=sRE:;Ex», (21,7) 


c’est-à-dire que la chaleur Joule n’est déterminée (pour une inten- 
He donnée) que par la partie symétrique du tenseur de conduc- 
tibilité. 

Dans la plupart des cas, on peut admettre que le champ magné- 
tique extérieur est faible ; on peut donc développer les composantes 
du tenseur de conductibilité suivant les puissances de ce champ. 
Comme la fonction a(H) est impaire, seuls des termes de puissances 
impaires vont figurer dans le développement de ce vecteur. Les 
premiers termes du développement sont linéaires par rapport au 
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champ, c’est-à-dire qu’ils sont de la forme 
di = Gr Hre (21,8) 


Les vecteurs a et H sont tous les deux axiaux ; ainsi, les constantes 
x forment un tenseur ordinaire (polaire). Dans le développement 
des fonctions paires s;,(H) n'’entreront que des termes de puissan- 
ces paires. Le premier terme du développement est la conductibi- 
lité of en l'absence de champ, les premiers termes correctifs sont 
quadratiques par rapport au champ: 


Sin = Ok + BirimiHm- (21,9) 


Le tenseur fix, est symétrique tant par rapport aux indices à, k, 
que par rapport aux indices /, m. 

Ainsi, l'effet principal, linéaire par rapport au champ, donnant 
l'influence du champ magnétique se trouve contenu dans le terme 
E X a (effet Hall). Cet effet est dans l'apparition d'un courant 
perpendiculaire au champ électrique et proportionnel au champ 
magnétique. Il faut cependant tenir compte de ce que, dans le cas 
général d'un milieu anisotrope arbitraire, le courant dû à l’effet 
Hall n'est pas l'unique qui soit perpendiculaire à E; le courant 
Sik£x, qui ne représente pas le courant de Hall, peut également 
avoir de telles composantes. 

Les formules inverses donnant le champ E en fonction de la 
densité de courant font apparaître un autre aspect de l'effet Hall: 


Ei= Ciiire 


Le tenseur inverse ol, tout comme le tenseur o::, peut être 
décomposé en une partie symétrique (que l’on désigne par px) et 
une partie antisymétrique, équivalente à un certain vecteur axial b: 


0 Ei= pinir +(ÿ X bh. (21,10) 


Le tenseur p;,4 et le vecteur b ont les mêmes propriétés que s;4 et a. 
En particulier, dans les champs faibles, le vecteur b est lié linéaire- 
ment au champ magnétique. Dans les formules (21,10), l'effet Hall 
est représenté par le terme j X b, ce qui signifie l'apparition d’un 
champ électrique, perpendiculaire au courant et proportionnel au 
champ magnétique (et au courant j). 

Toutes les relations écrites ci-dessus se simplifient beaucoup 
lorsque le conducteur est isotrope. Dans ce cas, des considérations 
de symétrie montrent que le vecteur b (ou a) ne peut être dirigé 
que suivant le champ magnétique. Seules les composantes Prx = Pyy 
et p,, du tenseur p;, sont différentes de zéro, l’axe des z étant choisi 
suivant la direction du champ. Désignons ces deux grandeurs respec- 
tivement par po, et py, choisissons le plan xz de telle sorte qu'il 
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passe par la direction du courant, nous aurons alors 
Ex=01jx E,= — Dj, E:=p1j:. (21,11) 


D'où l’on voit que dans un conducteur isotrope le champ de Hall 
est l'unique champ électrique qui soit perpendiculaire simultané- 
ment au courant et au champ magnétique. 
Dans les champs magnétiques faibles la relation entre les vecteurs 
b et H (dans un corps isotrope) est donnée simplement par l’expres- 
sion suivante: 
b= — RH. (21,12) 


La constante R (constante de Hall) peut être tant positive que néga- 
tive. Pour ce qui est des termes quadratiques par rapport à # de 
la relation entre E et j (ces derniers entrant par l’intermédiaire 
du tenseur p::), leur forme est évidente, car les seuls vecteurs que 
l'on puisse former à partir de j et H (linéaires par rapport à j et 
quadratiques par rapport à H) sont H (jH) et jH*. C’est pourquoi 
la forme générale de la relation entre E et j dans un corps isotrope, 
compte tenu des termes quadratiques par rapport à H, est donnée 
par la formule 


E=p°j+R(H x j)+ BiA+ BH (Hj). (21,13) 


Problème 

Exprimer les composantes du tenseur inverse oï% en fonction des compo- 
santes 5; et a. 
* Solution. Le plus simple est de faire les calculs en chosissant un 
système de coordonnées zx, y, z tel que les axes soient les axes principaux du ten- 
seur sx; de sorte que la forme des expressions obtenues permettra de trouver 
leur forme générale dans un système de coordonnées arbitraire. Le déterminant 
du tenseur est 


Sxx a; — y 
; 2 
1o]=| —a; Syy dx = SxxSyySzz + Sxxa + Spor + s::a5. 
dy —0x Szz 


{l est évident que dans le cas général on a 


1ol=1s|+simaax. 

A partir des mineurs de ce déterminant on trouve les composantes du ten- 
seur inverse 

SyySzz + a? axay — 

vySzz + x x y — ArSzz 

1— Œ—— ll — = —_—_ ————— 
Oxx = Pxx To] , 0x = Pzy +bz [ol sn... 

Les expressions générales donnant les expressions ci-dessus pour le système 
de coordonnées choisi sont 


1 
Pi = of A [s[+ aan}, 


1 
bi= = Io] SiRGR 
ce qui résout le problème posé. 
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$ 22. Potentiel de contact 


Pour extraire d’un conducteur, par sa surface, une particule 
chargée, il est indispendable de lui fournir un certain travail. On 
appelle travail de sortie le travail qu’il faut fournir à la particule 
pour l’extraire d’une manière réversible du point de vue thermody- 
namique. Cette grandeur est toujours positive; ceci découle immé- 
diatement du fait qu'une charge ponctuelle est attirée par tout 
corps neutre, y compris n'importe quel conducteur (voir $ 14). 
Ci-dessous, il sera plus commode de rapporter ce travail à l'unité 
de charge (positive); le signe du « potentiel de sortie» W ainsi 
défini coïncide avec le signe de la charge de la particule extraite. 

Le travail de sortie dépend tant du type de conducteur (et de 
son état thermodynamique: température, densité) que du type de 
particule chargée. Par exemple, pour un même métal le travail 
de sortie est différent suivant que l’on extrait de sa surface un 
électron de conduction ou un ion. Il faut également souligner que 
le travail de sortie est une grandeur caractérisant la surface du 
conducteur et non ses propriétés volumiques. Ainsi, il dépend, par 
exemple, de l’usinage de la surface et de sa « propreté ». Si le con- 
ducteur est un monocristal, le travail de sortie est différent pour 
différentes faces. 

Pour mieux comprendre la nature physique de la relation entre 
le travail de sortie et les propriétés de la surface, nous allons établir 
le lien existant entre celui-ci et la structure électrique de la couche 
superficielle de la substance. Si p (r) est la densité des charges, 
non moyenne par rapport aux éléments de longueur physiquement 
infinitésimaux suivant l’axe des z (perpendiculaire au plan de la 
couche), nous pouvons écrire l'équation de Poisson dans la couche 
superficielle : 


{ d _ — 4Tp. 


° dz® 
Supposons que la région du conducteur correspond à z<U. 
En intégrant une première fois, on obtient 


— = —4n ( p dx. 


—œ0 


En effectuant la seconde intégration par parties, on a 


P— Po = —ANX ( pdr +4 ( zpdz. 


—œ 
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x 
Pour zx —> œ l'intégrale \ p dx tend rapidement vers zéro (car la 


—00 
surface d'un conducteur non chargé est électriquement neutre). 
Donc 


+0 
g(+o)—p(—o)=Ax | zpaz. 


L'intégrale figurant dans le membre de droite de l'égalité corres- 
pond au moment dipolaire des charges distribuées au voisinage 
de la surface du corps. Cette distribution se présente sous la forme 


Fig. 15 


d’une « couche double » dans laquelle les charges de signe contraire 
sont séparées de telle sorte que le moment dipolaire du système 
soit différent de zéro. La structure de la couche double dépend 
évidemment des propriétés de la surface (direction cristallographi- 
que, impuretés, etc.). Quant à la différence de potentiel de sortie 
des diverses surfaces d'un même conducteur, elle est déterminée 
par la différence entre leurs moments dipolaires. 

Si deux conducteurs différents se trouvent en contact, ils peuvent 
échanger des particules chargées. Les charges passeront du corps 
de travail de sortie moindre au corps dont le travail de sortie est 
supérieur, jusqu’à ce que la différence de potentiel n’arrête le passage 
des charges; celle-ci est appelée potentiel de contact. 

On trouvera sur la fig. 15 la section transversale de deux con- 
ducteurs en contact (a et b) au voisinage de leurs surfaces libres 
AO et OB. Soient q, et p, respectivement les potentiels de ces 
surfaces ; le potentiel de contact est la différence qu = P5 — @a- 
La relation quantitative entre cette différence de potentiel et le 
travail de sortie peut être établie à partir de la condition d'équilibre 
thermodynamique. Considérons le travail que l’on doit fournir à 
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une particule de charge e pour l’extraire du conducteur a par la 
surface AO, puis la transporter sur la surface OB et enfin l'intro- 
duire à l’intérieur du conducteur b. A l'état d'équilibre thermody- 
namique ce travail doit être nul ‘). Le travail fourni à la particule 
dans chacune des trois parties indiquées du chemin est respective- 
ment eW,, e (ps — p,) et —eW',. En égalant leur somme à zéro, 
on trouve la relation cherchée 


Pab = Wir —Wa. (22,1) 


Ainsi, la différence de potentiek de contact entre les surfaces voisines 
libres de deux conducteurs en contact est égale à la différence de 
leurs potentiels de sortie. 

Le potentiel de contact conduit à l'apparition d’un champ 
électrique dans l’espace hors des conducteurs. On peut facilement 
calculer ce champ au voisinage du contact. Au voisinage immédiat 
de la ligne de contact (point © sur la fig. 15) les surfaces des con- 
ducteurs peuvent être considérées comme planes. Le potentiel du 
champ hors des conducteurs satisfait à l'équation 

1 9 â 4 0? 

apr (r SE) +7 5 = 0 
(r, 8 étant les coordonnées polaires à l’origine au point O), et sur 
AO et OB ce potentiel doit avoir des valeurs constantes données. 
Nous ne nous intéressons qu’à la solution contenant la puissance 
la plus basse de r: ce sera le terme principal du développement du 
potentiel suivant les puissances de la distance r suffisamment petite. 
Cette solution est @ = const-6. En comptant l'angle 6 à partir 
de AO et en posant arbitrairement son potentiel sur AO égal à zéro, 
on obtient: 

p=+20, (22,2) 
dù a est l'angle AOB. Ainsi, les lignes équipotentielles (dans le 
plan du dessin) sont des rayons droits divergeant du point O. Les 
lignes de force forment donc une famille d’arcs de circonférences 

-ntrées au point O. L’intensité du champ est 


= — 199  __ Pab 1 
== . (22,3) 


c’est-à-dire qu'elle décroît en raison inverse de la distance au point O. 
Comme nous l'avons déjà indiqué, des potentiels « de contact » 
existent, également entre les différentes faces d’un monocristal 


1) En réalité, le passage de la particule d'un conducteur à l’autre ne peut 
évidemment s'effectuer que par leur surface de contact et non par l’espace en- 
vironnant. Cependant, ici le travail ne dépend pas du chemin. 
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métallique. Ainsi, le champ électrique du type décrit ci-dessus 
doit exister au voisinage des arêtes du cristal !). 

Si nous avons une connexion en série de plusieurs conducteurs 
métalliques (se trouvant à une même température), la différence 
de potentiel entre les conducteurs extrêmes est égale [on peut faci- 
lement s'en rendre compte à partir de la formule (22,1)] à la diffé- 
rence de leurs potentiels de sortie, tout comme pour deux conduc- 
teurs en contact direct. En particulier, si aux extrémités du 
circuit se trouvent des métaux identiques, la différence de potentiel 
entre eux est égale à zéro. Ceci était, d'ailleurs, évident à l'avance, 
car s’il existait une différence de potentiel entre des conducteurs 
identiques, un courant coulerait si le circuit était fermé, ce qui 
est en contradiction avec le second principe de la thermodynamique. 


$ 23. Elément galvanique 


La remarque faite à la fin du paragraphe précédent n’est plus 
valable si le circuit contient des conducteurs où les porteurs de 
courant sont de nature différente (métaux et solutions d'électroly- 
tes). Comme le travail de sortie d'un même conducteur est différent 
pour différentes particules chargées (électrons, ions), la somme de 
toutes les différences de potentiel de contact du circuit est ici diffé- 
rente de zéro, même si les conducteurs aux extrémités sont identiques. 
Cette somme est appelée force électromotrice (f.6.m.) dans le circuit ; 
ce n’est rien d’autre que la différence de potentiel entre deux con- 
ducteurs identiques se trouvant aux extrémités d’un circuit ouvert. 
Lorsque l’on ferme un tel circuit, il y apparaît un courant; c’est 
là le principe de base des éléments galvaniques. Les transformations 
chimiques ayant lieu dans l'élément servent de source d'énergie 
permettant de maintenir la circulation du courant. 

Après avoir fait le tour complet d'un circuit fermé, on doit 
évidemment retrouver la valeur initiale du potentiel de champ, 
c'est-à-dire que sa variation totale doit être égale à zéro. Considé- 
rons, par exemple, un contour sur la surface des conducteurs. Lors- 
qu'on passe d’un conducteur à l’autre, le potentiel fait des sauts q,4. 
La chute de potentiel suivant la longueur de chacun des conduc- 
teurs où il existe un courant J (courant total à travers la section), 
est égale à AJ, où R est la résistance du conducteur. Donc, la va- 
riation totale du potentiel le long du circuit est 


D Fab — » JR. 
En égalant à zéro cette expression et en remarquant que le courant 
J est constant le long de tout le circuit et que la somme De est la 


1) Dans les conditions réelles, tous ces champs sont habituellement com- 
pensés par le champ des ions issus de l'atmosphère et « s'accolant » à la surfac 
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force électromotrice £&, on trouve: 
JÜR=—E, (23,1) 


or, le courant apparaissant dans un circuit comprenant un élément 
galvanique est égal à la force électromotrice divisée par la résistance 
totale de tous les conducteurs du circuit (y compris bien entendu 
la résistance interne de l'élément). 

Bien que la force électromotrice de l'élément galvanique puisse 
s'exprimer comme la somme des potentiels de contact, il est très 
important de souligner qu’en réalité c'est une grandeur thermody- 
namique déterminée uniquement par les états volumiques des con- 
ducteurs et en aucun cas par les propriétés de leurs surfaces de 
séparation. Ceci est évident parce que & est justement le travail 
(par charge unitaire) qu’il faut fournir à une particule chargée, 
pour qu’elle passe dans le sens inverse le long de tout le circuit 
fermé. 

Pour illustrer ceci, considérons un élément galvanique composé 
de deux électrodes métalliques (métaux À et B) plongées dans une 
solution d’électrolytes AX et BX (X- est un anion quelconque). 
Soient &A et & les potentiels chimiques des métaux À et B, et 
Gax, Gex les potentiels chimiques des électrolytes dans la solu- 
tion !). Le passage d’une charge élémentaire e le long d’un circuit 
fermé signifie qu’un ion 4À* est passé de l’électrode À dans la solu- 
tion, et qu’un ion B+ est passé de la solution à l’électrode, la varia- 
tion des charges des électrodes étant compensée par le passage d’un 
électron de l’électrode À à l’électrode B par la partie extérieure 
du circuit. Ces processus ont pour résultat que l’électrode À perd 
un atome neutre et l’électrode B en acquiert un, tandis que dans 
la solution de l’électrolyte une molécule BX est remplacée par AX. 
Comme le travail effectué lors d’un processus réversible (à tempé- 
rature et pression constantes) est égal à la variation du potentiel 
thermodynamique du système, on trouve la relation 


_ CE A8 = (On — Cpx) — (Ca —Cax), (23.2) 


qui exprime la f.é.m. de l'élément en fonction des propriétés volu- 
miques des électrodes et de la solution de l’électrolyte. 

Ecrite sous cette forme, (23,2) permet d'arriver à la conclusion 
que si dans une solution il y a trois électrolytes (AX, BX, CX) 
et que les électrodes métalliques À, B, C y sont plongées, les f.é.m. 
entre chaque paire d'’électrodes sont liées par la relation 


Éas + Ënc = Eac- (23,3) 


FA 


1) Dans ce paragraphe nous supposons que le potentiel chimique est comme 
habituellement déterminé par rapport à une particule. 
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Les relations thermodynamiques générales permettent de relier 
la f.é.m. de l'élément galvanique à l'effet thermique accompagnant 
le passage du courant dans le circuit, qui, dans les conditions réelles, 
est évidemment irréversible. Soit Q la quantité de chaleur dégagée 
(tant dans l'élément lui-même que dans la partie extérieure du 
circuit) lors du passage d’une charge unitaire; ce n’est rien d’autre 
que la chaleur thermochimique de la réaction, ayant lieu à l’inté- 
rieur de l'élément galvanique lors du passage du courant. Confor- 
mément à la formule thermodynamique bien connue (voir V, $ 92), 
elle est liée au travail & par la relation suivante 


0 (6 
Q= 75 (+). (23,4) 
La détermination de la dérivée partielle par rapport à la tempéra- 
ture figurant ici dépend des conditions du processus; ainsi, si le 
courant circule à pression constante (ce qui a lieu habituellement), 
on dérive à pression constante. 


$ 24. Electrocapillarité 


La présence de charges sur la surface de séparation entre deux 
milieux conducteurs influe sur la tension superficielle qui y existe: 
cet effet est appelé électrocapillarité. En fait, il s’agit de deux milieux 
liquides — habituellement c'est un métal liquide (mercure) et la 
solution de l'électrolyte. 

Désignons par ®, et 2 les potentiels des deux conducteurs, 
et par e, et e2 les charges disposées au voisinage de leur surface 
de contact. Ces dernières sont égales en valeur absolue et de signe 
contraire, elles forment ainsi une couche double le long de cette 
surface. 

Pour la différentielle du potentiel & d’un système de deux 
conducteurs, compte tenu de leur surface de séparation, à pression 
et température données, on a 


dÿ — ads — ed, — e4p2. (24,1) 


Le terme «dS correspond au travail de la variation réversible de 
l’aire S de la surface de séparation (& étant le coefficient de la ten- 
sion superficielle; voir V, $ 142). 

Au lieu du potentiel thermodynamique & dans (24,1), on peut 
écrire seulement la « partie superficielle » %,, car la partie volu- 
mique, à pression et température données, est de toute façon cons- 
tante et ne nous intéresse pas ici. En désignant 4 = —e =e 
et en introduisant la différence de potentiel @ = ®@1 — >», on écrit 
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(24,1) sous la forme 


dÿs = adS — ed. (24,2) 
11 s'ensuit que 


2B4\ _ 
(&) LE œ, (24,3) 
æ étant exprimé en fonction de q. En intégrant cette relation on 


trouve que &, = aS. En substituant ce résultat dans (24,2), on 
obtient d (aS) = adS — edp ou Sdx = — edp, d'où 


ô0œ 
O= — (+) P,T' (24,4) 
où ©o = e/S est la charge par cm° de surface. La relation (24,4) 
(obtenue pour la première fois par Lippmann et Gibbs) est la for- 
mule fondamentale de la théorie des effets d’électrocapillarité. 
A l'équilibre, le potentiel thermodynamique & doit être mini- 
mal pour des valeurs données des potentiels électriques des conduc- 
teurs. En considérant ce potentiel comme une fonction des charges 
superficielles e, on écrit les conditions nécessaires de minimum: 
0Ps Ps 
me 0 as 0, (24,5) 
où les dérivées sont supposées prises à aire S constante. Pour cal- 
culer les dérivées, exprimons %, en fonction du potentiel ther- 
modynamique %,=%,(e) conformément à 


Ds = Ps (e)— E1P1 — E2P2 = Ds (e) — y. (24,6) 


La condition suivant laquelle la dérivée première doit être nulle 
donne 


de dæ P— 0, 
la condition suivant laquelle la dérivée seconde est positive prend 
la, forme . 
, Te _ PPe _ 99 _ 1 29 — 9 
de? de? de $S 06 U 
ou 
PE dc 


3% > 0 (24,7) 


Cette condition paraît naturelle si l’on considère la couche double 
comme un « condensateur » de capacité 0e/0. 

En différentiant l'égalité (24,4) par rapport à q et en utilisant 
(24,7) on trouve que 


ce1 
pe < 0. (24,8) 
Ceci veut dire qu’au point où RER — 0, la courbe de & en 


(') 
fonction de @ a un maximum. 
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$ 25. Effets thermoélectriques 


La condition de l'absence de courant dans un métal correspond 
à l'équilibre thermodynamique par rapport aux électrons de con- 
duction. Cette condition exige à la fois la constance de la tempé- 
rature (le long du corps) et la constance de la somme ep + &o, où 
&o est le potentiel chimique des électrons de conduction du métal 
(pour = 0) :). Si nous avons un métal de composition non homo- 
gène, & varie le long du métal même si la température est constante. 
Ainsi donc, dans ce cas, la constance du potentiel électrique q ne 
conduit nullement à l'absence de courant bien que l'intensité 
E — — grad soit nulle. C'est ce qui fait que la définition habituelle 
de @ (comme la valeur moyenne du potentiel réel) n'est pas com- 
mode lorsque l’on veut considérer également les conducteurs non 
homogènes. 

Il est naturel d'adopter pour nouvelle” définition du potentiel 
la somme œ + &/e que nous désignerons simplement par @ ©). Dans 
un métal homogène ceci conduit à l'addition au potentiel d’une 
constante sans importance. Ainsi, l'e intensité » = — grad q- 
(dont nous allons nous servir) ne coïncide avec l'intensité moyenne 
réelle que dans un métal homogène, et, dans le cas général, elle 
s'en distingue par le gradient d'une certaine fonction d'état. 

Suivant une telle définition, le courant s’annule avec l'inten- 
sité à l'équilibre thermodynamique (par rapport aux électrons de 
conduction), et la relation entre j et E est j = ©E (ou j; = 6:4E 3) 
même dans un métal de composition hétérogène. 

Considérons maintenant un métal chauffé non uniformément. 
à l'intérieur duquel l'équilibre thermodynamique (électronique; 
n'est pas réalisé. L’intensité E est alors différente de zéro même 
en l'absence du courant. Dans le cas général, lorsque tant la densité 
de courant j que le gradient de la température VT sont différents 
de zéro, la relation entre ces grandeurs et l'intensité du champ 
peut être écrite sous la forme suivante 


=+i+avr, (25,1) 


où © est la conductibilité habituelle. et & une autre grandeur carac- 
térisant les propriétés électriques du métal. Pour plus de simpli- 
cité nous supposons ici que la substance est isotrope (ou de symétrie 


1) Voir V, $ 24; ici & est le potentiel chimique rapporté d'une façon ha- 
bituelle à une particule (électron). 

2) On peut formuler cette définition autrement: la nouvelle valeur de ep 
est la variation de l'énergie libre lorsque l’on introduit (d’une manière iso- 
thermique) un électron dans le métal; en d’autres termes, q = 9F/6p, où F 
est l'énergie libre du métal, et p la charge des électrons de conduction. rappor- 
tées à l'unité de volume. 
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cubique) ; nous pouvons ainsi écrire les coefficients de proportionna- 
lité comme des grandeurs scalaires. La relation linéaire donnant E 
en fonction de VT ne représente bien entendu que le premier terme 
du développement, ce qui est suffisant puisque le gradient de tem- 
pérature est pratiquement toujours petit. 

La même formule (25,1) écrite sous la forme 


j=0(E—-avT) (25,2) 


montre que dans un métal chauffé non uniformément un courant 
peut circuler, même si l'intensité E est égale à zéro. 

En plus de la densité de courant j considérons également la 
densité du flux d'énergie, que nous désignerons par q. Ce flux con- 
tient avant tout la grandeur œj due au fait que chaque particule 
chargée (électron) transporte l'énergie ep. Cependant, la diffé- 
rence q — œj ne dépend plus du potentiel lui-même et peut, dans 
le cas général, être mise sous la forme d’une fonction linéaire des 
gradients Vo = — E et VT, comme dans la formule (25,2) pour 
la densité de courant. Pour le moment, écrivons cette formule 


sous la forme 
q—pi=BE—7yvT. 


Le principe de symétrie des coefficients cinétiques permet de relier 
le coefficient B et le coefficient a dans l'expression (25,2). 

A cette fin, calculons la vitesse de variation de l'entropie totale 
du conducteur. La quantité de chaleur dégagée par unité de temps 
et de volume est —div q. On peut donc écrire 


d# divq 
= —\ 7 dv. 
Puis en utilisant l'équation div j—0, on écrit: 
4 1 1 : : ste À: : Ej 

e 7m iva=-g div (q—qi)+divi}=+-div(q— qi). 
Le premier terme est intégré par parties, et nous avons 
df __Ç Ei (a— à) VT 

= \ + av — \ ART av. (25,3) 


Cette formule montre que si pour les grandeurs 0x,/0t (voir $ 20) 
on prend les composantes des vecteurs j et q — œj, alors les compo- 
santes des vecteurs —E/T et VT/T®° représenteront les grandeurs 
X, correspondantes. Donc, dans les En 


4 


j=07 À —oaT° Les : 


q— — qi = 87 Te e 


les coefficients oa4T® et BT doivent être égaux. 
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Ainsi, B—oa7, et on a 
q—œpj=0aTE—7YvT. 


Enfin, en exprimant ici E en fonction de j et de V7 conformé- 
ment à (25,1), on obtient l'expression suivante : 


q=(p+aT)j—xVT, (25,4) 


où l’on a introduit la désignation x — y — Ta*o. La grandeur x 
n’est rien d'autre que le coefficient de conductibilité thermique, 
déterminant le flux de chaleur en l'absence de courant électrique. 

Il faut remarquer que la condition rendant la dérivée d#f/dt 
positive ne conduit pas à de nouvelles restrictions pour les coeffi- 
cients thermoélectriques. En substituant (25,1) et (25,4) dans (25.3). 


on obtient 
LE CL +IES) av > 0 (25,5) 
dt = \ oT TÈ , _n 


d’où il vient seulement que les coefficients de conductibilité ther- 
mique et électrique sont positifs. 

Dans les formules écrites ci-dessus, nous avons admis tacite- 
ment que l'hétérogénéité de la pression (ou de la densité) à tempé- 
rature constante ne peut conduire à l'apparition d’un champ (ou 
d’un courant) dans le conducteur; pour cette raison dans (25.2 
et (25,4) nous n'avons pas écrit de termes proportionnels à Vp. 
En effet, l'existence de tels termes contredirait la loi de la croissance 
de l’entropie: dans l'expression sous l'intégrale de (25,5) appa- 
raîtraient des termes contenant les produits de signes variables 
jVp et VTVp, l'intégrale ne saurait donc être essentiellement posi- 
tive. 

Les relations (25.1) et (25,4) contiennent divers effets thermo- 
électriques. Considérons la chaleur — div q dégagée par seconde par 
unité de volume du conducteur. En dérivant l'expression (25,4), 
on trouve 


Q=—divq—div(xVT)+Ej—jv (aT), 


ou, en substituant (25,1), " 
Q=div (xVT) + L-—TiVa. (25,6) 


Le premier terme de cette somme est lié à la conductibilité thermi 
que pure, et le second, qui est proportionnel au carré du courant, 
peut être appelé chaleur Joule. C’est le troisième terme contenant 
les effets thermoélectriques spécifiques qui nous intéresse ici. 
Supposons que le conducteur est homogène. La variation de la 
grandeur a n’est alors liée qu’au gradient de la température et on 


10— 532 
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peut écrire Va — = VT; si, comme c'est habituellement le cas. 


la pression est constante le long du corps, la grandeur = est égale 


à la dérivée (&). Ainsi, la chaleur dégagée que nous cherchons 


(effet Thomson) est 
piVT, où p=—T +. (25,7) 


La grandeur p est appelée coefficient de Thomson. Remarquons que 
cet effet est proportionnel au courant et non à son carré comme la 
chaleur Joule. Pour cette raison cet effet change de signe lorsque 
l’on inverse le courant. Le coefficient p peut être tant positif que 
négatif. Si p > 0, la chaleur de l'effet Thomson est positive (déga- 
gement de chaleur) lorsque le courant circule dans le sens de l’aug- 
mentation de la température; au contraire, lorsque le courant 
coule dans le sens inverse, la chaleur est absorbée; pour p <:0. 
on obtient les relations inverses. 

Un autre effet thermique (effet Peltier) apparaît lorsqu'un cou- 
rant traverse le contact (soudure) de deux métaux différents. Sur 
la surface du contact, la température et le potentiel sont continus. 
de même que les composantes normales des vecteurs de densité 
du courant et de densité du flux d’énergie. En affectant des indices 1 
et 2 les valeurs des grandeurs pour les deux métaux et en égalant 
les valeurs des composantes normales de q (25,4) des deux côtés 
du contact, on obtient, compte tenu de la continuité de @, T, j,: 


(—* ) f= — jxT (@2— @i) ; 


l'axe des x est dirigé suivant la normale à la surface. Si la direction 
positive de l’axe des x va du métal Z vers le métal 2, l'expression 
sé trouvant dans le membre de gauche de l'égalité représente 
là quantité de chaleur évacuée par seconde par cm° de surface du 
contact par conduction thermique. Ces pertes compensent la chaleur 
dégagée dans le contact, représentée par l'expression figurant dans 
le membre de droite de l'égalité. Ainsi, la chaleur dégagée (par 
seconde) par unité de surface du contact est égale à 


Tux, où Ii = — 7 (a— 04). (25,8) 


La grandeur Il; est appelée coefficient de Peltier. Tout comme 
l'effet Thomson, cet effet est proportionnel au courant et change 
de signe lorsque l’on inverse le sens de celui-ci. Remarquons que 
le coefficient de Peltier est additif, ce qui s'exprime par l'égalité 
IL: = Ils + Il3, où les indices 1, 2, 3 se rapportent à trois 
métaux différents. 
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En comparant les formules (25,7) et (25,8), on voit que les 
coefficients de Thomson et de Peltier sont liés par la relation 


d I 
Pe — Pi = nn (25,9) 


Considérons maintenant un circuit ouvert contenant deux con- 
tacts, les deux conducteurs extrêmes étant des métaux identiques 
(métal Z, fig. 16). Supposons que les soudures (points b et c) se 


nl _—— 


a à c d 
7 / 
7 £ 
Fig. 16 


trouvent à des températures différentes T; et T2, et que les tem- 
pératures des deux extrémités du circuit (points a et d) sont identi- 
ques. Il y a alors une différence de potentiel entre ces extrémités 
appelée force thermoélectromotrice. Désignons-la par &r. Pour cal- 
culer cette force posons j — 0 dans (25,1) et intégrons l'intensité 
E — aVT suivant toute la longueur du circuit (axe des x): 


d d 
Er = \ a dr= \ a aT. 


a 


L'intégration de c à d et de a à b s'effectue en fait sur la température 
de T: à T; dans le premier métal, et l'intégration de b à c entre 
Ti; et T2 dans le second métal. On trouve donc 


Ta 
Sr= \ (t2— ou) dT. (25,10) 
T1 


En comparant avec (25,8), nous voyons que la force thermoélectro- 
motrice et le coefficient de Peltier sont liés par la relation 


Ta 
8r= — De dr. (25,11) 
Ti 


Les formules (25,9) et (25,11) sont appelées relations de Thomson. 

Enfin, écrivons les formules donnant le courant et le flux de 
chaleur dans un conducteur anisotrope. Ces formules peuvent être 
obtenues à l’aide du principe de symétrie des coefficients cinéti- 


10+ 
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ques d’une manière analogue aux formules (25,1), (25,4) ; cela donne : 


De ôT 
Ei= oi ir + @in Er 
_ (25,12) 
—phi=Tanijn —%in 7° 


6%} étant le tenseur inverse du tenseur de conductibilité o;,; les 
tenseurs ox et x;, sont symétriques. Quant au tenseur thermoélec- 
trique &:,, dans le cas général, il n’est pas symétrique. 


Problème 


Trouver les relations reliant les coefficients des divers effets thermogalva- 
aomagnétiques, c'est-à-dire les effets apparaissant lors du passage du courant 


en présence à la fois de champs électrique et magnétique et d’un gradient de 


température. 

Solution. L'étude est analogue à celle faite ci-dessus pour les effets 
thermoélectriques. Dans notre cas, il est plus commode de passer directement 
à la forme tensorielle qui est également applicable aux conducteurs anisotropes. 
Ecrivons la densité du courant électrique j et le flux de chaleur q sous la forme 
suivante 


| Er a fi 

Hair + bin Ge (+) D 
Eh à 1 (y 

qi — Qli = Cih 7 tm da (+) , 
où tous les coefficients sont des fonctions du champ magnétique. Conformément 
au principe de symétrie des coefficients cinétiques, on a 
ain (H)=an;:(—H), dir (H)=dri (—H), 

bix (H) = cr; (—H). 

(1) permet d'exprimer E et q — pjen fonction de j et de V7 ; on obtient alors : 


. oT 
E=ojir + aR Gn* 


(2) 


3 
7 qi qit= Brain wir D, . 
où les tenseurs o-1, &«, B, x sont des fonctions des tenseurs a, b, c, d et ont 
les propriétés suivantes de symétrie, apparaissant par suite des relations (2): 
où (H) = 0%; (—H), 
%in (H) = %ri (—H), (4) 
+ Bin (H) = Tan (—H). 


Co sont les relations cherchées écrites sous leur forme la plus générale. Elles 
généralisent les relations trouvées au $ 25 pour le cas où il n’y a pas de champ 
magnétique et au & 21 pour le cas où il n’y a pas de gradient de température. 
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Pour un conducteur isotrope, dans un champ magnétique faible, on a aux 
termes du premier ordre en H près: 


= + avT+R(HX HN (HXVT), (5) 
q—pj=aTj—*VT-+NT(HXj)+L(HXVT). (6) 


s, x sont les coefficients ordinaires de conductibilité électrique et thermique, 
a le coefficient thermoélectrique figurant dans (25,1), À le coefficient de Hall, 
et NV, L des coefficients nouveaux. Le terme 4 (H X V7) exprime l'influence du 
champ magnétique sur la force thermoélectromotrice (effet Nernst), et le terme 
L (H X VT) l'influence du champ magnétique sur la conductibilité thermique 
(effet Leduc-Righi). 

A la frontière des deux milieux, les composantes normales des vecteurs j 
et q sont continues, donc celles du vecteur 


—4VT+aTj+ NT(HXj)+L(HX VT) 


le sont également. Le terme NT (H X j) représente l'influence du champ ma- 
gnétique sur l'effet Peltier (effet Ettingshausen). 


- 


La quantité de chaleur dégagée par seconde par unité de volume du conduc- 
teur est Q = —div q. Il faut y substituer q de (6), puis remplacer —Vq = E par 
l'expression prise dans (5). Si le conducteur est homogène de par sa composition, 
les grandeurs &, {V, L, ... ne sont fonctions que de la température, de telle 
sorte que leurs gradients sont proportionnels à VT. Lors du calcul on néglige 
tous les termes proportionnels au carré de H ; à cette approximation on peut 
admettre que rot (j/o) = rot E — 0. Remarquons ensuite que pour un champ 
extérieur H (dont les sources se trouvent hors du conducteur considéré) on 
a rot H—01). Enfin, div j — 0, comme toujours pour le courant continu. 
Finalement le calcul donne: 


ue i Ti 1 d 2) ti 


Le dernier terme correspond à la variation de l'effet Thomson due à la présence 
du champ magnétique. 


$ 26. Phénomènes de diffusion électrique 


La diffusion conduit à l'apparition dans les solutions d'élec- 
trolytes des phénomènes spécifiques qui n'ont pas lieu dans les 
conducteurs solides. 

Pour plus de simplicité, nous allons supposer que la tempéra- 
ture est constante dans toute la solution. Nous nous limitons alors 
au cas des phénomènes de diffusion pure, non accompagnés d'effets 
thermoélectriques. 

Au lieu de la pression p et de la concentration c de la solution. 
il est plus commode d'utiliser en qualité de variables indépendantes 
la pression et le potentiel chimique 6. Nous déterminerons ici ce 
dernier comme la dérivée du potentiel thermodynamique par unité 


1) Nous négligeons alors un effet très faible : le dégagement de chaleur dû 
au champ magnétique propre des courants considérés. 
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de masse de la solution par rapport à sa concentration c (à pet T 
constantes) ; nous entendons par concentration le rapport de la masse 
de l’électrolyte à la masse totale du liquide dans l’élément de volu- 
me considéré !). Rappelons que l'équilibre thermodynamique exige 
que le potentiel chimique soit constant (de même que la pression 
et la température). 

La définition du potentiel du champ électrique donnée au $ 25 
doit être quelque peu modifiée, car ce ne sont plus les électrons 
de conduction mais les ions de l’électrolyte dissous qui sont porteurs 
de courant. La définition correcte (voir note, page 143) est donnée 
par la formule @ — (8®/6p}., où ® est le potentiel thermodynami- 
que, et p la somme des charges des ions par unité de volume de la 
solution (après la dérivation on doit évidemment poser p = 0 par 
suite de la neutralité électrique de la solution). La dérivée est prise 
à concentration massique constante, c'est-à-dire à somme donnée 
des masses des ions des deux signes par unité de volume. 

S'il y a un gradient du potentiel chimique, dans l'expression 
pour la densité de courant apparaît un terme supplémentaire qui 


lui est proportionnel 
j=0(E—BVt), (26,1) 


et qui est analogue au terme supplémentaire dans (25,2). Ci-dessous 
nous verrons que lorsque le gradient du potentiel chimique (et de 
la température) est donné, j ne peut dépendre du gradient de la 
pression, ce qui exclut l'apparition d’un terme en Vp dans l’ex- 
pression (26,1) ?). 

En plus du courant électrique il est indispensable de considérer 
également le processus de transport de la masse de l’électrolyte. Il est 
nécessaire de tenir compte de ce que le passage du courant à travers 
une solution peut s'accompagner d’un mouvement macroscopique 
du liquide. La densité du flux de masse de l’électrolyte transporté 
par ce mouvement est égale à pcv (v étant la vitesse, p la densité 
de la solution). De plus, l’électrolyte est transporté par diffusion 


1) Les potentiels chimiques ordinaires sont définis comme © — 9@/üôn:1. 
Lo 3: 00/0n, où ® est le potentiel thermodynamique de 1 g de solution et n;, n2 
fs nombres de particules de la substance dissoute et du solvant dans cette 
quantité de substance. Les nombres n, et #2 sont liés par la relation rim; + 
+ noma = 1 (m1, m2 étant les masses des particules des deux espèces), et c = 
= nm, est la concentration. Ainsi, pour le potentiel chimique que nous avons 


introduit, on a: 
00 __9D On, , 90 On Li L2 


de de — On, dc On2 ôc ms ma 


2) Soulignons cependant que si le gradient de la concentration est donné, 
j dépend du gradient de la pression: 


= (5). LS (&). T FPe 
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moléculaire. Désignons par i la densité de ce flux de diffusion, 
ainsi la densité totale du flux est pev + i. Les processus irréver- 
sibles de diffusion conduisent également à la croissance de l'entro- 
pie; la vitesse de variation de l’entropie totale est donnée par la 
formule !) £ 
d$# Ei iv 
SE LT Sa \ À dy. (26,2) 
Tout comme la densité du courant électrique, le flux de dif- 
fusion peut être présenté sous la forme d’une combinaison linéaire 
de E et VE ou, ce qui est la même chose, de j et V£. Par suite de la 
symétrie des coefficients cinétiques, l’un des coefficients dans cette 
expression et le coefficient $ de la formule (26,1) peuvent être liés 
par une relation tout à fait analogue à celle du paragraphe précédent 
pour j et q — œpj. On obtient finalement : 


RE — VE + Bi. (26,3) 

(&) P,T 
Le coefficient auprès de VE s'exprime ici en fonction du coefficient 
de diffusion ?). 

Par suite de la loi de la croissance de l’entropie la présence 
dans les expressions (26,1) et (26,3) de termes proportionnels au 
gradient de la pression est de nouveau (tout comme dans le para- 
graphe précédent) impossible : de tels termes rendraient la dérivée 
de l'entropie totale (26,2) non essentiellement positive. 

Les formules (26,1) et (26,3) englobent tous les effets de diffu- 
sion électrique ; nous n’allons pas ici les étudier avec plus de détail. 


== 


Problème 


Deux lames à faces parallèles (en même métal A) sont plongées dans une 
solution d'électrolyte AX. Trouver comment la densité de courant dépend de 
la différence de potentiel appliquée aux lames. 

Solution. Lors du passage du courant le métal d’une des électrodes 
se dissout et se dépose sur l’autre. Le solvant (eau) reste au repos et la solution 
est traversée par le flux de la masse (du métal) de densité pv = jm/e (j étant la 
densité du courant électrique, m et e la masse et la charge des ions At) 3). 
D'un autre côté, ce flux est donné par l'expression i + pvc, où i est pris à partir 
de (26,3); en supposant que la pression est constante dans le liquide 4), on 


1) Pour le calcul du second terme de cette formule, voir VI, $ 57. 

2) Pour j — 0 et à pression (et température) constante, on a i = —pDVc. 

ÿ) Rappelons que la vitesse hydrodynamique v dans la solution est définie 
de telle sorte que pv est l'impulsion par unité de volume du liquide (voir VI, 
$ 57). Pour cette raison, le fait qu'ici seul le métal dissous se déplace (par 
rapport aux électrodes) est sans importance pour le calcul de pv. 

4) Si l’on avait tenu compte des variations de pression dues au mouvement 
du liquide, on aurait obtenu des grandeurs petites d'ordre plus élevé. 
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obtient l'équation: à 
C m . 
ppE=[s- ac) | (1) 


(z étant la coordonnée dans la direction entre les électrodes). Comme } = const 
dans la solution, on en déduit 


Dd 
i= | —{"— : (2) 
c1 er (1—c) 


où c1, c2 sont les concentrations dan le voisinage de la surface des lames, et ! 
la distance entre les lames. 

Pour déterminer la différence de potentiel & entre les lames, le plus simple 
est de partir de la dissipation totale de l'énergie Q (par seconde) qui (rapportée 
à cm? de surface des lames) est égale à j‘&. Conformément à (26,1), (26,2) on a 


ref (F4 E (Æ) are 


et en utilisant (1) on obtient 


Du) de. () 
ct e Te c1 


Les formules (2) et (3) sont la solution (sous forme non explicite) du problème 
dé : 


Si le courant j est petit, la différence des concentrations c> — c; est faible. 
En remplaçant les intégrales par les produits des expressions sous le signe somme 
par c2 — c, on obtient pour la résistance spécifique effective de la solution: 


€ _1,1 & [8 do]. 


Le premier terme dans (3) donne la chute de potentiel ( î & ) liée au passa- 


ge du courant. Quant au second terme c'est la force électromotrice due à la diffé- 
rence des concentrations dans la solution (en un certain sens c'est l’analogue de 
14 f.é.m. thermique). Cette dernière expression n'est pas liée aux conditions du 
froblème unidimensionnel qui vient F'être résolu ; c’est l'expression générale 
donnant la f.é.m. d’un « élément de concentration ». 
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CHAMP MAGNÉTIQUE CONSTANT 


$ 27. Champ magnétique constant 


Le champ magnétique constant dans les milieux matériels est 
décrit par deux équations de Maxwell obtenues en prenant la moyen- 
ne des équations microscopiques suivantes : 


: 1 de An 
divh=0, roth=—— — PY- (27,1) 
On appelle généralement induction magnétique l'intensité moyenne 
du champ magnétique et on la désigne par 


h—B. (27,2) 
Ainsi, en prenant la moyenne de la première des équations (27,1) 


on obtient 
div B=—0. (27,3) 


Puis, lorsque l’on prend la moyenne de la seconde équation, la 
dérivée par rapport au temps disparaît, car le champ moyen est 
supposé constant; on a ainsi 


4n — = 
rot B=—— pv. (27,4) 


La valeur moyenne de la densité microscopique de courant est 
en général différente de zéro tant dans les conducteurs que dans 
les diélectriques. Ces deux catégories de corps ne se distinguent 
qu’en ce que dans les diélectriques on a toujours 


(pvar=0, (27,5) 


où l'intégrale est prise sur toute la surface de n'importe quelle 
section transversale du corps; au contraire, dans les conducteurs 
cette intégrale peut être différente de zéro. Supposons tout d’abord 
que dans le corps (si celui-ci est un conducteur) le courant total 
est nul, c’est-à-dire que la relation (27,5) est valable. 
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Le fait que l'intégrale (27,5) soit nulle sur toute section du 
corps signifie que le vecteur pv peut être écrit comme le rotationnel 
d'un certain autre vecteur que l’on désigne habituellement par cM: 


pv=crotM, (27,6) 


la grandeur M n'est différente de zéro qu'à l’intérieur du corps 
(comparer avec les raisonnements analogues du $ 6). En effet. 
l'intégration étendue à une surface entourant le corps et passant 
partout hors de lui donne: : 


( pvdf = c ( rot Mt = c ) Mal = 0. 


Le vecteur M est appelé aimantation du corps. En l'introduisant 
dans l'équation (27,4), on obtient 


rot H— 0. (27,1) 


Le vecteur H et l'induction magnétique B sont liés par la rela- 
tion 
B—H+41M, (27,8) 


qui est analogue à la relation entre l'induction électrique D et 
l'intensité E. Bien que le vecteur H, par analogie au vecteur E, 
soit généralement appelé intensité du champ magnétique, il ne 
faut pas oublier qu’en réalité la valeur moyenne du champ est B 
et non H. 

Pour trouver le sens physique de la grandeur M, considérons 
le moment magnétique total créé par toutes les particules chargées 
en mouvement à l'intérieur du corps. Par définition le moment 
magnétique est donné par l'intégrale (voir II, $ 44) 


: + x pv)aV= + ( (rx rot M)av. 


. Comme à l'extérieur du corps pv =0, l'intégrale peut être prise 
dans n'importe quel volume contenant le corps. Transformons cette 
intégrale de la manière suivante: 


\ (rx (P x M) 47 = & (r x (ai x M) — | ((M x V) x r) dV. 


L'intégrale étendue à une surface passant hors du corps s’annule. 
Dans le second terme on a 


(MX V)xr=—-Mdivr+M= —2M. 
On obtient finalement 


_. (éxpvav= (mar. (27,9) 
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Nous voyons que le vecteur d’aimantation représente le moment 
magnétique par unité de volume du corps !). 

Il faut ajouter aux équations (27,3) et (27,7) une relation liant 
les grandeurs H et B; ce n’est qu'après cela que le système d'équa- 
tions sera complet. Ainsi, dans les corps non ferromagnétiques, 
se trouvant dans des champs magnétiques suffisamment faibles. 
B et H sont liés par une relation linéaire. Dans les corps isotropes 
cette relation linéaire devient une simple proportionnalité: 


B= pH. (27,10) 


Le coefficient est appelé perméabilité magnétique, et le coeffi- 
cient de proportionnalité 


—1 
= (27,11) 


dans la relation M = ;H est appelé susceptibilité magnétique. 

Au contraire de la constante diélectrique 8 qui pour tous les 
corps est supérieure à 1, la perméabilité magnétique peut être tant 
supérieure qu'inférieure à l'unité. On peut seulement affirmer que 
l’on a toujours p > 0 (la cause de cette différence entre pu et e est 
exposée au $ 31; voir la démonstration de l'inégalité pu > 0 au 
$ 30). Donc, la susceptibilité magnétique % peut être tant posi- 
tive que négative. 

Il y a encore une différence quantitative entre y et x : la suscepti- 
bilité magnétique de la grande majorité des corps est très petite 
par rapport à leur susceptibilité diélectrique. Cette différence pro- 
vient de ce que l’aimantation d'une substance non ferromagnétique 
est un effet relativiste du second ordre par rapport à v/c (v étant 
la vitesse des électrons dans les atomes ©?)). 

Les équations div B = 0, rot H — 0 exigent (comparer avec 
le $ 6) qu’à la frontière de deux différents milieux les conditions 
suivantes soient satisfaites : 


Bn= Ban Hit = Hy- (27,12) 


Ce système d’équations et de conditions aux limites correspondantes 
coïncide du point de vue formel avec le système d'équations défi- 


1) Ce n'est qu'après avoir établi ce fait que la grandeur M devient com- 
plètement déterminée. Quant aux relations (27,6) à l'intérieur du corps et 
M=0 à son extérieur, elles ne déterminent pas cette grandeur d'une manière 
(nivo à l'intérieur du corps on pourrait ajouter à M un vecteur quelconque 
de la forme grad f, sans que l'égalité (27,6) cesse d’être valide (comparer avec la 
première note analogue faite au $ 6 au sujet de la polarisation électrique). 

2) Une première fois le rapport v/c entre avec H dans l'hamiltonien de 
l'interaction du corps avec le champ magnétique, une seconde fois ce rapport 
entre par l'intermédiaire des moments magnétiques atomiques et moléculaires 
élémentaires. 
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nissant le champ électrostatique dans les diélectriques en l’absence 
de charges libres, avec cette seule différence que l'on remplace E 
et D respectivement par H et B. Comme rot H = 0, on peut cher- 
cher H sous la forme H = — grad +, et l’on obtient pour le poten- 
tiel + les mêmes équations que pour le potentiel électrostatique. 
De cette façon, les solutions de divers problèmes du champ électro- 
statique étudiés au chapitre II peuvent être directement transpo- 
sées au cas du champ magnétique. En particulier, les formules 
obtenues au $ 8 pour l’ellipsoïde diélectrique dans un champ élec- 
trique uniforme sont valides (compte tenu du changement de 
désignations) pour un ellipsoïde magnétique placé dans un champ 
magnétique uniforme. 

Les composantes tangentielles de l'induction magnétique, au 
contraire de sa composante normale, font un saut sur la surface 
de séparation de deux milieux. On peut trouver la relation entre 
la valeur de ce saut et la densité des courants circulant sur la sur- 
face. À cette fin intégrons les deux membres de l'équation (27,4) 
sur le petit segment A! coupant la surface de séparation suivant 


la normale. Puis, on fait tendre Al vers zéro; l'intégrale \ pv dl 


peut cependant tendre vers une valeur finie. On peut appeler la 
grandeur ainsi définie 


g= \ pv dl (27,13) 


densité superficielle de courant; elle détermine la charge traver- 
sant par unité de temps l’unité de longueur de la ligne sur la sur- 
face. Pour l’axe des y on choisit la direction de g au point donné 
de la surface, et pour axe des x choisissons la direction de la nor- 
male, dirigée du milieu Z au milieu 2. L'intégration de l’équation 
(27,4) donne alors 


! \ (SE 9B;, ) Le An z 


2 dz 


02 


Comme B, est continu, la dérivée 9B,/0z est bornée et lorsque 
la longueur de l'élément Al tend vers zéro. son intégrale tend, elle 
‘aussi, vers zéro. Quant à l’intégrale de 8B./6x, elle donne la dif- 
férence des valeurs de B, sur les deux côtés de la surface. Ainsi, 


Br: — B;:=— eg. 
On peut écrire cette égalité sous forme vectorielle : 
Æg-n X (Bz:—B;)=47 0 x (M—M:), (27,14) 


où n est le vecteur unitaire de la normale dirigée vers l’intérieur 
du milieu 2; dans la dernière transformation, on a utilisé le fait 
que la composante tangentielle de H est continue. 
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$ 28. Symétrie magnétique des cristaux 


Entre les propriétés électriques et magnétiques des cristaux 
il y a une différence profonde qui découle du fait que les charges 
et les courants se comportent différemment à l'égard de l’inversion 
de signe du temps. 

Puisque les équations du mouvement sont invariantes par rap- 
port à l’inversion de signe du temps, la substitution formelle de — t 
à t, pour un état quelconque d'équilibre thermodynamique du 
corps, doit donner un état qui est également l’un des états d'équilibre 
possibles. Donc, nous avons deux possibilités : l’état obtenu par la 
substitution de —{ à & coïncide ou ne coïncide pas avec l’état 
originel. 

Dans ce paragraphe nous allons désigner par p (x, y, z) et j (x, y.5) 
la densité réelle (microscopique) des charges et la densité des cou- 
rants en tout point du cristal, ses moyennes étant prises seulement 
par rapport au temps (et non par rapport aux volumes « physique- 
ment infinitésimaux », comme on le fait en théorie macroscopique). 
Ces fonctions déterminent respectivement la structure électrique 
et magnétique du cristal. 

Lorsque l’on change t en —t. le signe de j change lui aussi. Si, 
après une telle transformation, l’état du corps ne change pas, ceci 
signifie que j = — j, c'est-à-dire que j — 0. Cela signifie qu’il y a une 
raison pour que dans certains corps la fonction j (r,y,z) soit 
identiquement nulle. Dans de tels corps, en plus de la densité de 
courant, les valeurs moyennes (par rapport au temps) du champ 
magnétique et des moments magnétiques en tout point du corps 
sont identiquement nulles (il s’agit certainement d'états du corps en 
l'absence de champ magnétique extérieur). On peut dire que de tels 
corps n’ont aucune «structure magnétique ». En fait, la majorité des 
corps appartiennent à cette classe. 

Quant à la densité des charges p, elle ne change pas lors de la 
transformation t—>—t. Il n'y a donc aucune raison pour que cette 
fonction soit identiquement nulle. En d'autres termes, il n'existe 
pas de cristaux n'ayant pas de « structure électrique ». C’est là la 
différence essentielle, mentionnée ci-dessus, existant entre les pro- 
priétés électriques et magnétiques des cristaux. 

Considérons maintenant des cristaux pour lesquels la substitu- 
tion {—> — t change l'état, donc ji 0. Nous allons dire que de 
tels corps sont dotés d’une « structure magnétique ». 

Remarquons tout d’abord que bien que j ne soit pas nulle, le 
courant total (à l'état d'équilibre du corps) est égal à zéro, c’est-à- 


dire que l'intégrale \ j dV étendue à une maille élémentaire doit 
toujours être nulle. S'il n'en était pas ainsi, ce courant créerait 
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un champ magnétique macroscopique et le cristal aurait une énergie 
magnétique (par unité de volume) qui augmenterait rapidement 
avec les dimensions du corps. Comme cet état est défavorable du 
point de vue énergétique, il ne peut évidemment pas correspondre 
à l'équilibre thermodynamique. 

Mais les courants j peuvent créer un moment magnétique ma- 


croscopique différent de zéro, c’est-à-dire que l'intégrale (r X ji) dV 


(étendue de nouveau à une maille élémentaire) peut être différente 
de zéro. Par conséquent, parmi les corps pour lesquels j 0, on 
peut distinguer deux types: les corps dont le moment magnétique 
macroscopique est différent de zéro et ceux dont le moment magné- 
tique est nul. Les premiers sont appelés ferromagnétiques, les seconds 
antiferromagnétiques. 

On peut se représenter la symétrie de la distribution des courants 
j comme la symétrie d'arrangement et d’orientation des moments 
magnétiques des atomes dans le cristal. Si j — 0, ceci signifie que 
tous ces moments changent dans le temps leur orientation d'une 
manière tout à fait désordonnée, de sorte que la valeur moyenne 
de chacun d’eux est nulle. Dans un corps ferromagnétique les mo- 
ments des atomes sont de préférence orientés dans le même sens; 
ainsi, chaque maille élémentaire a un moment total différent de 
zéro. Enfin, dans un corps antiferromagnétique les moments atomi- 
ques moyens sont différents de zéro, c’est-à-dire qu’ils sont orientés 
d'une manière régulière, mais de telle façon qu’ils se compensent 
mutuellement à l'intérieur de toute maille. 

Maintenant, nous allons voir quels sont les types (groupes) 
possibles de symétrie de la distribution des courants j (x, y, 2). 
Cette symétrie se compose avant tout des éléments ordinaires de 
symétrie — rotations, réflexions et translations, donc parmi les 
groupes possibles de symétrie de j il y a en tout cas les 230 groupes 
spatiaux cristallographiques ordinaires. Mais la liste des groupes 
. cherchés est bien plus longue. Comme nous l'avons déjà mentionné, 
le vecteur j change de signe, lorsque l’on remplace & par —t. Ceci 
dofne un nouvel élément de symétrie possible — la symétrie par 
rapport à l’inversion de sens de tous les courants; désignons con- 
ventionnellement cette transformation par À. Si la distribution des 
courants est dotée de l’élément de symétrie À, ceci veut dire que 
j — — j, c'est-à-dire que j — 0, et le corps n’a aucune structure 
magnétique. La fonction j (x, y, z), qui est différente de zéro, peut 
cependant être dotée d’une certaine symétrie par rapport à diverses. 
combinaisons de la transformation À avec les autres éléments de 
symétrie (rotations, réflexions et translations). Ainsi, le problème 
de la détermination des types de symétrie possibles de la distribution 
des courants (« groupes spatiaux magnétiques ») revient à construire 
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tous les groupes possibles constitués tant par des transformations 
relevant des groupes spatiaux ordinaires que par les combinaisons 
de ces transformations ordinaires avec la transformation À. 

Si la symétrie de la distribution des courants est donnée, ceci 
détermine également la symétrie cristalline de disposition des 
particules dans le cristal donné, qui coïncide avec la symétrie de 
la fonction p (x, y, z). Elle sera déterminée par le groupe spatial 
obtenu à partir du groupe de symétrie de j, si la transformation R 
est formellement identique (ce qui a lieu lorsqu'on l’applique à la 
fonction p). 

Cependant, il n’est pas indispensable de connaître le groupe 
complet de symétrie de la fonction j (x, y, z), si nous ne nous inté- 
ressons qu'aux propriétés macroscopiques du corps. Ces propriétés 
ne dépendent que de la direction dans le cristal, tandis que la 
symétrie de translation du réseau cristallin n’a rien à voir ici. 
Du point de vue de la structure cristallographique, la « symétrie 
de directions » dans le cristal est donnée par 32 classes cristallines. 
Ce sont les groupes de symétrie composés seulement de rotations 
et de réflexions; on les obtient à partir des groupes spatiaux en 
supposant que dans ces derniers toutes les translations sont des 
transformations identiques, et que les axes hélicoïdaux et les plans 
de glissement sont des simples axes et plans de symétrie. Cepen- 
dant, au point de vue des propriétés magnétiques, la symétrie ma- 
croscopique doit se classifier en groupes composés de rotations, de 
réflexions et de leurs combinaisons avec l'élément R. On peut les 
appeler classes cristallines magnétiques. Leur relation avec les 
groupes spatiaux magnétiques est la même que celle existant entre 
les classes cristallines ordinaires et les groupes spatiaux ordinaires. 

Ce sont tout d’abord 32 classes ordinaires complétées par l’élé- 
ment R et les mêmes 32 classes sans l’élément À. Les premières 
sont, en particulier, les groupes de symétrie macroscopique de tous 
les corps sans structure magnétique. Mais ces mêmes classes de 
symétrie peuvent caractériser également les corps ayant une struc- 
ture magnétique. Pour cela, il faut que dans le groupe spatial 
magnétique de symétrie de ce corps l'élément R n'entre qu’en com- 
binaison avec des translations. 

De plus, il y a 58 classes dans lesquelles l'élément À n'entre 
qu’en combinaison avec des rotations et des réflexions. Chacune 
de ces classes, si l’on y remplace l’opération R par une transfor- 
mation identique, se transforme en l’une des classes cristallines 
ordinaires !). 


1) Ces classes sont isomorphes aux groupes de symétrie découverts par 
A. V. Choubnikov pour des figures géométriques (polyèdres) avec des faces de 
deux couleurs (selon Choubnikov. ce sont des « groupes de polarité mixte »). 
L'élément À correspond à l'opération de changement de couleurs des faces (voir 
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Nous devons mentionner que l'apparition de structure magné- 
tique (ferro ou antiferromagnétique) est toujours liée à des interac- 
tions relativement faibles ‘). Donc, la structure cristallographique 
d’un corps magnétique représente une faible déformation par rap- 
port à la structure de la phase non magnétique qui se transforme 
habituellement en phase magnétique lorsque la température baisse. 
En ce sens, un corps ferromagnétique diffère. par exemple, des corps 
pyroélectriques ordinaires, mais il est analogue aux corps ferro- 
électriques. 

Le caractère de toutes les propriétés magnétiques macroscopi- 
ques du corps est déterminé par la classe cristalline magnétique. 
La plus importante de ces propriétés est la présence ou l’absence 
de moment magnétique macroscopique, c’est-à-dire d’aimantation 
spontanée (sans champ extérieur). Le moment magnétique M est 
une grandeur vectorielle qui se conduit lors des rotations et des ré- 
flexions comme un vecteur axial (produit vectoriel de deux vecteurs 
polaires) et change de signe lorsqu'on lui applique l'opération R. 
Le cristal aura une aimantation spontanée s’il contient, ne serait-ce 
qu'une direction telle que le vecteur M de même direction, ayant 
les propriétés mentionnées, reste invariant pour toutes les transfor- 
mations de la classe cristalline magnétique donnée. 

Soulignons de nouveau la différence avec les propriétés électri- 
ques (cette fois macroscopiques). Le caractère de ces dernières 
est complètement déterminé par la classe cristalline ordinaire. En 
particulier, pour que le corps soit pyroélectrique, il suffit que 
sa classe cristalline permette l'existence d’un vecteur polaire P 
(moment électrique). Il serait cependant tout à fait inexact de déduire 
la présence ou l'absence de moment magnétique macroscopique en 
se basant sur la manière dont se comporte le vecteur axial M lors 
des transformations purement structurales (non magnétiques) de la 

asse cristalline du corps donné. 
+ Pour illustrer ceci, considérons un réseau tétragonal avec onze 
atomes identiques dont les moments magnétiques sont dirigés sui- 


#2 V. Choubnikov « Symétrie et antisymétrie des figures finies » (russe), Moscou. 
1951). Une déduction directe de ces classes en tant que groupes de symétrie des 
propriétés magnétiques des corps est donnée par B. A. Tavwger, V. M. ZLaïtsev. 
Soviet Physics JETP 3, 430, 1956. 

Il y a en tout { 651 groupes magnétiques spatiaux ; pour la démonstration 
(en tant que « groupes de Choubnikov ») voir #. V. Bélov, N. N. Néronora, 
T. S. Smirnova, Annales de l’Institut de Cristallographie (russe) 11, 33 (1955), 
A. M. Zamorzaev, Soviet Physics: Crystallography (anglais) 2, 10, 1958. 

1) Habituellement l'interaction d'échange entre les moments magnétiques 
des atomes conduit à la saturation des liaisons de valence et à la formation de 
structures non magnétiques. Seule l'interaction d'échange relativement faible 
entre les électrons 4 et f (disposés profondément) des atomes des éléments 
appartenant aux groupes intermédiaires du système de Mendéléev conduit à 
l'apparition d’une structure magnétique. 
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vant l’axe tétragonal '). Sa classe cristalline magnétique comprend 
un axe du quatrième ordre C‘?, deux axes du second ordre com- 
binés avec l'opération R (C{22 et CR), un plan de symétrie of), 
perpendiculaire à l’axe des z, et deux plans de symétrie combinés 
avec R(o®R. o("7R). Ce groupe permet l'existence d’un vecteur 
M, dirigé suivant l'axe tétragonal. Pour obtenir la classe cristal- 
line de symétrie, il suffit de remplacer À par l'unité; on obtient 
ainsi la classe D,,. Cette classe n'admet pas l'existence du 
vecteur axial M (car ses composantes A/,, M,, M. changeraient 
de signe lors de la réflexion par rapport aux plans of), of), ot) 
respectivement). 

Au chapitre V nous allons considérer en détail les propriétés 
des corps dont le moment magnétique macroscopique spontané est 
différent de zéro (corps ferromagnétiques). Dans tous les autres 


cristaux, B et H sont liés par des relations linéaires (dans des champs 
assez faibles) : 


Bi=punllr, (28,1) 


qui ne contiennent pas de terme libre. Le tenseur de perméabilité 
magnétique u;, est symétrique. Ceci découle des relations thermo- 
dynamiques qui seront trouvées au $ 30, tout comme au $ 13 on 
a démontré la symétrie du tenseur ex. 

Notons encore deux phénomènes qui peuvent, en principe, exis- 
ter. L'un d’eux est le « piézomagnétisme » faisant apparaître une 
relation linéaire entre le champ magnétique dans le corps et la 
déformation (analogue à celle des corps piézoélectriques — voir 
$ 17). L'autre représente la relation linéaire entre les champs élec- 
trique et magnétique dans la substance, ce qui peut conduire par 
exemple à l’apparition d'une aimantation de la substance propor- 
tionnelle au champ électrique *). Ces deux phénomènes peuvent 
exister pour certaines classes cristallines magnétiques de symétrie. 


$ 29. Champ magnétique des courants continus 


Si dans un conducteur il existe un courant total, non nul, la 
densité moyenne de courant peut être écrite comme la somme 


pv=crotM+j. 


1) Tel est. par exemple, le réseau de la phase ferromagnétique du fer. Au 
oint de vue cristallin. c'est un réseau cubique faiblement déformé (suivant 
‘un des axes du quatrième ordre). 

2) Pour ce qui est des effets quadratiques de ce type, ils doivent en principe 

exister même dans des corps isotropes, mais ils ne présentent pas d'intérêt car 
ils sont extrémement faibles. 


11—532 
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Le premier terme, qui est lié à l'aimantation du milieu, ne contribue 
pas au courant total, donc le transport total de charge à travers 


une section transversale du corps est donné par l'intégrale \ jdf 


du second terme seulement. La grandeur j est appelée densité du 
courant de conduction !). C'est justement à cette grandeur que se 
rapporte tout ce qui a été dit au $ 20; en particulier, l'énergie 
dissipée par unité de temps, par unité de volume, est égale à Eïj. 

La distribution du courant j dans le volume du conducteur 
est déterminée par les équations du $ 20 où n'entre pas le champ 
magnétique créé par ces mêmes courants (à condition que l'influence 
du champ sur les propriétés de la conductibilité du métal soit né- 
gligeable). Donc pour trouver le champ magnétique créé par les 
courants, il faut connaître la distribution de ces derniers. Les équa- 
tions de ce champ diffèrent de celles du $ 27 par la présence du 


terme Æ j dans le membre de droite de (27,7): 
divB=0, (29,1) 


rot H= À j. (29,2) 


La densité du courant de conduction j, qui est proportionnelle 
à l'intensité du champ électrique, est une grandeur bornée, ne 
devenant pas infinie même à la frontière des deux milieux. Donc, 
le membre de droite de l'équation (29,2) n'influe pas sur la condi- 
tion aux limites de continuité des composantes tangentielles 
de H. 

Pour résoudre les équations (29,1), (29,2), il est commode d’in- 
troduire le potentiel vecteur À, en posant 
! B= rot À, (29,3) 
l'équation (29,1) se trouve alors satisfaite identiquement. Cepen- 
dant, l'équation (29,3) ne détermine pas le potentiel vecteur d’une 
anière univoque. On peut lui ajouter un vecteur quelconque de la 
forme grad f et (29,3) est toujours vraie. Par suite de cette non- 
univocité on peut imposer à À une condition supplémentaire, que 
nous choisissons de la manière suivante: 


divA=0. (29,4) 


1} Quant à la grandeur c rot M, elle est parfois appelée densité des courants 
moléculaires. Cependant, cette appellation ne correspond pas exactement à la 
représentation physique réelle du mouvement des charges dans le conducteur. 
Ainsi, dans un métal, l’aimantation «# est due non seulerent aux électrons des 
atomes, mais également aux électrons de conduction. 
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L'équation donnant A s'obtient en substituant (29,3) dans (29,2). 
Pour la relation linéaire B=uH, on a 


41 . 
rot (Fe rot A) =—j. (29,5) 
Sous cette forme cette équation est valable pour tout milieu hété- 


rogène. 
Dans un milieu homogène u = const, et comme rot rot À — 


= grad div À — AA = — AA, l’équation (29,5) prend la forme 
4 . 


Si nous avons deux ou plusieurs milieux en contact, chacun 
d'eux ayant sa propre perméabilité magnétique pu, l'équation géné- 
rale (29,5) se réduit à une équation de la forme (29,6) à l’intérieur 
de chacun des corps homogènes; tandis qu’à leurs frontières la 
condition de continuité des composantes tangentielles du vecteur 
(1/u) rot A doit être remplie. De plus, les composantes tangentielles 
du vecteur A doivent être également continues, sinon l'induction B 
serait infinie à la frontière. 

Les équations du champ se simplifient dans le cas du problème 
bidimensionnel de la détermination du champ magnétique dans un 
milieu illimité et homogène dans une certaine direction (que nous pre- 
nous pour l’axe des ), les courants qui créent le champ étant égale- 
ment orientés partout suivant l’axe des z et leur densité j, = 7 
n'étant fonction que de x, y. Nous allons faire une hypothèse vrai- 
semblable (ce qui est confirmé par le résultat) selon laquelle le 
potentiel vecteur d’un tel champ est également dirigé suivant l’axe 
des z: A, — À (x, y) [la condition (29,4) étant automatiquement 
satisfaite] et le champ magnétique est partout parallèle au plan zy. 
En désignant par k le vecteur unitaire suivant l’axe des z, on a 


rot A — rot Ak— (grad À) X k, 
VA Lu) pars V4 
rot (5rot A) = ( X (x k)) — —kdiv ra 
Donc, l'équation (29,5) prend la forme 


div RÉ = (x y), (29,7) 


c'est-à-dire que nous obtenons en fait une seule équation pour une 
seule grandeur scalaire À (x, y). Pour un milieu homogène « par 
morceaux » (29,7) devient 


= — À pj(z, y) (29,8) 
41e 
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avec la condition de continuité de À et de Age sur la surface de 


LL ôn 
séparation !). 

La détermination du champ magnétique est tout à fait simple, 
si la distribution des courants est symétrique par rapport à l'axe 
des z: j; — j (r) (r étant la distance à l'axe des 2). Il est évident 
que dans ce cas les lignes de force magnétiques sont des cercles 
de rayon r — const. Quant à la valeur absolue du champ, elle se 
détermine directement par la formule 


$ Hal= \ jdf, (29,9) 
qui est la forme intégrale de l'équation (29,2). Ainsi, 
H()=20, (29,10) 


où J (r) est le courant total circulant à l'intérieur de la circonfé- 
rence de rayon r = const. 

On peut également réduire l'équation vectorielle (29,5) à une 
équation scalaire lorsque la distribution des courants circulaires 
est de symétrie axiale, c'est-à-dire lorsque cette distribution en 
coordonnées cylindriques r, p, z prend la forme 


Îr=j:=0, le =i(r, 2). 
Nous allons chercher le potentiel vecteur sous la forme À, = 4. = 0, 


A3 = A (r,z). Les composantes de l'induction magnétique B — 
= rot À sont 


A 
B,=—%, B;,=2(r4), B=0, 
et pour la composante -ième de l'équation (29,2) 
9 [1 64 à f1 à 42 ,,. 
e me (ee) to (ur ar 4) = 02. (911) 


e 
Les équations du champ magnétique créé par les courants peu- 
vent être résolues sous forme générale dans le cas important où on 

Cd 


1) Remarquons que le problème bidimensionnel du champ magnétique 
constant est équivalent à celui de l'électrostatique concernant la détermination 
du champ électrique créé dans un milieu diélectrique par des charges étran- 
gères de densité pr, (x, y). Ce dernier problème se réduit à la résolution de 
l'équation 

div (e grad q)= —4ñpetr 
(@ étant le potentiel du champ) qui ne diffère de (29,7) qu'en ce que 4, j/c. p 
sont remplacées par , Pyrr 1/E respectivement. Les conditions aux limites 
pour À et pour  coïncident également. La différence apparaît lorsque l'on 
détermine E ou B à l'aide de pou de A respectivement. Les vecteurs E = 
= —grado et B = rot A sont égaux en valeur absolue en tout point, mais per- 
pendiculaires l'un à l’autre. 
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peut négliger les propriétés magnétiques du milieu, c’est-à-dire 
si partout = 1. Pour le potentiel vecteur on peut alors utiliser 
dans tout l’espace l’équation 


A 
AA = ed 


sans aucune condition sur les surfaces de séparation des différents 
milieux (y compris la frontière du conducteur avec le courant). 
La solution de cette équation, qui s’annule à l'infini, est (voir II, 
$ 43) 


(29,12) 


où R est la distance au point où nous cherchons A (point d’observa- 
tion) à l'élément de volume dV. Lorsque l’on applique l'opération 
rot à cette expression, il ne faut pas oublier que l’on doit dériver 
j/R sous l'intégrale par rapport aux coordonnées du point d’obser- 
vation, dont j ne dépend pas, de telle sorte que 


j 1 . 1 x 
rot += (grad 7) X j= — 5 (RX j), 
où le rayon vecteur R est dirigé de dV au point d'observation. Ainsi, 
1 jxR : 
B=H=— Rs dV. (29,13) 


Si le conducteur parcouru par un courant est suffisamment fin et 
que l’on ne s'intéresse qu’au champ dans l’espace environnant, on 
peut négliger l'épaisseur du conducteur. Dans la suite nous parlerons 
souvent de ces courants qu'on appelle linéaires. L'intégration dans 
le volume du conducteur est dans ce cas remplacée par l'intégration 
sur son contour. Les formules pour les courants linéaires s’obtiennent 
à partir des formules pour les courants volumiques en faisant, dans 
ces dernières, la substitution : 


jdV —J dl, 


où J est le courant total dans le conducteur. Ainsi, les formules 
(29,12), (29,13) donnent 


J diXR © 
Sr en D ir à Rs (29,14) 


La seconde de ces équations exprime la Loi de Biot et Savart. 

Des formules aussi simples pour le champ magnétique des courants 
linéaires ne dépendent pas de la condition u = 1. Comme on néglige 
l'épaisseur du conducteur, nous n’avons besoin d'écrire de condi- 
tion aux limites sur la surface de ce dernier et les propriétés magné- 
tiques de la substance du conducteur n'ont aucune importance 
(celle-ci peut même être ferromagnétique). La solution de l’équa- 
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tion (29,6) pour le milieu entourant le conducteur sera donc 


dl J dixR 
ir, BE FAN 


pour toutes les valeurs de la susceptibilité magnétique. Ainsi, la 
présence du milieu ne conduit qu'à une variation de l'induction 
magnétique de pu fois; quant à l'intensité H = B/u, elle ne change 
pas. ; 

On peut également déterminer le champ magnétique des courants 
linéaires à l’aide de la théorie du potentiel. Comme on néglige le 
volume des conducteurs, il s’agit en fait de la détermination du 
champ dans l’espace où il n’y a pas de courant (à l’exception des 
singularités le long des courants linéaires). Mais en l'absence de 
courants, le champ magnétique constant dérive d'un potentiel 
scalaire, satisfaisant, dans un milieu homogène, à l'équation de 
Laplace. Il y a cependant une différence essentielle entre le poten- 
tiel du champ magnétique et le potentiel électrostatique. Ce dernier 
est toujours une fonction univoque. Ceci découle de ce que rot E = 0 
dans tout l’espace (même là où il y a des charges), donc la variation 
du potentiel lorsque l’on parcourt un contour fermé quelconque 
(c'est-à-dire la circulation de E suivant ce contour) est nulle. En 
même temps la circulation du champ magnétique suivant un con- 
tour entourant un courant linéaire est différente de zéro et égale 
à 4&nJ/c. Pour cette raison le potentiel varie de cette grandeur 
lorsque l’on contourne une ligne de courant, c’est-à-dire que le 
potentiel du champ magnétique est une fonction multiforme. 

Si le système de courants est concentré dans un domaine fini 
de l’espace (et u = 1 tant dans les conducteurs que dans le milieu), 
le potentiel vecteur du champ magnétique à des distances assez 
grandes du système a la forme 


: =, (29,16) 
‘où 

1 . e e 

eee HM=7\xxHav (29,17) 


est le moment magnétique total du système !). 
Pour un courant linéaire cette expression devient : 


HM=5 Érxal 


ec 


1) Voir II, $ 44. Dans la démonstration donnée, les courants sont pré- 
sentés sous forme explicite comme le résultat du mouvement des particules 
individuelles chargées. Une telle démonstration a bien sûr un caractère tout à 
fait général; la formule (29,16) peut également être obtenue d’une manière 
purement macroscopique (voir problème 4 de ce paragraphe). 
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et peut être transformée en intégrale étendue à la surface délimitée 
par le contour du courant. Le produit df = 1/,(r X dl) est égal 


« 


en valeur absolue à l'aire de l'élément triangulaire de surface, 
formé par les vecteurs r et dl. Quant à l'intégrale vectorielle \ df, 


elle ne dépend pas de la surface (délimitée par le courant donné) 
sur laquelle elle a été prise. De sorte que le moment magnétique 
d’un courant linéaire fermé est 


& L \ di. (29,18) 


En particulier, le moment magnétique d’un courant linéaire fermé 
plan est simplement égal à JS/c, où S est l’aire de la partie du 
plan délimitée par le courant. 

Pour conclure nous allons nous arrêter encore sur le flux d’éner- 
gie dans le conducteur. L'énergie dissipée dans le conducteur (cha- 
leur Joule) provient de l'énergie du champ électromagnétique. 
En régime stationnaire, l’« équation de continuité » exprimant la 
loi de la conservation de l'énergie s'écrit 


—divS=;E, (29,19) 


où S est la densité du flux d'énergie. A l'intérieur du conducteur 
ce dernier est donné par l'expression suivante : 


S=-(E x H) (29,20) 


coïincidant, du point de vue formel, avec l'expression pour le vecteur 
de Poynting pour le champ dans le vide. On peut s’en rendre compte 
par une vérification directe : le calcul de div S à l’aide des équations 
rot E = 0 et (29,2) conduit à (29,19). 

Indépendamment, la formule (29,20) découle d’une manière 
univoque de la condition évidente de continuité de la composante 
normale S sur la surface du corps, si de plus on tient compte de la 
continuité de E, et de H, et du fait que la formule (29,20) est valide 
dans le vide hors du corps. 


Problèmes!) 


.1- Déterminer le potentiel scalaire du champ magnétique d'un courant 
linéaire fermé. 
Solution. En transformant l'intégrale le long du contour en inté- 
grale sur la surface qu’il délimite, on obtient 
J dd _J 1 
: (ax v+) 


J i 
B=rot A= —— \ (div)7— 


1) Dans les problèmes 1-4 on suppose partout que u—1. 


168 CHAMP MAGNÉTIQUE CONSTANT 


lors des transformations on doit tenir compte que 370) . En compa- 


rant avec B— —grad p, on trouve que le potentiel scalaire est 


J Î J dfR : 


Du point de vue géométrique, l'intégrale figurant ici représente l'angle solide 
Q sous lequel on voit le contour à partir du point d'observation du an. Le 
fait que le potentiel est multiforme (voir le texte) apparaît lorsque le point 
d'observation décrit un chemin fermé contournant le conducteur: l'angle Q, 
après avoir atteint la valeur 24, change de signe et devient égal à — 21. 

2. Déterminer le champ magnétique d’un courant linéaire circulaire de 
rayon a. 

Solution. Choisissons l’origine du système de coordonnées cylindriques 
r, ®, = au centre de la circonférence. l'angle q étant compté à partir du plan 
passant par l'axe des = et lo point d'observation du champ. Le potentiel vec- 
teur n’a que la composante 44 = À (r, :)et, conformément à la formule (29,14), 
on peut ecrire 


+ 
4 =L fr = 2 a cos @ dp 
"re R c à (a?+rè+22—2ar cos q)/3" 


La nouvelle variable 6 étant introduite conformément à —x+28, cette 
expression prend la forme 


PA 


a k2 
des V (5) «-E] 
où 
te 4ar 
Pre (a-r)?+s2? 


K et E étant les intégrales elliptiques totales de première et de seconde 
espèce : 
a/2 


30 x/2 
&= | E= \ V'1—k£sin?0 d6. 
0 


J Vi—Ksint0 | 


: Pour les composantes de l'induction on trouve: 


: 01 J 2: a+ r2+z2 
B=0, B = | Ter € | 
: % d az © rV(a+r}+Ez LE (a—r)?+22 : 
Te 1 9 J 2 a2—r2— 22 
_—=——— (r. = — ——_—_——_——— | KE — à 
re A nr Varnre C4  a—r} +2 £| 
Nous avons utilisé les formules suivantes qui sont très simples à vérifier 
2K___E _K dE _E-K 
6 AUX) KE à 
Sur l'axe (r—0) js 
DO Dee. 
c(a2+22)"2 


ce que l’on peut obtenir par un calcul direct fort simple. 
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3. Trouver le champ magnétique dans une cavité cylindrique d'un conduc- 
teur cylindrique (de longueur infinie) avec un courant réparti uniformément 
sur sa section (fig. 17). ue 

Solution. S'il n'y avait pas de cavité, le champ à l’intéricur du 
cylindre serait égal à 
Hx=—niyle, Hy=2nizle 
(es désignations des dimensions et des axes de coordonnées sont données sur 
e dessin). 


Si le cylindre interne était parcouru par un courant de densité — j, ce 
dernier créerait. en ce même point d'observation, le champ: 


Hi=2njy je, Hy=—2njx' fe. 


Le champ cherché dans la cavité s'obtient par la superposition de ces deux 
champs. En remarquant que z — x’ = 00" = h, y = y’, on trouve: 


2hJ 
(b?— a?) c ? 
c'est-à-dire un champ uniforme suivant l'axe des y. 


4. Déduire la formule (29,16) à partir de la formule (29,12) pour le poten- 
tiel vecteur du champ loin des courants. 


H,=2njhle— 


Ti° 


Fig. 17 


Solution. On écrit R = Ro — r, où R,et r sont les rayons vecteurs 
issus de l’origine des coordonnées (disposées d'une manière arbitraire dans le 
domaine des courants) au point d’observation et à l'élément de volume dV 
respectivement. En développant l'expression sous l'intégrale suivant les puis- 


sances de r et en tenant compte de \ j dV = 0, on obtient 


R ; 
AS me Ÿ zx: dV 


(l'indice 0 de À est omis). En intégrant par parties l'identité 


\ zyzn div j dV=0, 
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on obtient 
À Gien + in av =0. 


On peut donc écrire 4, sous la forme 
R 5 : 
Ages | (xs aiin) 4V, 


ce qui coïncide avec (29,16). 

5. Déterminer le champ magnétique créé par un courant linéaire dans une 
substance magnétique anisotrope (4. S. Vigline). 

Solution. Dans le milieu ‘anisotrope entourant le conducteur on 
a l'équation 

de 0HR 
div B—quR FN HE (1) 

où un est le tenseur de perméabilité magnétique du milieu. Au lieu d’introduire 
le potentiel vecteur conformément à B = rot À, on introduit ici un autre vecteur 
C déterminé par l'égalité: 


H;=e:; 2 
ë iktUkm dzm (2) 
{ex est un tenseur unitaire antisymétrique); l'équation (1) est comme aupara- 
vant satisfaite identiquement. On peut imposer au vecteur C, ainsi défini, la 
condition supplémentaire 


iv C= Ci 
divC= NT (3) 
En substituant (2) dans l'équation rot H={#;, on obtient 
: _ 92; _ Anj; 
xl TR Fhp CET dZp c 


{lors de la transformation on a utilisé l'égalité : 
Cihleimn = Jimôkn — dindkm 


et la condition (3)]. L'équation pour C ainsi obtenue coïncide par sa forme avec 
l'équation pour le potentiel du champ électrique créé par des charges dans un 
mÿ ieu anisotrope (problème 2, & 13). Sa solution est 


° 1 \ jdav 
C=— | 
©) Vinlu Rx 
“1% | étant le déterminant du tenseur u;x, R le rayon vecteur entre le point 
d'observation et dV). En passant au courant linéaire, on obtient finalement 


J dl 
Ce — À — 
cVlul Vu il 


$ 30. Relations thermodynamiques dans un champ magnétique 


Nous allons voir que les relations thermodynamiques pour un 
corps magnétique placé dans un champ magnétique sont, sous leur 
forme définitive, semblables aux relations analogues pour un diélec- 
trique placé dans un champ électrique. Cependant, la déduction 
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de ces relations est fort différente de celle donnée au $ 10. En fin 
de compte, cette différence est due à ce que, au contraire du champ 
électrique, le champ magnétique ne fournit pas de travail aux 
charges qui se meuvent à l'intérieur (car la force agissant sur 
la charge est perpendiculaire à sa vitesse). Donc, pour calculer la 
variation de l'énergie du milieu à l'instant où un champ magné- 
tique est appliqué, il faut considérer les champs électriques induits 
lors de la variation du champ magnétique, et déterminer le tra- 
vail qu'ils fournissent aux courants (sources du champ magnétique). 

De sorte qu'il faut utiliser l'équation déterminant la relation 
entre le champ électrique et le champ magnétique variable. 
Cette équation: 

MES ie (30,1) 
c ôt ? ; 

est obtenue directement en prenant la moyenne de l'équation micro- 
scopique (1,3). 

Durant le temps ôt le champ E fournit aux courants j un tra- 
vail égal à 


ôt \ jE dy. 


La même grandeur, mais de signe contraire, est le travail ôR fourni 
« au champ » par la force électromotrice extérieure qui est la source 


Z rot H, 


maintenant la circulation des courants. En substituant j — 2 


on obtient 
ôR= —à— \ E rot H dŸ — 
TT 


=ôt- (| div(E * H)dV — ôt 7 ( H rot EdV. 


Etant transformée en intégrale étendue à la surface infiniment 
éloignée, la première intégrale s’annule. Dans la seconde intégrale on 
substitue rot E à partir de (30,1), et en introduisant la variation 
ôB = ôt 9B/ôt de l'induction magnétique, on obtient finalement 


1 
5R = \ H5B dy. (30,2) 


Par sa forme cette expression est analogue à l'expression (10,2) 
donnant le travail lors d’une variation infinitésimale du champ 
électrique. Il faut cependant remarquer que l’analogie physique 
entre ces deux formules n'est pas très profonde, car H (contraire- 
ment à E) ne représente pas la valeur moyenne du champ microsco- 
pique existant. 

Maintenant que nous avons obtenu la formule (30,2), toutes les 
relations thermodynamiques pour un corps magnétique placé dans 
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un champ magnétique peuvent s’écrire tout comme les relations 
pour un corps diélectrique placé dans un champ électrique ($ 10); 
il suffit de remplacer dans ces relations E et D par H et B respec- 
tivement. Nous allons donner ici quelques-unes de ces formules 
dont nous aurons ultérieurement besoin. Pour les différentielles 
de l’énergie libre et de l'énergie interne totales, nous avons: 


ÎF = — ST + \ H6B dy, 


; (30,3) 
SU = TS #4 | HÔB dV, 
pour ces mêmes grandeurs rapportées à l'unité de volume: 
” 1 
dF=—SdàT+{dp+-—HdB, (30,4) 


dU =TdS+5do 1 HdB. 


En plus de F, U, nous aurons également besoin des potentiels 
thermodynamiques suivants : 
F HB F HB 
pour lesquels 
dF=—SaT+;dp—-} Bab, 
e (30,6) 


Pour la relation linéaire B=uH. on peut écrire l'expression pour 
toutes les grandeurs sous la D 


U=U(S, p) + Er » F=F(T,p)=— Er 30.7 
d pA? He (30,7) 
£ Ü = U(S, P)—5 


Hz Le travail ôR (ou, ce qui est la même chose, : variation ôF 
à température constante) peut s'exprimer sous une autre forme en 
fonction de la densité des courants et du potentiel vecteur du champ 
magnétique. Pour cela on pose 6B = rot ÔA et on écrit 


ÉF)r= 7 \ H rot 6A dV = 
SE a div (H x 8A) dV + = À 6A rot Hay. 


La première intégrale est de nouveau nulle et la seconde donne 


OF )r = ( i6A ar. (30,8) 
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D'une manière analogue on peut obtenir 
== { De 
BF} = — + ( Aôj dY. (30,9) 


Il est bon de remarquer que dans le formalisme mathématique 
de l'électrodynamique macroscopique les courants — sources du 
champ magnétique — jouent un rôle analogue à celui des poten- 
tiels (et non des charges) — sources du champ électrique. Cette 
règle apparaît clairement lorsque l’on compare les formules (30,8) 
et (30,9) aux formules analogues dans le champ électrique 


GF)r= À pôpaV, (6) - — | pôpar (30,10) 


{voir (10,13), (10,14)1. Nous voyons que les charges et les poten- 
tiels sont dans ces formules inversés par rapport aux courants et 
aux potentiels dans les formules (30,8). (30,9). 

Par suite de la coïncidence formelle des relations thermodyna- 
miques (exprimées en fonction de l'intensité du champ et de l’induc- 
tion) dans les champs électrique et magnétique, les inégalités ther- 
modynamiques obtenues au $ 18 peuvent être appliquées également 
au champ magnétique. Nous avons vu qu'en particulier, il s'ensuit 
que & >> 0. Dans le cas du champ électrique cette inégalité ne pré- 
sente pas d’intérêt, car elle est plus faible que la condition € > 1, 
obtenue à partir d’autres considérations. Par contre, dans le cas 
du champ magnétique, l’inégalité analogue 

> 0 


est très importante, car c’est la seule restriction imposée aux valeurs 
possibles de la perméabilité magnétique. 


$ 31. Energie libre totale d’un corps magnétique 


Au $ 11 nous avons obtenu les expressions donnant l'énergie 
libre totale # d’un corps diélectrique dans un champ électrique. 
L'un des aspects thermodynamiques de cette grandeur est que sa 
variation détermine le travail fourni au corps par le champ électri- 
que lorsque les sources (charges) créant ce champ restent invariables. 
Au contraire, dans un champ magnétique c'est l'énergie libre .Ÿ 
qui joue ce rôle, car lorsque les sources (courants) de champ sont 
données, c’est bien sa variation qui donne le travail fourni au 
corps. 

La démonstration donnée ci-dessous est analogue à celle du $ 11. 


Nous déterminerons la valeur «totale» de .# de la manière suivante: 


F=\ (F+) av, (31,1) 
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où $ est le champ magnétique que créeraient les sources données 
en l’absence de milieu s’aimantant. Le signe + entre parenthèses 


(au lieu du signe — dans (11,1)) est dû au fait que la valeur de F 
pour le champ magnétique dans le vide est — \ Lav [voir (30,7). 


L'intégration dans (31,1) s'étend à tout l’espace, y compris le volu- 
me des conducteurs porteurs des courants qui créent le champ !). 

Calculons la variation de # (à température donnée et sans que 
soit rompu l’équilibre thermodynamique du milieu) lors d’une 


variation infinitésimale du champ. Comme ô$ — — BH, on a: 
> 1 $ 
F=—-— \ (BôH — 565) a — 
= 7 (H— 6) 65 dV — \ B (ÔH— 56) dF — 
+ ((B—H)65aV. (31,2) 


En introduisant le potentiel vecteur Ü du champ 6, on écrit 
dans le premier terme 


(H— 5) 66 — (H— 5) rot SU - div ÔÙ x (H — 5) + ôÙ rot (H — 5). 


Mais par définition les champs H et & sont créés par les mêmes 
courants j dont la distribution dans le volume des conducteurs ne 
dépend pas du champ qu’ils créent (voir $ 29), c'est-à-dire qu’elle 
ne dépend pas de la présence de corps magnétiques dans l’espace 
environnant. C’est pourquoi H et & satisfont à des équations tout à 


fait semblables : rot H — = j, rot 5 — = j, desorte que rot (H— &) — 


= (0. Quant à l'intégrale de div ôU x (H — 6), elle se transforme 
en intégrale étendue à la surface infiniment éloignée et s’annule. 
+ D'une manière analogue on voit que le second terme dans (31,2) 
s’annule également, de sorte que 
Et Fo — 1 7 ee 

SF = —7 | (B—H)66 47 = — ( m6 av. (31,3) 
Ainsi, pour $F on obtient une expression exactement analogue 
à l’expression (11,3) pour 6.7 dans le cas du champ électrique. En 
particulier, dans un champ magnétique extérieur uniforme 6, pour 


1) Au $ 11 nous avons supposé que l'intégration dans (11,1) est étendue 
à tout l'espace à l'exception du volume des conducteurs chargés créant le champ. 
C'était alors correct car à l’intérieur d’un conducteur chargé le champ électrique 
est toujours nul. Au contraire, le champ magnétique n'est pas nul à l'intérieur 
des conducteurs porteurs de courants ct on ne peut l’exclure lors du calcul 
de l'énergie libre totale. 
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df on a une expression analogue à (11,5): 
dF = —S AT — M dS (31,4) 


où # est le moment magnétique total du corps. 

Sans répéter les calculs nous écrirons les formules suivantes 
par analogie avec les formules du $ 11. Pour la relation linéaire 
B=uH,ona 


F—Fo(V, T)= —\5+6Mar. (31,5) 
En particulier, dans un champ extérieur uniforme 
FF, T)= —+ 54. (31,6) 


Dans le cas général, lorsque la relation entre B et H est arbitraire, 
on peut utiliser pour le calcul de la formule suivante: 


CA (F+ Rs M6) av = ( (F-5-5M6) dV. (31,7) 


Au $ 11 nous avons également donné des formules simplifiées 
utilisables si la susceptibilité diélectrique est assez petite. Comme 
nous l'avons déjà mentionné, la susceptibilité magnétique de la 
majorité des corps est en fait petite, ce qui rend fort important 
le cas analogue pour le champ magnétique; on a 


F—Fo=—À \ G° av. (31,8) 


On peut également obtenir pour le champ magnétique les résul- 
tats analogues à ceux du $ 14. Il s’agit de la variation des gran- 
deurs thermodynamiques d’un corps magnétique lors d’une varia- 
tion infinitésimale de sa perméabilité magnétique u; les sources 
de champ sont supposées invariables. D'après ce qui vient d’être 
dit il est évident d'avance qu'au lieu de la variation de (comme 
au $ 14), il faut maintenant considérer la variation de Z. Nous 
n'allons pas répéter ici une démonstration semblable à celle de la 
formule (14,1). Elle donne le même résultat : 


= —\ ôu À dV. (31,9) 


En se basant sur cette formule, nous sommes arrivés au $ 14 
à la conclusion que la susceptibilité électrique d'une substance 
est positive. Cependant, dans le cas du champ magnétique, on ne 
peut pas arriver à une telle conclusion et la susceptibilité magné- 
tique peut être tant positive que négative. Cette différence essen- 
tielle provient de ce que l’hamiltonien d’un système de charges en 
mouvement dans un champ magnétique contient non seulement 
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des termes linéaires par rapport au champ (comme dans le cas du 
champ électrique) mais également des termes quadratiques. Par 
conséquent, lorsque l’on calcule la variation de l'énergie libre du 
corps dans un champ magnétique à l’aide de la théorie des pertur- 
bations selon la formule (14,2), on doit tenir compte tant des termes 
du premier ordre que de ceux du second ordre. Aucune conclusion 
générale ne peut donc être faite quant au signe de la variation en 
question; cette variation est positive pour les corps paramagnéti- 
ques et négative pour les corps diamagnétiques. 

Au $ 14 nous avons trouvé là direction du mouvement des corps 
dans un champ électrique. La formule (31,9) permet d'arriver à des 
conclusions analogues. Cependant, comme u peut être tant supé- 
rieure qu'’inférieure à l'unité, le sens du mouvement des corps dans 
un champ magnétique n’a pas un caractère universel. Ainsi, dans 
un champ quasi uniforme les corps paramagnétiques (u > 1) se 
déplacent dans le sens de l’augmentation du champ, et les corps 
diamagnétiques (u 1) dans le sens de la diminution de X. 


$ 32. Energie d’un système de courants 


Considérons un système de conducteurs et les courants y circu- 
lant. Supposons que ni les conducteurs, ni le milieu dans lequel 
ils se trouvent ne sont ferromagnétiques, de sorte que partout 
B — uH. Conformément au $ 30, l'énergie libre totale du système 
s'exprime en fonction du champ magnétique créé par les courants: 


_ 1 s 
F=S \ HB 4. (32,1) 


Nous avons ici omis la grandeur constante (pour une température 
donnée) #, n'ayant rien à voir avec les courants. L'intégration 
dans (32,1) est étendue à tout l’espace tant intérieur qu’extérieur 
atix conducteurs. 

: Cette énergie peut s'exprimer également en fonction des courants 
au moyen de l'intégrale suivante 

F = i AjdV (32,2) 


DC 


[comparer avec la manière dont on est passé de (30,2) à (30,8)]. 
L'intégration s'étend ici seulement au volume des conducteurs. 
car hors des conducteurs on a j = 0. 

Puisque les équations du champ sont linéaires, le champ ma- 
gnétique peut s’écrire comme la somme des champs qui auraient 
été créés par chacun des courants séparément, les autres courants 


étant nuls: H — > H,. L'énergie libre totale (32,1) sera alors: 
F =Ù Fo 2 Fab (32,3) 
a a> 
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es 1 
F ce — Br \ H.B, dv, 
(32,4) 


(dans For = Fa on a tenu compte du fait que H,B, = uH,H, — 
— H,B,, où u est la perméabilité magnétique en tout point de 
l’espace). La grandeur F,, peut être interprétée comme l'énergie 
libre propre des courants du a-ième conducteur, et #,, comme 
l'énergie d'interaction des conducteurs a et b. D'ailleurs, il faut 
avoir en vue que ces appellations ne sont strictes que si l’on néglige 
les propriétés magnétiques de la substance tant des conducteurs 
que du milieu. Dans le cas contraire, le champ (et par conséquent, 
l'énergie) de chacun des courants dépend également de la disposi- 
tion des autres conducteurs, ainsi que de leur perméabilité ma- 
gnétique. 

Les grandeurs (32,4) peuvent également s'exprimer en fonction 


des courants j, dans chacun des conducteurs, conformément à la 
formule (32,2), soit 


Fa= \ JaA a dVa 
For=+ | iAodVe= + | Ac dVe. 


L'intégrale dans F4 n’est ici étendue qu’au volume du conduc- 
teur a, tandis que F4 peut être présenté sous l’une ou l’autre 
forme indiquée, l'intégrale étant étendue au volume du conduc- 
teur a ou b. 

Lorsque la loi de répartition de la densité de courant dans le 
volume du conducteur est donnée, la valeur de #,, ne dépend que 
de l'intensité totale du courant J, traversant sa section transver- 
sale. Tant la densité j que le champ créé par le courant sont pro- 
portionnels à la grandeur J,. Par conséquent, toute l'intégrale #4 
est proportionnelle à J?. On l'écrit sous la forme 


F aa = _. Lood à (32,6) 


où L,a sont les coefficients de self-induction du conducteur. D'une 
manière analogue, l'énergie d'interaction de deux courants est 
proportionnelle au produit J,J,: 
_ 1 - 
Far x Lola Je. (32,7) 
12532 
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La grandeur L,, est appelée coefficient d'induction mutuelle des 
conducteurs. Ainsi, l'énergie libre totale d'un système de courants est 


F = D Leolà ++ D Loblelo = D) D LowlaJu. (82,8) 
a a b 


a>b 


Pour que cette forme quadratique soit positive, il faut que 
les valeurs des coefficients satisfassent à certaines conditions. En 
particulier, il faut que L, > 0 et 


LoaLub > Lôb. 


Le calcul de l'énergie des courants dans le cas général d’un 
système de conducteurs massifs exige que les équations du champ 
soient résolues complètement. C'est un problème très compliqué, 
qui se simplifie cependant dans le cas où l’on peut supposer que 
la perméabilité magnétique des conducteurs et du milieu est égale 
à l'unité. L'énergie des courants cesse alors de dépendre de l’état 
thermodynamique (en particulier de la température) des corps, 
donc dans toutes les formules écrites ci-dessus on peut parler avec 
égale rigueur de l'énergie libre ou de l'énergie simplement. 

Pour u = 1, le potentiel vecteur du thamp créé par les courants 
j est donné par la formule (29,12). Donc, pour l'énergie propre 
du conducteur, on obtient 


Fan 7% M av avr, (32,9) 


où les deux intégrations sont étendues au volume du conducteur 
donné, et À est la distance entre dV et dV’. D'une manière analo- 
gue, l'énergie mutuelle de deux conducteurs est : 

Far I aviav,, (32,10) 
t c? R 

éù dV, et dV, sont les éléments de volume de chacun des conduc- 
teurs. 

- Le calcul de l'énergie mutuelle de deux courants linéaires est 
particulièrement simple. Pour passer des courants volumiques aux 
courants linéaires dans la formule (32,10), il faut remplacer j,dV, 
et jedV, respectivement par J,dl, et J,dl,; nous trouvons ainsi 
que le coefficient d’induction mutuelle est : 


Fi ££ rte | 


Par conséquent, à cette approximation L,, ne dépend que de la 
forme et des dimensions des circuits, ainsi que de la manière dont 
ils sont disposés l’un par rapport à l’autre; L,, ne dépend pas de 
la distribution du courant dans la section des conducteurs. Souli- 
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gnons que pour obtenir une formule aussi simple dans le cas de con- 
ducteurs linéaires, il n’est même pas nécessaire de supposer que 
partout  — 1. A l'approximation où nous négligeons l'épaisseur 
des conducteurs, les propriétés magnétiques de leur substance n'’in- 
fluent aucunement sur le champ qu'ils créent, donc sur leur énergie 
mutuelle. Si la perméabilité magnétique u du milieu entourant 
les conducteurs est différente de l'unité, elle augmente de y fois, 
conformément à (29,15), le potentiel vecteur du champ magnétique 
(avec son induction). Par conséquent, le coefficient d'induction 
mutuelle est également multiplié par u; on aura donc: 


L=u$ AS (32,11) 


Pour ce qui est du coefficient de self-induction des conducteurs 
linéaires, son calcul est bien plus difficile; nous étudierons cette 
question au paragraphe suivant. 

On peut également écrire l'énergie totale d’un système de courants 
linéaires sous une autre forme. À cette fin revenons à l'intégrale 
(32,2) qui prend la forme suivante pour les courants linéaires 


F = D Je $ Adl (32,12) 


où A est le potentiel vecteur du champ total au point dl, du a-ième 
conducteur. L'erreur essentielle que nous commettons en passant 
de (32,2) à (32,12) est de négliger la variation du champ (y compris 
le champ propre du courant considéré) sur la section transversale 
du conducteur. Chacune des intégrales sur un contour figurant 
dans (32,12) se transforme en intégrale de surface 


$aal= \ rot A-df, = \ Bdf,, 


c'est-à-dire qu’elle représente le flux de l'induction magnétique 
(ou flux magnétique) à travers le contour du a-ième courant. Nous 
désignerons ce flux par D. Ainsi, 


F = D JD (32,13) 


L'énergie libre Æ du courant linéaire J dans un champ magné- 
tique extérieur (c’est-à-dire l'énergie ne contenant pas l'énergie 
propre des sources de champ) s'exprime d’une manière analogue en 
fonction du flux magnétique. Il est évident que l’on a 


LS 1 
F=1Jo, (32,14) 
12* 
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où D est le flux du champ extérieur à travers le contour du courant J. 
Si le champ extérieur est uniforme (dans un milieu où pu = 1), 


on a ® — GS \ df. En introduisant le moment magnétique du courant 


conformément à (29,18), on obtient F — #5. 

Lorsque l’on connaît l'énergie d’un système de courants en 
fonction de leurs dimensions, de leur forme et de leur position mu- 
tuelle, on peut déterminer les forces agissant sur les conducteurs 
par simple dérivation par rapport aux coordonnées respectives. 
Mais dans ce cas, il faut savoir quels sont les paramètres des cou- 
rants qui doivent être supposés constants lors de la dérivation. 
Le plus commode est d'effectuer les calculs lorsque les courants 
sont constants. Mais alors c’est la grandeur # qui joue le rôle de 
l'énergie libre. Donc la force généralisée F, agissant « le long » de 
la coordonnée généralisée q est 


EE 
Re) 
Les indices de la dérivée signifient que la dérivation s'effectue à 


courants constants et à température du corps constante. Comme 
nous négligeons dans l'énergie libre la partie constante indépendante 


des courants, Æ et & ne diffèrent que par leur signe, de sorte que: 


Re (6) (22e us 


(ici et ci-dessous nous omettons pour plus de brièveté l'indice 7). 
En particulier, les forces agissant sur le conducteur dues à son 
propre champ magnétique sont données par la formule 


Fa= ro : (32,16) 


où L est la self-induction du conducteur. Le caractère de l’action 
de ces forces est évident à partir des considérations suivantes. Lors- 
que le courant et la température sont donnés, la grandeur tend 
vers un minimum. Comme dans ce cas # — — LJ*/2c*?, ceci veut 
dire que les forces agissant sur le conducteur tendront à augmenter 
son coefficient de self-induction. Mais ce dernier qui a la dimension 
d'une longueur, est proportionnel aux dimensions du conducteur. 
Ainsi, sous l’influence du champ magnétique le volume du conduc- 
teur augmente. 

Pour le courant dans un champ magnétique extérieur on a !): 


F= EF = — MS. (32,17) 


1) Iciil n’y a pas de facteur 1/2 [comme dans la formule (31,6)] car le mo- 
ment magnétique du courant dans (32,15) est une grandeur constante ne dépen- 
dant pas du champ; tandis que le moment ee du corps magnétique 
figurant dans (31,6) n’apparaît lui-même que sous l'action du champ. 
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Dans toutes les formules écrites ci-dessus pour l'énergie on 
suppose que la relation entre l'induction et le champ magnétique 
est linéaire. Dans le cas général, lorsque cette relation est arbitraire, 
on peut établir des relations différentielles analogues. La variation 
de l'énergie libre, lors d’une variation infiniment petite du champ 
(à température constante), est conformément à (30,8) 


or =+ \ jôA dV 
ou, pour un système de courants linéaires, 


1 
BF =+ 3 Ja Ÿ A dla. 


Tout comme on est passé de (32,12) à (32,13), on a 


BF = 15 JD. (32,18) 


D'une manière analogue on tire de (30,9) 


Æ 1 
SF = — À D DJ. (32,19) 


On peut dire que pour un système de courants linéaires, .# est 
le potentiel thermodynamique par rapport aux flux magnétiques, 
et # l’est par rapport aux courants, ces deux potentiels étant liés 
par la relation suivante 


Æ 1 
F=F—-— TS TD (32,20) 


Ainsi, quelles que soient les propriétés magnétiques de la substance, 
les relations thermodynamiques suivantes sont valables 


1r 0 1D _ _% 9 
lo m + D 37. pee 

Si l’on applique ces formules au cas d’une relation linéaire, 
# étant donné par la formule (32,8), on obtient 


1 
D=1 D ts. (32,22) 


Ainsi, les coefficients d’induction se trouvent être les coefficients 
de proportionnalité entre le flux magnétique et les courants créant 
le champ magnétique. Le produit L,sJ,/c est le flux magnétique 
créé par le courant J,(b = a) à travers le contour du courant J, 
et Les lc le flux à travers ce même contour, créé par le courant 
J, lui-même. 
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$ 33. Self-induction des conducteurs linéaires 


Lors du calcul du coefficient de self-induction d’un conducteur 
linéaire on ne peut complètement négliger son épaisseur comme 
nous l'avons fait lors du calcul de l'induction mutuelle de deux 
conducteurs. En procédant ainsi, nous aurions obtenu, à partir 
de (32,9), la self-induction sous la forme suivante 


1=$$ 


où les deux intégrales sont prises le long du même contour; mais 
cette intégrale diverge logarithmiquement pour À —+ (0. 

La valeur exacte de la self-induction du conducteur dépend de 
la distribution du courant qui peut varier suivant la manière d'exci- 
tation du courant, c’est-à-dire de la manière dont la force électro- 
motrice est appliquée au conducteur. Mais pour un conducteur 
linéaire, il se trouve que la self-induction ne dépend pas de la loi 
de distribution du courant sur sa section !), ceci avec un grand 
degré de précision. 

Ecrivons la self-induction sous la forme de la somme Z — 
= L, + L;, où L. et L; sont liées à l’énergie du champ magnétique 
respectivement à l'extérieur et à l’intérieur du conducteur. Pour 
un conducteur linéaire c’est la partie « extérieure » L, qui donne 
la partie essentielle de la self-induction. Ceci est dû à ce que la 
partie essentielle de l'énergie magnétique d’un contour linéaire 
fermé se trouve dans le champ à l'extérieur du conducteur à de 
grandes distances (par rapport à son épaisseur). En effet, l’énergie 
par unité de longueur d’un fil droit infini est donnée par l'intégrale 


9 2 2 
Le \ H®-2nr dr = he \ () Dar dr = He \ #e 
14 8a cr c? 


r 


(r {est la distance à l’axe du conducteur, u. la perméabilité magné- 
tique du milieu extérieur). Cette intégrale diverge logarithmiquement 
pour de grandes valeurs de r. Pour un contour linéaire fermé cette 
divergence disparaît évidemment — l'intégrale « est arrêtée » à des 
distances de l’ordre de grandeur des dimensions du contour. On 
obtiendra une valeur approximative de l'énergie en multipliant 
l'intégrale écrite par la longueur totale du conducteur / et en pre- 
nant pour limite supérieure la valeur ! (la limite inférieure étant 


1) Plus exactement. des distributions pour lesquelles la densité de courant 
ne varie notablement que des distances comparables à l'épaisseur a du con- 
ducteur. Si cependant la distribution est telle que la densité de courant varie 
notablement à des distances petites par rapport à a (comme dans les cas parti- 
culiers de l'effet Kelvin et de la supraconductibilité), la self-induction du con- 
ducteur dépend de la distribution. 
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égale au rayon a du conducteur): 
HeJ? 

c? 

Par suite la self-induction est 
L=ylin. (33,1) 
On dit que cette expression a la précision logarithmique; l'ordre 


de grandeur de son erreur relative est Un , le rapport l/a étant 


supposé si grand que son logarithme est également grand !). 
Les bobines (solénoïdes) sont un cas particulier des conducteurs 
linéaires où le conducteur est bobiné en spirale, les spires étant 
très proches les unes des autres. En négligeant l'épaisseur du 
conducteur et la distance entre les spires, on obtient simplement 
une surface cylindrique conductrice où circule un courant « superfi- 


in. 
a 


. 


ciel» de conduction. L’équation rot H = #; à l’intérieur du con- 
ducteur est alors remplacée simplement par la condition aux limites 


n X (H—H)= 8, (33,2) 


où g est la densité superficielle de courant, H, et H, le champ de 
part et d'autre de la surface du solénoïde, la normale n étant dirigée 
vers l'intérieur du milieu 2 [comparer avec la manière dont on 
a démontré la formule (27,14). 

Si le solénoïde est un cylindre infini, le champ magnétique 
qu'il crée se détermine très simplement. Les courants superficiels 
sont circulaires, et leur densité est g = nJ, où J est le courant 
circulant dans le conducteur, et #z le nombre de spires par unité 
de longueur du solénoïde. Le champ à l'extérieur du cylindre est 
nul ; le champ à l’intérieur du cylindre est uniforme et dirigé suivant 
l’axe du cylindre; il est égal à 

4x 


H=—nI. 
Le} 


En effet, il est évident qu'un tel champ satisfait aux équations 
div H = 0, rot H = 0 dans tout l'espace à l'extérieur de la sur- 
face conductrice, ainsi qu’à la condition aux limites (33,2) sur 
cette surface. 


1) L'affirmation ci-dessus selon laquelle la self-induction ne dépend pas 
de la distribution du courant concerne en réalité non seulement l'expression 
approximative (33,1), mais également l'approximation suivante où on tient 
compte de termes ne contenant pas de logarithme de la variable complexe 
(ce qui équivaut à tenir compte du coefficient de {/a dans l'argument du 
logarithme); voir les problèmes à la fin de ce paragraphe. 
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Q 


Par conséquent, l'énergie du champ, rapportée à l'unité de 
longueur du cylindre, est 
ueH? nb? = 2n?ntb?n. J? 
8n 


c2 


(b est le rayon du cylindre et u. se rapporte au milieu remplissant 
le solénoïde). En négligeant les déformations du champ aux extré- 
mités, on peut également appliquer cette formule à un solénoïde 
de longueur k, grande (par rapport à b) mais finie. Ainsi, on obtient 
pour la self-induction 


L=4r?n?bthu, = 2xpenbl, (33,3) 


où { = 2nbnh est la longueur totale du conducteur de la bobine. 
L'augmentation de la self-induction d’un solénoïde par rapport 
à la self-induction d’un fil droit de même longueur [comparer (33,3) 
et (33,1)] est la conséquence naturelle de l'induction mutuelle 
entre les spires voisines. 


Problèmes!) 


1. Déterminer la self-induction d’un fil assez fin, de section circulaire, 
formant un circuit fermé. 
Solution. On peut supposer que le champ magnétique à l’intérieur 
du conducteur est le même qu’à l’intérieur d’un cylindre droit de longueur infinie : 
2Jr 
ca? 


{r est la distance à l'axe du conducteur, a son rayon). D'où la partie 
intérieure de la self-induction : 


2e? ps 
a J? 8n 
où ! est la longueur du fil. 

Pour le calcul de L,, remarquons qu'à l'extérieur d’un conducteur fin 
lechamp ne dépend pas de la distribution du courant sur sa section. En particu- 
ligr, l'énergie #, du champ magnétique extérieur ne change pas si l'on suppose 

. qüe le courant ne circule que sur la surface du conducteur. Mais alors on aura 
H = O0 à l'intérieur du conducteur, et l’on peut calculer l'énergie 4, comme 
étant l'énergie totale suivant la formule (32,2). 

Comme nous avons supposé que la distribution des courants est superficielle, 
l'intégrale dans cette formule se réduit en fait à une intégrale le long du contour 
de la ligne axiale du fil, de sorte que la partie extérieure de la self-induction est 


2? J 
Le= T3 Ÿ À 


où la valeur de A dans l'expression sous l'intégrale est prise sur la surface du 
conducteur. Lorsque l'on est passé à cette formule, on a tenu compte du fait qu’à 


\ Heav=lht, (1) 


2 


dl, 


r=a 


1) Dans les problèmes 1-6 on suppose que la perméabilité magnétique 
du milieu est un, — 1. 
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l’approximation considérée le champ est constant le long du contour de la section 
circulaire du fil. 

Après que le problème se soit trouvé réduit au calcul de A... nous 
allons supposer que tout le courant J circule suivant la ligne axiale du fil. 
La valeur du champ sur la surface du fil ne s’en trouve pas changée à l’approxi- 
mation considérée (elle n'aurait pas changé du tout dans le cas d’un fil droit 
de section circulaire). Conformément à la formule (29,14), on a 


J dl 
Abe F 


où À est la distance à partir de l'élément dl de la ligne axiale du fil au point 
considéré de sa surface. Séparons l'intégrale en deux parties pour lesquelles on 
a respectivement À > À et R < A. où A est une certaine longueur, petite par 
rapport aux dimensions du contour du courant, mais grande par rapport au rayon 
a du fil !). Dans l'intégrale étendue au domaine À >> À on peut négliger a 
et supposer que À est simplement la distance entre deux points du contour du 
courant. Quant à l'intégrale étendue au domaine À À, on peut supposer 
qu'elle est dirigée suivant la tangente au point considéré du contour. En dési- 
gnant par t le vecteur unitaire dans cette diréction, on a: 


A 
dl dl 
R |! VaTE 
R<A re 
Cette expression peut être écrite sous la forme de l'intégrale suivante 


2A dl 
An = ( R : 


L 
Ta 


= 2 Arsh À & 2t In? . 


A>R>S- 


Ici R peut maintenant être interprétée de nouveau comme la distance entre 
les points du contour du courant. Ainsi, en ajoutant à l’intégrale étendue au 
domaine À = À, on obtient l'expression 


J dl 
Alrza=— \ "R , 
R>—— 
d'où le paramètre arbitraire À a, comme il se devait, disparu. 
Ainsi, on a finalement 


dl dl’ 
Le= \ \ A . (2) 
R><+- 


L'intégration est ici étendue à toutes les paires de points du contour dont 
la distance mutuelle est supérieure à a/2. 

2. Déterminer la self-induction d’un anneau fin (de rayon b) formé par un 
conducteur de section circulaire (de rayon a). 

Solution. Dans la formule (2) du problème 1 l'expression sous l'in- 
tégrale ne dépend que de l'angle au centre m interceptant la corde R de la circon- 
férence de l'anneau; on a /? = 2b sin (@/2) et dl dl’ = dt. dl’ cos q. D'où 


1) Une méthode analogue a été utilisée dans le problème 4 $ 2 pour le 
calcul de la capacité d’un anneau fin. 
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il vient 
e 27b.b 
Le=2\ SEPLP ER Land | —in tg F2 —2 cos æ] 
go “bsin 


| 


* 


La limite inférieure de l'intégration se détermine à partir de 2b sin + $ 


d'où go = a/2b. En substituant cette valeur et en ajoutant L,; — abus, on 
obtient à la précision requise : 


8b _,, mi ) 
= pe 
L=Anb (in : 2+ z )- 
En particulier, pour u;=1 
8b 7 ) 


L=Anb (in Re 


3. Déterminer l'extension d’un conducteur annulaire (avec u; — 1) sous 
l’action du champ magnétique d’un courant circulant dans cet anneau. 


NET 4À 


h 


Fig. 18 


Solution. Les contraintes internes agissant suivant l’axe du conduc- 
teur perpendiculairement à cet axe sont déterminées, conformément à (32,16), 
par les formules 

t su NÉE ré ne, 05 
° 2c? à (2rb) ? 1 2 Ga” 


‘En substituant L du problème précédent, on obtient 


_ _ J? ) , -- 7 
= 258 ( MR Te ques 
D'où l'allongement relatif cherché de l'anneau (voir VII, $ 5): 


Ab_ 1 J? 8b 3 
Dot 20) (ne +20) 


(E est le module d'Young, 6 le coefficient de Poisson de la substance du 
conducteur). 

4. Déterminer la self-induction par unité de longueur d'un système de deux 
fils (conducteurs) droits parallèles (avec 1; = 1) de section circulaire (de rayon 
a et b), dont les axes sont à une distance À l’un de l’autre, ces conducteurs 
étant parcourus par des courants J, égaux et de sens inverse (fig. 18). 
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Solution. Le potentiel vecteur du champ magnétique de chacun des 
courants est dirigé parallèlement aux axes des conducteurs, donc les potentiels 
vecteurs des deux champs s'ajoutent algébriquement. Pour le champ magné- 
tique du conducteur 7, parcouru par le courant +J, distribué uniformément, on 
a (en coordonnées cylindriques) 

J 


r? 
A (c-) pour r <a, 


4= 2 (c—1-21n L) pour r>a, 


où C'est une constante arbitraire ; sur la surface du conducteur, À . est continue. 
On obtient des formules analogues pour le champ du conducteur 2 en remplaçant 


Fig. 19 


a par b et en changeant le signe de J. En intégrant sur la surface de la section 
du conducteur 1 dans la formule (32,2), on obtient 


a | {(c- ai )-(c—-1-2m2))} = 
27 


2 24 r— 
\ {1 +in* +r US} 7 dp dri= 
0 


J2 


7” eine 


b? 


SCD N 


J2 1 h 
LE CE polir 
a (5 +210 r) ; 
L'intégration sur la section du conducteur 2 donne la même expression avec a 
au lieu de b. Donc, la self-induction cherchée par unité de longueur de notre 
système est 
k° 
GT - 


a 


L=1+2ln 


5. Déterminer la self-induction d’un solénoïde toroïde. 
Solution. Nous allons considérer le solénoïde comme une surface 
toroïde conductrice, sur laquelle circulent des courants superficiels de densité 


NJ 
8—=5— La 


(N étant le nombre total de spires du fil, J le courant dans le fil ; les coordonnées 
et les dimensions sont données sur la fig. 19). Le champ magnétique à l'exté- 
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rieur du ‘solénoïde est H, — 0 et à l’intérieur: 


2NJ 
Hir=Hy=0, Hie=—— 


(r. z. @ sont les coordonnées cylindriques). En effet, cette solution satisfait 
aux équations div H = 0, rot H = 0 et à la condition aux limites (33,2) 1). 
L'énergie du champ magnétique à l’intérieur du solénoïde est : 
Hi N?Jzpsdr 
Be Tr: 


l'intégration s’effectue sur le contour de la section du tore, et est très simple 


si l'on introduit l'angle 6 conformément à z = a sin0, r — b + a cos 6. On 
obtient alors pour la self-induction 


L=4rxN2(b—71/52— ai). 


6. Déterminer la correction du premier ordre par rapport à L/h pour l’ex- 
pression (33,3) (avec ue. — 1) donnant la self-induction d'un solénoïde cylindri- 
see correction provenant de la déformation du champ près de ses extré- 
mités. 

Solution. La self-induction d'un solénoïde se calcule au moyen de 
l'intégrale double étendue à sa surface: 


1 : 
L=— \ \ Eee di dfa, 


où g est la densité superficielle de courant (g—nJ). En coordonnées 
cylindriques 


h 
= 8rb?n?2 \e (h— 5) cos p d dt 


V &+atsin + 
($ étant l'angle entre les plans diamétraux passant par df, et par df2). 
* En intégrant par rapport à &, on obtient pour hk » b: 
x 
= L & Sabèn? \ Le In 
0 bsin- 


h 


— h+2b sin +] cos p dp 


et finalement 
L=An°b2n? [ne] | 
37 
7. Déterminer la variation de la self-induction d’un contour linéaire 


plan, lorsqu'il est placé sur la surface plane du demi-espace de perméabilité 
magnétique u.. Négliger la partie interne de la self-induction du conducteur. 


1) Elle est également valide pour un solénoïde annulaire de section arbi- 
traire, non circulaire. 
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Solution. A partir des considérations de symétrie, on voit qu'en 
l'absence de milieu, le champ magnétique d’un courant est symétrique par 
rapport au plan du contour, et les lignes de force magnétiques traversent ce 
plan suivant la normale ; soit H, ce champ. On satisfait aux équations du champ 
et aux conditions aux limites sur la surface du demi-espace rempli par le milieu 


9. 
si l'on pose dans le demi-espace vide He H,, et dans le milieu 
se 
9 
B=— u, H — +; H,. En effet, ceci assure la continuité de B, et de H, sur 
la surface limite, tandis que la circulation de H le long de n'importe quelle 
ligne de force est Les à la circulation de H, le long du même chemin. 11 est facile 
d'en conclure que lorsque l'on introduit un milieu matériel, l'énergie totale du 
champ, et ‘par conséquent la self-induction du contour, se trouve multipliée 
par le facteur: 


2he 


He+1 


$ 34. Forces dans un champ magnétique 


Nous n’aurons presque pas besoin de faire de calculs nouveaux 
pour trouver les forces agissant sur une substance placée dans un 
champ magnétique, par suite de l’analogie totale avec le cas du 
champ électrique. L'’analogie est due avant tout à ce que les expres- 
sions pour les grandeurs thermodynamiques en présence de champ 
magnétique ne diffèrent de celles obtenues en présence de champ 
électrique qu'en ce que les lettres E, D sont remplacées respecti- 
vement par H, B. Lors du calcul du tenseur des contraintes au $ 15 
nous avons utilisé le fait que le champ électrique dérive d'un poten- 
tiel, ce qui est une conséquence de l'équation rot E = 0. Cepen- 
dant, le champ magnétique satisfait à l'équation 


rot H = $# FR (34,1) 


qui se réduit à rot H = 0 seulement lorsqu'il n’y a pas de courants 
de conduction. Mais lors du calcul du tenseur des contraintes il 
faut toujours poser j — 0. Comme j est lié aux dérivées du champ 
magnétique, si l’on tenait compte des courants lors du calcul des 
contraintes, ceci signifierait l'apparition dans le tenseur des con- 
traintes 0;4 de corrections négligeables dues à la non-uniformité 
du champ (comparer avec la note de la page 92). 

Ainsi, toutes les formules pour le tenseur des contraintes obte- 
nues aux $$ 15 et 16 peuvent être appliquées au champ magnéti- 
que. Dans un milieu liquide, par exemple, pour la relation linéaire 
B = uH,on a 

Hillr 


cm — pole, Tôm— Te [n—p (5), Jôn+ AR. (42) 


Les forces volumiques se calculent alors au moyen de la rela- 
tion f; — 0o:x/0x3. Si le milieu est conducteur et qu'il soit parcouru 
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par un courant, le calcul se distingue de celui du $ 15, car au lieu 
de l'équation rot H = 0, on a l'équation (34,1). 

En différentiant (34,2) et en tenant compte de l'égalité div B = 
— div (uH) = 0, on trouve 


_ Let 2, (24 HER HE pre H 
FE — Frog V [AP (S), Vu ve (HV) H. 


Selon la formule bien connue 
(HS)H= 2 grad H?—H X rotH=+ grad 24 jx H, 


et on trouve finalement 


Î G) H®° : 
= —Fpo+ gx grad [450 (5).] — Vu ;jxH (34,3) 


Il apparaît ici un terme supplémentaire (le dernier) ne figurant 
pas dans la formule analogue (15,12). Il serait cependant inexact 
de croire que l'apparition de ce terme signifie qu’il est physiquement 
possible de séparer des autres effets, dans f, la force due au courant 
de conduction. En effet, par suite de l'équation (34,1) le courant j 
provient toujours de la non-uniformité du champ, tandis que les 
dérivées du champ par rapport aux coordonnées entrent également 
dans les autres termes de (34,3). Lorsque la perméabilité magnétique 
de la substance est nettement différente de l'unité, tous les termes 
dans (34,3) sont, dans le cas général, du même ordre de grandeur. 

Mais si, comme c'est habituellement le cas, u est proche de 
l'unité, alors, en présence d’un courant de conduction, c'est le 
dernier terme dans (34,3) qui donne la contribution essentielle 
à la force, les autres termes n'étant qu'une correction peu impor- 
tante. Pour le calcul des forces on peut alors poser u = 1, et on 
atra simplement 


1; XxH (34,4) 


(fi et ci-dessous nous omettons le terme — Vp, qui ne nous inté- 
resse pas). Lorsque u = 1, les propriétés de la substance n'influent 
aucunement sur les effets magnétiques et l'expression (34,4) est 
valable tant pour les conducteurs liquides que pour les conducteurs 
solides. La force totale agissant sur un conducteur parcouru par 
un courant dans un champ magnétique est donnée par l'intégrale 


F=+(;xHav. (34,5) 


Certainement, on peut obtenir la formule (34,4) directement 
à partir de l'expression bien connue de la force de Lorentz. La force 
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macroscopique agissant sur un corps immobile dans un champ 
magnétique n’est rien d'autre que la valeur moyenne des forces 
de Lorentz agissant sur les particules chargées du corps grâce au 
champ microscopique h: 


4 —— 
Ê=—pv Xh. 


Mais si u — 1, le champ h coïncide avec le champ moyen H, et la 
valeur moyenne de pv coïncide avec la densité du courant de con- 
duction. 

Lorsque le conducteur est en mouvement, les forces (34,4) lui 
fournissent un certain travail mécanique. Au premier abord, on 
pourrait croire qu’il y a là une certaine contradiction, car les forces 
de Lorentz ne fournissent pas de travail aux charges en mouvement. 
En réalité, il n’y a évidemment aucune contradiction, car pour 
un conducteur en mouvement le travail des forces de Lorentz com- 
prend non seulement le travail mécanique, mais également le tra- 
vail des forces électromotrices, induites dans le conducteur lors 
de son mouvement. Ces deux travaux sont égaux et de signe con- 
traire (voir note, page 271). 

Dans l'expression (34,4) H est la valeur vraie du champ magné- 
tique créé tant par les sources étrangères que par les courants sur 
lesquels cette force agit. Cependant, lors du calcul de la force totale 
conformément à (34,5), H peut être interprété seulement en tant 
que champ extérieur &, où l’on introduit le conducteur avec un 
courant. Par suite de la loi de la conservation de l'impulsion, le 
champ créé par le conducteur lui-même ne peut contribuer à la 
force totale qui agit sur ce conducteur. 

Le calcul des forces est particulièrement simple pour un con- 
ducteur linéaire. Les propriétés magnétiques de la substance du 
conducteur sont sans importance, et si dans le milieu u = 1, la 
force totale agissant sur le conducteur est donnée par l'intégrale 
linéaire 

F—é dl x 6. (34,6) 
Cette expression peut également être présentée sous la forme d’une 
intégrale sur la surface délimitée par le contour du courant. En 


remplaçant dl conformément au théorème de Stokes par l’opéra- 
teur df X V, on obtient 


gaxs=\ (EX F)xS. 
Puis on écrit: 
(dE X V)x = — di div SV (dfS)=—df div S-+df < rot S+(dfV) S. 
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Mais div G=0, et dans l’espace extérieur au courant on a éga- 
lement rot 6 —0. De sorte que: 


F2 (dv) 6. (34,7) 


En particulier, dans un champ extérieur quasi uniforme, on 
peut sortir à la fois S et l’opérateur V de l'intégrale. En introduisant 
également le moment magnétique du courant conformément à (29,18), 
on arrive au résultat évident : 


F= AV) S. (34,8) 


Comme ,# dans cette formule est une grandeur constante, on peut 
écrire F sous la forme 


F= grad (#5) (34,9) 


(ce qui est en accord avec l'expression (32,17) pour l'énergie du 
courant). Quant au moment des forces agissant sur un courant 
dans un champ quasi uniforme, il est égal (comme il est facile de 
s’en rendre compte) à l’expression habituelle 


K=MXS. (34,10) 


Problème 


Déterminer la force agissant sur un fil droit parcouru par un cou- 
rant J, disposé parallèlement à un cylindre circulaire infini (de perméabi- 
lité magnétique u) de rayon a, son axe se trouvant à une distance ! du fil. 

Solution. Vu la relation indiquée à la page 164 entre les problèmes 
bidimensionnels de l’électrostatique et de la magnétostatique, le champ du 
courant se détermine en changeant tout simplement les désignations utilisées 
dans la solution du problème 3 $ 7. Le champ dans l'espace entourant le cylindre 
coïncide avec le champ qui serait créé dans le vide par le courant Jet les 
courants +J” et —J’ passant respectivement par les points 4 et O0’ (voir 
fig. 11), en tenant compte de j 
: J'= JE. 

n+2 
Quant au champ à l'intérieur du cylindre, il cuincide avec le champ qui 
“séfait créé par le courant 


2 
PET; 
+1 
passant par le point O. La force par unité de longueur du conducteur est 
A4 ,n_2JJ" [1 1) 2J2a?(u—1) 
Fe (a-00) 0e The * 


D'une manière analogue on trouve (voir problème 4 $ 7) qu’un conducteur 
linéaire passant à l’intérieur d’une cavité cylindrique dans un milieu magné- 
tique est attiré par la surface la plus proche de la cavité avec une force égale à 
2J2%b (p—1) 


Fe) +0 
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$ 35. Effets gyromagnétiques 


Les possibilités de magnétiser des corps (non ferromagnétiques) 
sans appliquer le champ magnétique extérieur sont assez restreintes 
par suite de l’invariance exigée par rapport au changement de signe 
du temps. Quant à la polarisation électrique d’un grand nombre 
de corps, on peut, par exemple, l'obtenir en l'absence de champ 
électrique extérieur en les déformant (corps piézoélectriques). Cepen- 
dant, le « piézomagnétisme », même s’il existe en principe, est un 
phénomène très rare (voir fin $ 28), et en tout cas il est complè- 
tement exclu pour les corps sans structure magnétique. 

Pour aimanter un corps sans champ magnétique extérieur, il 
faut en général le mettre en mouvement. Il est évident que la trans- 
lation uniforme ne peut rien donner en vertu du principe de rela- 
tivité de Galilée. Au contraire, la rotation uniforme fait apparaître 
une aimantation du corps qui dépend linéairement de la vitesse 
angulaire Q@ (effet Barnett); une telle relation entre les vecteurs 
# et Q est possible, car tous les deux changent de signe lorsque 
le signe du temps est changé. Comme tous les deux sont des vecteurs 
axiaux, une telle relation est possible même dans un corps 
isotrope (où elle se réduit à une simple proportionnalité entre 
M et Q). 

L'effet inverse doit également exister: un corps suspendu, lors 
de son aimantation, se met à tourner (effet Einstein-de Haas). Une 
relation thermodynamique simple relie ces deux effets. On peut 
l'obtenir de la manière suivante. 

Dans un système de coordonnées tournant avec le corps, c’est 
l'énergie libre #” du corps qui représente le potentiel thermodyna- 
mique par rapport à la vitesse angulaire (à température et volume 
du corps donnés (voir V, $ 26)). Le moment cinétique du corps 
L est 
0F' 


Less 


(35,1) 

Pour décrire les effets gyromagnéliques, on introduit dans l'éner- 
gie libre une expression supplémentaire, qui est le premier terme 
de son développement suivant les puissances de @ ct de l’aimanta- 
tion # en tout point du corps contenant simultanément Q et #. 
Ce terme est linéaire tant par rapport à @ que par rapport à #£, 
c'est-à-dire qu’il est de la forme 


Fim=— \ AQU x dV = — on Un (35,2) 


où À;4 est un tenseur constant, qui dans le cas général n’est pas 
symétrique. 


13—532 
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Conformément à (35,1) et (35,2), le moment cinétique acquis 
par suite de l’aimantation et le moment magnétique total sont 
liés par la relation suivante 


(Le. m.) = Aurore 


Généralement, au lieu de As», on utilise le tenseur inverse, 
déterminé comme 


2mc ,_ 
gn=——XR 
(e et m étant la charge et la masse de l’électron); les grandeurs 
sans dimensions g:, sont appelées coefficients gyromagnétiques. 
On a alors 


Ai = = gir (Lg.m.)re (35,3) 


D'un autre côté, l’expression (35,2) montre qu’en ce qui concerne 
son influence sur les propriétés magnétiques, la rotation du corps 
est équivalente à l’action d’un champ extérieur G; = Àx:Qx ou 


Gr = griQ. (35,4) 


Par conséquent, nous avons la possibilité, en principe, de calculer 
l'aimantation due à la rotation. Par exemple, si la susceptibilité 
magnétique %;, du corps est assez petite, le moment magnétique 
acquis ne dépend pas de sa forme et est égal à 


Mi = XinOn = 2 eng Que 
Les formules (35,3) et (35,4) correspondent respectivement 


à l'effet Einstein-de Haas et à l'effet Barnett. Nous voyons que 
ces deux effets sont déterminés par le même tenseur g,x. 


CHAPITRE V 


FERROMAGNÉTISME 


$ 36. Corps ferromagnétique 
au voisinage du point de Curie 


Il y a une analogie très profonde entre les propriétés magnéti- 
ques des corps ferromagnétiques et les propriétés électriques des 
corps ferro-électriques. En volume macroscopique, les uns et les 
autres sont doués de polarisation spontanée, magnétique ou élec- 
trique, respectivement. Pour les deux cas, cette polarisation dispa- 
raît lorsque la température atteint le point de transition de phase 
de seconde espèce (point de Curie). 

Cependant, entre les effets ferromagnétiques et ferro-électriques 
il y a une différence importante, due au caractère différent des 
forces microscopiques d'interaction, ce qui conduit à l'apparition 
de la polarisation spontanée. L'interaction des molécules du réseau 
cristallin des corps ferro-électriques est essentiellement anisotrope, 
par suite, le vecteur de polarisation spontanée est assez rigidement 
lié à certaines directions dans le cristal. Dans le cas des corps fer- 
romagnétiques l’apparition de l'aimantation spontanée est princi- 
palement liée à l'interaction d'échange des atomes, celle-ci ne 
dépendant aucunement de la direction du moment magnétique total 
par rapport au réseau !). Il est vrai qu'en plus de l’interaction 
d'échange, il existe aussi l'interaction magnétique directe entre les 
moments magnétiques des atomes. Cependant, cette interaction est 
un effet de l’ordre de v?/c? (v étant la vitesse des atomes), car les 
moments magnétiques des atomes contiennent eux-mêmes les facteurs 
4/c. Les effets de cet ordre comprennent aussi l'interaction des 


1) L'interaction d'échange est un effet quantique, qui apparaît par suite 
d'une certaine symétrie des fonctions d’onde du système de particules par 
rapport à leurs permutations. La symétrie de permutation des fonctions d'onde 
et l'interaction d'échange ne dépendent que du spin total du système et non de 
sa direction (voir 111, $ 62). Le rôle joué par l'interaction d'échange dans les 
corps ferromagnétiques a été noté pour la première fois par J. {. Frenkel, 
J. G. Dorfman et W. Heisenberg (1928). 
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moments magnétiques des atomes avec le champ électrique du 
réseau cristallin. Toutes ces interactions (que l’on peut appeler 
« relativistes », car elles contiennent le facteur 1/c*) sont faibles 
par rapport à l'interaction d'échange et ne peuvent conduire qu’à 
une dépendance relativement faible de l'énergie du cristal de la 
direction d’aimantation 1). 

Par conséquent, l’aimantation d’un corps ferromagnétique est 
une grandeur conservative en première approximation, c’est-à-dire 
par rapport à l'interaction principale (d'échange). Ceci donne un 
sens physique plus profond à la théorie thermodynamique exposée 
ci-dessous, où l’aimantation M est considérée comme une variable 
indépendante, dont la valeur vraie (en fonction de la température, 
du champ, etc.) est ensuite déterminée par les conditions appro- 
priées de l'équilibre thermique. 

Désignons par ®, le potentiel thermodynamique par unité de 
volume de la substance, lorsque H = 0, considéré comme une fonc- 
tion de la variable indépendante M (et des autres variables thermo- 
dynamiques). Nous allons négliger pour l’instant les interactions 
relativistes, c’est-à-dire que nous n’allons tenir compte que de 
l'interaction principale (d'échange). La grandeur ®, ne peut alors 
être fonction que de la valeur absolue du vecteur M et non de sa 
direction. 

Pour trouver les grandeurs thermodynamiques lorsque H est 
différent de zéro, nous allons partir de la relation 

860 _ 1 
OH 4n 


En l'intégrant pour une valeur donnée de la variable indépendante 
M (et en tenant compte que pour H = 0 on a © = © = ©), on 
obtient 

- d=0(M)—-MH—/. (36,1) 


En 


D'où pour le putentiel © on trouve 


F a HB H? 1 2 
D=D+ = Do + = Do + (B—41M}. (36,2) 


N 


1) L'ordre de grandeur du rapport des interactions relativistes à l'in- 
teraction d'échange se caractérise par la relation suivante: 
Can 
N6 ” 
où Uan est l'énergie d'anisotropie magnétique par unité de volume de la subs- 


tance (voir le paragraphe suivant), Ÿ le nombre d'atomes par cm*, 6 la tem- 
pérature du point de Curie. Ce rapport est habituellement de l'ordre de 1074 


à 105. 
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Si l’on néglige l’anisotropie magnétique du corps ferromagnétique, 
les directions des vecteurs M et H coïncident évidemment; ainsi, 
dans les formules (36,1) et (36,2) on peut remplacer les vecteurs 
par leurs valeurs absolues. 

Au voisinage du point de Curie l'aimantation M est faible. 
Conformément à la théorie générale des transitions de phase de 
seconde espèce (voir V, ch. XIV), nous allons développer ® (M) 
en série suivant les puissances de cette petite grandeur. Le déve- 
loppement d'une fonction isotrope suivant les puissances de la 
grandeur vectorielle M ne peut contenir que des termes de puis- 
sance paires: 


_ 


D = D FÉMEH EMI MH, (36,3) 


où Do, &, b ne sont des fonctions que de la température (et de la 
pression). 

Le point de Curie T — @ est déterminé par l'annulation du 
coefficient a: a > 0 pour T > 6 et a << 0 pour T < 6 !). Au voisi- 
nage du point de Curie, la fonction a (T) peut être développée sui- 
vant les puissances de la différence T — ©, c'est-à-dire que l’on 
peut écrire 


a=a(T —6), (36,4) 


où « est une grandeur positive ne dépendant pas de la température. 
Le coefficient b, au voisinage du point de Curie, est positif et peut 
être remplacé par sa valeur pour T = 6. 

Pour H = 0, on a M — 0, ce qui correspond au minimum du 
potentiel thermodynamique au-dessus du point de Curie, où a > 0, 
c'est-à-dire qu'il n’y a pas de polarisation spontanée. Au-dessous 
du point de Curie la valeur de M est déterminée par la condition: 

o® 

PAL 
Au minimum de 4 correspond l'annulation de l'expression entre 
crochets, d'où 


= [a (T —@)+ bM?] M — 0. 


M=y/ £(8—7). (36,5) 


Ainsi, à l'approche du point de Curie, l’aimantation spontanée 
décroît proportionnellement à V8 — T. 

Comme pour toute transition de phase de seconde espèce, la 
transition au point de Curie (pour À = 0) s'accompagne d’un 


1) Pour tous les corps ferromagnétiques connus on a une telle disposition 
thermique des phases, bien que ce ne soit pas nécessaire du point de vue ther- 
modynamique. 
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saut de la chaleur spécifique. En négligeant les puissances plus 
élevées de M, on a pour l’entropie : 


00 M? ôa aM? 
Se So 7 So + 


Dans la phase non ferromagnétique M = 0 et S = So, tandis que 
dans la phase ferromagnétique, M est donné par la formule (36,5), 
de sorte que : 


S=So0 + (T—0). 


D'où, pour le saut de la chaleur spécifique GeTe on trouve 


: ôT ? 
AC, =, (36,6) 


2b 


Supposons maintenant que A0. La condition 80/9M — 0, déter- 
minant l’aimantation, donne : 


a(T—6)M +bM*=1}H. (36,7) 
Nous allons déterminer la susceptibilité magnétique comme 
. 4 
= (x H0° 


De (36,7) on a 


La (T —8)+ 3bM°]—1. 


Au-dessus du point de Curie, M —0 pour Æ —0, de sorte que 


1 
X= & (T6) , (36,8) 
c'est-à-dire qu’il y a paramagnétisme, la susceptibilité étant 
ifversement proportionnelle à T — @ (loi de Curie-Weiss). 
* Au-dessous du point de Curie, pour À = 0, M est donné par la 
formule (36,5), et l’on obtient 


_ 


1 
X — 2a(0—7) . (36,9) 
11 faut souligner que cette grandeur n’est pas ici la susceptibilité 
dans le sens habituel (c'est-à-dire le coefficient de proportionnalité 
entre A] et H), car même pour H=0ona MÆ01). 


1) Du point de vue quantitatif, les formules (36,8), (36,9), dans la région 
où 4 + 1, ne sont valables que pour les cristaux du système cubique. Pour les 
cristaux uniaxes, il faudrait également tenir compte de l'énergie dite d'ani- 
sotropie (voir &£ 37) qui est dans ce cas proportionnelle à M2 et pour de très 
petites valeurs de M devient comparable au terme aM2/2 de (36,3) et le dé- 
passe même. 
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En fait, la susceptibilité (36,9) ne peut atteindre des valeurs 
de l’ordre de l'unité qu’au voisinage immédiat du point de Curie. 
A l'exception de ce domaine peu intéressant, on peut supposer que 
l’aimantation À] ne change que très peu sous l'influence du champ 
magnétique et, pour une température donnée, elle peut être con- 
sidérée comme une grandeur constante, ce que nous allons supposer 
dans les paragraphes suivants. 

Cela constitue une différence de plus entre les corps ferroma- 
gnétiques et ferro-électriques, car pour ces derniers 0P/0E n'est en 
général pas petit même loin du point de Curie. Cette différence est 
de nouveau déterminée par le fait que les moments magnétiques 
des atomes sont petits par rapport aux moments dipolaires électri- 
ques des molécules. 


$ 37. Energie d’anisotropie magnétique 


Comme nous l’avons déjà indiqué, l’anisotropie des propriétés 
magnétiques d’un corps ferromagnétique est liée à des interactions 
relativistes, relativement faibles, de ses atomes. La théorie ma- 
croscopique décrit cette anisotropie par l'introduction dans le poten- 
tiel thermodynamique de l'énergie d'anisotropie magnétique dépen- 
dant de la direction de l’aimantation. 

Pour calculer l’énergie d’anisotropie à partir de la théorie mi- 
croscopique, il faudrait utiliser la théorie quantique des perturba- 
tions, où les termes de l’hamiltonien du cristal décrivant les interac- 
tions relativistes joueraient le rôle de l'énergie de perturbation. 
Mais on peut trouver la forme générale des expressions cherchées sans 
faire ces calculs, à partir de simples considérations de symétrie. 

L'hamiltonien des interactions relativistes contient des termes 
proportionnels aux opérateurs des vecteurs de spin des électrons 
et à leur carré (interactions « spin-orbite » et « spin-spin »). Ainsi, 
lorsque l’on applique la théorie des perturbations, l'énergie d’ani- 
sotropie est automatiquement obtenue comme un développement 
suivant les puissances des cosinus directeurs du vecteur d’aimanta- 
tion. D’un autre côté, l’énergie d'anisotropie Un, tout comme le 
potentiel D, est invariante par rapport au changement de signe du 
temps, tandis que l’aimantation M change de signe lors de cette 
transformation. Donc, l'énergie d'anisotropie doit être une fonction 
paire des cosinus directeurs du vecteur M. Par conséquent, la pre- 
mière approximation différente de zéro de la théorie des perturba- 
tions donne une expression de la forme 


Uan = PA MiMh, (37,1) 


où Ba est un tenseur symétrique sans dimension du second ordre, 
dont les composantes sont des fonctions de la température. Au 
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voisinage du point de Curie, l’expression (37,1) peut également être 
considérée comme le premier terme du développement de l'énergie 
d'anisotropie suivant les puissances du vecteur M, qui, pour ce 
domaine de température, est une grandeur petite (soulignons que 
pour d'autres températures ce ne serait pas vrai). Il s'ensuit 
que pour 7 —+ 6, les grandeurs f;; tendent vers des valeurs finies, 
différentes de zéro. 

Dans les cristaux uniaxes ou biaxes, le tenseur symétrique du 
second ordre a respectivement deux ou trois composantes indépen- 
dantes. Cependant, il faut avoir en vue que la combinaison quadra- 
tique M£ + M + M?—= M? ne dépend pas de la direction du 
vecteur M et peut donc être exclue de l'énergie d’anisotropie. Par 
conséquent, l’expression (37,1) pour les cristaux uniaxes ou biaxes 
ne contient respectivement qu'un ou deux coefficients indépendants. 

Ainsi, pour les cristaux uniaxes, l'énergie d’anisotropie peut 
s'écrire comme 


an = À (ME + M5) = Ê at sint 0, (37,2) 


où 6 est l’angle entre M et l'axe des z, choisi suivant l’axe principal 
de symétrie du cristal. Si la constante B est positive, l'énergie d’ani- 
sotropie est minimale lors de l'aimantation suivant l'axe des z; 
cet axe est appelé direction d'aimantation facile. 

Si cependant fi 0, la direction d’aimantation facile se trou- 
vera dans le plan xy; dans ce cas, il est naturel d'écrire l'énergie 
d’anisotropie sous la forme suibante : 


UÜan = LÊL y, (37,3) 


qui est équivalente à (37,2), mais dans laquelle la direction d’aiman- 
tation facile correspond de nouveau à Uan = 0 !). Dans le plan zxy, 
l'expression (37,3) est isotrope. Donc, la direction d’aimantation 
fagile est, dans ce cas, déterminée par les termes d'ordre plus élevé 
-(voir le problème 1 de ce paragraphe). 

Considérons la relation entre l'aimantation d’un corps ferro- 
Magnétique uniaxe et le champ magnétique dans ce corps, en sup- 
posant, pour être plus précis, que B > 0 *). Rappelons que nous 
supposons que la valeur absolue de M ne dépend pas de H; il ne 
peut donc s’agir que de rotations de ce vecteur. Des considérations 
de symétrie montrent que le vecteur M se trouve dans le plan pas- 
sant à la fois par l’axe des z et la direction H (car dans l'énergie 


1) Un exemple de corps ferromagnétique uniaxe est le cobalt hexagonal, 
pour lequel B change de signe à — 200 °C, $ > 0 et B < O0 étant respectivement 
au-dessous et au-dessus de ce point. A la température de 20 °C, on a f = 4,2. 

2) Partout ci-dessous, lorsqu'il s'agira de cristaux uniaxes, nous aurons 
en vue justement ce cas. 
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d’anisotropie on ne tient pas compte des termes d'ordre plus élevé, 
anisotropes dans le plan xy); nous allons choisir ce plan pour plan 
zx, z. Compte tenu de l'énergie d’anisotropie, le potentiel thermo. 
dynamique est !): 


D=0,(M)+£ M: -HM— 


=D (M)+ PE sint0— M(H:sin0+H,cos8)— À. (37,4) 

M en fonction de H est déterminé par la condition d'équilibre 
0D/68 = 0, d'où: 

BM sin 8 cos0 — H,cos0— 77, sin 6. (37,5) 


C'est une équation algébrique du quatrième degré par rapport à 
l'inconnue E —sin 0: 


(BME—H;} (1 —E5)= HE, 


les coefficients des puissances impaires de £ étant différents de 
zéro. Cette équation a soit deux, soit quatre racines réelles (toutes 
<< 1). Comme toutes ces racines correspondent à des extréma de la 
fonction ® (6), il est évident que dans le premier cas cette fonction 
a un minimum et un maximum, et dans le second cas deux minima 
et deux maxima. En d’autres termes, dans le premier cas à une valeur 
donnée du champ H correspond une seule direction d’aimantation. 
Dans le second cas, deux directions différentes de M sont possibles 
pour H donné, l’une de ces directions (correspondant au minimum 
inférieur de ) étant tout à fait stable du point de vue thermody- 
namique, l’autre (correspondant au minimum supérieur de D) méta- 
stable. 

Tant le premier que le second de ces cas peuvent avoir lieu 
suivant les valeurs de Æ, et de Æ,. Lors de la variation progressive 
de ces paramètres, on passe de l’un de ces cas à l’autre au moment 
où l’un des maxima coïncide avec l'un des minima. Au lieu d’un 
extrémum, la courbe ® (0) a alors un point d’inflexion, c'est-à-dire 
qu'en plus de la dérivée première 40/06, la dérivée seconde 9*®/00° 
devient également nulle. En écrivant l'équation (37,5) sous la forme 


H> H: _an 
Sinô cos — M 


1) Dans ns ci-dessous, on utilisera pour l'énergie d'anisotropie l'ex- 
pression (37,2). Il faut cependant noter que dans les cas réels, le développement 
dont le premier terme est (37,2) converge lentement. Donc, pour une descrip- 
tion quantitative acceptable de ces effets, il faut tenir compte du terme suivant 
SE er quatrième ordre (pour un cristal hexagonal, il est proportionnel 
à sin‘ 0). 
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et en la dérivant une fois de plus par rapport à 6, on obtient 


En éliminant 6 de ces deux équations, on trouve 
H#+H3=(pM}". (37,6) 


Sur le diagramme #,, H,, l'équation (37,6) représente une 
courbe fermée (fig. 20). Cette courbe divise le plan X,, H, en deux 
parties, les états métastables étant possibles dans l’une d'elles et 


Fig. 20 


impossibles dans l'autre. Même sans étude supplémentaire il est 
évident que le domaine sans états métastables est extérieur à cette 
courbe. Ceci découle du fait que pour À — , seule la direction 
deM suivant le champ H peut être stable. 

+ L'existence des états métastables conduit à la possibilité d'effet 
d'hystérésis apparaissant comme un changement irréversible de l’état 
du corps ferromagnétique lorsque le champ magnétique extérieur 
Varie. C'est pourquoi la courbe de la fig. 20 représente la « limite 
absolue » de l'hystérésis; pour des valeurs du champ se trouvant 
à l’extérieur de cette courbe, l'hystérésis est impossible !). 

Les états pour lesquels l'intensité H est perpendiculaire à l’axe 
d’aimantation facile (H, — H, H, = 0) méritent une étude spéciale. 


1) Dans ce chapitre, nous nous limitons aux états des corps ferromagnétiques 
en équilibre thermodynamique et, par conséguent, aux pos réversibles. 
En particulier, nous n'abordons pas le mécanisme des effets d’hystérésis qui 
peuvent être liés aux défauts du cristal, aux contraintes internes dans l’échan- 
tillon, à la polycristallinité, etc. 
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Le potentiel thermodynamique est 

2 2 2 
=D + sin0— HMsine. (37,7) 
Si H> PM, ® n'a qu'un minimum. notamment pour 6 = x/2, 
c'est-à-dire que l’aimantation est dirigée suivant le champ. Au con- 
traire, si H << fM, ® a un minimum pour 


M:=M sin0=A/f, (37,8) 


ce qui correspond à deux positions possibles du vecteur M (sous les 
angles 6 et x — 6). symétriques par rapport à l’axe des x. Ainsi, 
dans ce cas, on a deux états d'équilibre avec des valeurs identiques 
de ®. ces états étant donc tous les deux stables. 

Ce fait est très important, car il conduit à la possibilité d'exis- 
tence de deux phases en contact, pour lesquelles l'intensité H est 
la même, et l’aimantation M (donc également l'induction B) diffé- 
rente. Il apparaît donc une nouvelle possibilité de diminuer le 
potentiel thermodynamique total du corps: son volume peut être 
divisé en domaines séparés, dans chacun desquels l'aimantation 
a l’une des deux directions virtuelles; ces domaines sont appelés 
domaines d'aimantation spontanée ou tout simplement domaines. 
Pour déterminer la structure d’équilibre thermodynamique d’un 
corps ferromagnétique, il faut considérer ce corps en entier, compte 
tenu de sa forme et de ses dimensions; nous reviendrons à cette 
question au $ 39. 

Considérons une certaine partie du corps, petite par rapport 
à son volume total, mais grande par rapport aux dimensions des 
domaines. On peut supposer que l'intensité H, est constante le 


long de cette partie; désignons par M et B les valeurs moyennes 
de M et de B prises dans son volume. La composante transversale 
M, = H,/B de l'aimantation est également costante. Quant 
à la composante longitudinale M,, son signe est différent dans les 
différents domaines. de sorte que sa valeur moyenne ne dépasse 
pas en tout cas | M, |. De plus, comme partout H, — 0, on 
a pour l'induction moyenne: 


B,= H (1 +7) , B,<ä4n V/ m2 (37,9) 


Ces formules déterminent le domaine des valeurs de l'induction 
moyenne, correspondant à la structure en domaines d’un corps 
ferromagnétique uniaxe. 

Passons maintenant aux cristaux ferromagnétiques du système 
cubique. Leurs propriétés sont nettement différentes de celles des 
cristaux uniaxes (et biaxes). En effet, l'unique combinaison 


204 FERROMAGNÉTISME 


quadratique, invariante par rapport aux transformations de la 
symétrie cubique, que l’on puisse réaliser à partir des composantes 
du vecteur M, n’est rien d'autre que la somme M£ + Mi, + Mi, 
car elle ne dépend pas de la direction de M. C’est pourquoi le premier 
terme du développement de l'énergie d’anisotropie différent de zéro 
est (pour un cristal cubique) le terme du quatrième ordre et non le 
terme quadratique. Les effets de l’'anisotropie magnétique des 
cristaux cubiques sont donc plus faibles que dans les cristaux uniaxes 
ou biaxes. 

La symétrie cubique permet l'existence de deux invariants du 
quatrième ordre formés par les composantes du vecteur M: 


CMEM+ MEME+MIM®) et L(MÉ+ Mi + M9. 


Pourtant, dans le cas considéré. ces invariants ne sont pas indépen- 
dants, car leur somme est une grandeur 1/. (M2 + M + M2)° 
ne dépendant pas de la direction. C'est pourquoi l'énergie d'aniso- 
tropie d’un corps ferromagnétique cubique ne contient à l’approxi- 
mation considérée 1} qu’une seule constante; cette énergie peut 
s'écrire comme 


Uan = B (MM + MiME+ MiMi) (37,10) 
ou sous une forme équivalente 
Uan= — (ME +MS+MS. (37,11) 


Pour B > 0 (dans le fer, par exemple), l'énergie d’anisotropie 
atteint des valeurs minimales identiques pour trois positions du 
vecteur M qui sont parallèles aux trois arêtes du cube (axe x, y. :; 
directions cristallographiques [100], [010], [001]). Ainsi, dans ce 
cas, le cristal a trois axes d’aimantation facile équivalents. 

Dans le cas contraire, si 8 < 0 (dans le nickel, par exemple) 
l'Énergie d’anisotropie est minimale pour M? — M? — Mi =—1/;M°, 
_c'est-à-dire lorsque le vecteur M est dirigé suivant l’une des quatre 
diagonales spatiales du cube (directions cristallographiques [111], 
+tf1], etc.). Ce sont, pour ce cas, les directions d’aimantation facile. 

I1 faut remarquer qu’un cristal ferromagnétique cubique, 
aimanté spontanément suivant l'un de ses axes d’aimantation facile, 
perd en toute rigueur sa symétrie cubique (il y a. par conséquent, 
un déplacement des atomes, c’est-à-dire une distorsion du réseau 
cristallin). Un cristal aimanté suivant la direction de l’arête du 


1) L’approximation suivante comprend les termes du sixième ordre. Lors- 
ue l’on calcule le nombre des invariants indépendants du sixième degré, on 
oit éliminer tant la grandeur MS qui ne dépend pas de la direction, que les 

expressions qui diffèrent des invariants du quatrième ordre par le facteur M*° 
seulement. En fin de compte, il ne reste qu'un seul invariant MiMiM:. 
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cube devient légèrement tétragonal, tandis que le cristal aimanté 
suivant une diagonale spatiale du cube devient rhomboédrique. 
A ce point de vue, les cristaux cubiques diffèrent des cristaux uniaxes 
dont la direction d’aimantation facile est dirigée suivant l'axe 
principal de symétrie; il est évident que l’aimantation dans cette 
direction ne change pas la symétrie du cristal. 

En principe, on peut étudier M en fonction de H pour un cristal 
cubique d'une manière analogue à celle dont on a étudié ci-dessus 
un cristal uniaxe. Cependant, comme les équations sont dans ce 
cas plus complexes, on ne peut trouver des formules analytiques 
explicites, et nous n’allons pas nous y arrêter. 


Problèmes 


4. Ecrire les termes de l'ordre suivant (après le second) du développement 
de U,, pour un cristal uniaxe, conduisant à une anisotropie dans le plan zy. 

Solution. Le problème se réduit à la recherche des combinaisons indé- 
pendantes, de la plus basse puissance (paire), qui doivent être formées par les 
composantes du vecteur M, invariantes par rapport aux transformations de 
symétrie du cristal donné et contenant 4, et M,, pourvu que ce ne soit pas la 
somme M4 + M3. Dans le cas de la symétrie tétragonale, une telle combinaison 
peut être choisie sous la forme 


MEM 


{la combinaison 1/2 (M4 + Mÿ) donne avec celle-ci la somme {/2 (M? + Mi) 
<t n’est donc pas indépendante). 

Dans le cas de la symétrie hexagonale, l’anisotropie dans le plan zy 
n'apparaît que dans les termes du sixième ordre ; pour combinaison de cet ordre, 
indépendante et invariante, on peut choisir l'expression : 

1 vus : : : 10 .,2,,2 
ge Le EM) — (Me EM 4) = 2 M y (ui —5 mani +) . 

La symétrie rhomboédrique admet un terme semblable du sixième ordre 

et une combinaison indépendante du quatrième ordre; par exemple 


M. 2 ° 
de [CV +iM,,)3 + (M iM,)$) =M;M;: (M>x—3M)). 


Cependant, pour déterminer la direction d’aimantation facile dans le plan zy, 
il faut tenir compte (comme M. est assez petite) simultanément des termes du 
quatrième ordre et du sixième. 

2. Un cristal ferromagnétique uniaxe a la forme d'un ellipsoïde de révo- 
lution (l'axe d'aimantation facile coïncidant avec l’axe de révolution) et est 
placé dans un champ magnétique extérieur $. Déterminer la gamme des valeurs 
de $ où le corps aura une structure en domaines. 

Solution. Conformément aux propriétés générales des corps ellipsoï- 


daux placés dans un champ extérieur uniforme ($ 8), l'induction B et l'intensité 


H — H obtenues après avoir pris les moyennes sur la structure en domaines, sont 
liées à $ par les relations: 
1— 1+n 


nB:+(1—n) H:=@, = Bs+ 2 Hz = x 
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où n est le coefficient de désaimantation suivant l’axe principal de l'ellipsoïde 
(axe des z). En posant A, = 0 et en utilisant la formule (37,9) on obtient 


= Ÿx 5, —Ÿz H% 
as 0 De Le 


En éliminant H, on trouve l'inégalité cherchée 


PLUS: <M? 
(ann)? [B+2x(1—7)]? À 
déterminant la gamme des valeurs de structure en domaines. 

3. Pour un corps polycristallin dans un champ magnétique intense 
(4H 5» 4x M) déterminer l'aimantation moyenne prise par rapport à toutes les 
cristallites ; une cristallite a une symétrie uniaxe. 

Solution. Soient pour une cristallite 6 et 1 les angles entre sa direc- 
tion d’aimantation facile et les vecteurs M et H respectivement. Il est évident à 
priori que dans un champ intense la direction de M est très proche de la direction 
de H, c'est-à-dire que l'angle 8 — 6 — 4 est petit. En posant dans (37,4), 
MH = MH cos (8 — }) et en annulant la dérivée d®/d8, on obtient : 

BM 


= sin ÿ——" sin 8 cos 6. 
L'aimantation moyenne est évidemment dirigée suivant H et est égale à 
mi === 1 — BEM? —— 
M=—M cos 8Ô—M [1-5 5 | =" Li-5 sin® 6 cos? 6] , 
où le trait indique que l’on a pris la moyenne sur toutes les cristallites. En suppo- 


sant que toutes les directions de l’axe d'’aimantation facile des cristallites sont 
équiprobables, on obtient 


= Fe) 
= (1 Sp) - 


Ainsi, l'aimantation moyenne tend vers la saturation suivant la loi M— M — 


_ 


4. Même question pour des cristallites de symétrie cubique. 
Solution. Les conditions de minimum de l'expression 
À EMI MS Heat HUM + HMS), 
compte tenu ‘de la condition supplémentaire Mi+M5-LM2= const, sont : 
2MÈ+Hx= Max 

2BMÿ+Hy= My 

2BMÈ+H;=ÀM;, 

oùT À est le multiplicateur indéterminé de Lagrange. D'où, pour 


unŸA suffisamment grand, on a: 


1 2 
Ma mp Het Hit... 


PR d 


en ajoutant les carrés de ces égalités, on trouve M2 H2?/1?, c'est-à-dire. 
que À & H/M. Pour l'angle Ô entre M et H on obtient 
(MxH)?2 _ 482M6 


LE SIN = ne Ho y H>H (H:—Hi)?, 
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où la sommation est étendue aux permutations cycliques deslindices z, # 2. 
La moyenne de cette expression par rapport aux orientations des cristallites 
est équivalente à la moyenne par rapport aux directions du vecteur H. Cette 
derniere moyenne est prise en intégrant sur les angles sphériques, déterminant 
la direction de H; on obtient finalement !): 


— #\_ 8216 
H=M (1-5) =M (1- rs) ; 


$ 38. Magnétostriction des corps ferromagnétiques 


La variation de l’aimantation d’un corps ferromagnétique dans 
un champ magnétique conduit à sa déformation (magnétostriction). 
Cet effet peut être lié tant aux interactions d'échange qu'aux inter- 
actions relativistes dans le corps. Comme l'énergie d'échange ne 
dépend que de la valeur absolue de l'aimantation, son changement 
ne peut être lié qu’à la variation de la grandeur M dans un champ 
magnétique. Bien que cette dernière soit en général relativement 
faible, l'énergie d'échange est grande par rapport à l'énergie d’aniso- 
tropie. Donc, les effets de magnétostriction liés à ces deux types 
d'interaction peuvent se trouver être comparables. 

Ceci a lieu pour les cristaux uniaxes. Des déformations notables 
apparaissant par suite de changement de la direction de M se produi- 
sent dans des champs tels que H — PM; quant à la variation de la 
valeur de M. elle devient appréciable pour des champs tels que 
H = &nM. Ces deux domaines coïncident pratiquement; ainsi, 
lorsque l’on étudie la magnétostriction des corps ferromagnétiques 
uniaxes, il est indispensable de tenir compte à la fois de ces deux 
effets. Les formules correspondantes sont assez complexes, et nous 
n'allons pas nous y arrêter. 

Dans les cristaux cubiques, il en est tout autrement car l'énergie 
d’anisotropie (qui est une grandeur du quatrième ordre) est relative- 
ment faible. Une magnétostriction importante liée au changement 
de direction de M apparaît déjà dans des champs relativement. 
faibles, pour lesquels on peut négliger complètement la variation 
de la valeur absolue de M. Nous allons étudier ici ces effets. 

La variation de l'énergie des interactions relativistes dans un 
corps déformé peut être décrite en introduisant dans le potentiel 


thermodynamique ® des termes supplémentaires « magnétoélasti- 
ques» qui dépendent des composantes du tenseur des contraintes 


1) Pour un cristal cubique il existe également un domaine des champs où 
MH est grand par rapport à l’énergie d’anisotropie, mais petit par rapport à 
41M?. La formule obtenue n’est alors pas applicable, car en la déduisant on 
n'a pas tenu compte des champs apparaissant dans le corps vu les directions 
différentes d'aimantation dans les cristallites individuelles. Une étude plus 
stricte conduit également à la loi 1/H?, mais avec un coefficient différent. 
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élastiques 6,4 et de la direction du vecteur M (N. S. Akoulov, 1928). 
Les premiers termes de ce genre différents de zéro sont linéaires 
par rapport à o;4 et quadratiques par rapport aux cosinus directeurs 
du vecteur M (cette dernière propriété en vertu de la symétrie par 
rapport au changement de signe du temps). Par conséquent, pour 
l'énergie magnétoélastique on a, dans le cas général, une expression 
de la forme 


Unm.é. = — Mimi MiMms | (38,1) 


où Aintm est un tenseur du quatrième ordre, symétrique par rapport 
aux paires d'indices à, k et !, m (et non par rapport à la permutation 
de la paire i, k avec la paire /, m). Au voisinage du point de Curie, 
où le développement suivant les puissances des cosinus directeurs 
du vecteur M est équivalent au développement suivant les puissances 
de ses composantes, les grandeurs À;4, tendent vers des limites 
constantes. 

Lorsqu'on calcule le nombre des composantes indépendantes 
du tenseur Aynm» il faut tenir compte du fait que dans (38,1) les 
termes qui contiennent les composantes de M sous la forme M2 + 
+ M3 + Mi, ne dépendent pas de la direction de M et peuvent 
donc être éliminés de l'énergie magnétoélastique 1). Compte tenu 
de ce qui vient d’être dit, on trouve que pour un cristal cubique 
l'énergie magnétoélastique contient deux coefficients indépendants ; 
il est commode de l'écrire sous la forme 


Un.6. = —M(0xx M3 + oyyMi + 0::M2) — 
— 2h (OxyMxMy + Ox2M M : + OyzMyM:). (38,2) 


Le tenseur de déformation s'obtient en dérivant @® par rapport 
aux composantes correspondantes 0,4 : 


t WhR= — s 

. 

® devant comprendre (avec le signe inverse; voir note, page 105) 
_ Lénergie élastique ordinaire. Pour un cristai cubique, cette dernière 

contient trois coefficients d'élasticité indépendants et s'écrit sous 

la forme 


k a Lu LL 
Üérast = —- (Oxx + Guy + Oz) + ha (OxxOyy + OxxOzz + 


+ GyyO 22) + ks (o%u + 0%: + Oise (38,3) 


1) Un certain arbitraire apparaissant donc dans le choix de Àjrkim exprime 
tout simplement le caractère conventionnel du choix de la direction de M, pour 
laquelle (en l'absence de forces mécaniques extérieures) nous considérons le 
cristal comme n'étant pas déformé. 
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Pour le tenseur de déformation on obtient !) 


Uxx = ki1Oxx + ke (Oyy + 22) + MM, } 
Uxy — k30>y +M,.M y 


(et d'une manière analogue pour les autres composantes). 

Ces formules englobent tous les effets de magnétostriction (pour 
des champs de la gamme considérée). En particulier, en l'absence 
de contraintes internes, les formules 


Uxx = MM, Uxy = deM My, Lea 


déterminent la variation de la déformation lorsque l'on fait varier 
la direction de l'aimantation. Rappelons que la valeur absolue 
de la déformation est en quelque sorte arbitraire, vu le choix arbitrai- 
re de la direction de M, pour laquelle on suppose qu'il n'y a aucune 
déformation. 

Considérons maintenant la magnétostriction d'un corps magné- 
tique dans des champs si intenses (H $ 4nM) que l'énergie d'aniso- 
tropie est sans importance et qu'il n’y a plus de structure en domaines, 
de sorte que l’on peut supposer que les directions de M et de H coïn- 
cident. 

Comme on néglige l'énergie d’anisotropie, la symétrie particulière 
du cristal importe peu, si bien que les formules ci-dessous sont 
applicables à tous les corps ferromagnétiques. 

Soit un corps se trouvant dans un champ magnétique extérieur 
uniforme $. Son potentiel thermodynamique total &°) est donné 
par la formule 


(38,4) 


B=—MS= —MVG, (38,5) 


où # — MV est le moment magnétique total du corps uniformément 
aimanté dans la direction du champ extérieur ; nous omettons ici le 
terme &o qui n'est pas lié au champ magnétique. Le tenseur de 
déformation moyen par rapport à tout le volume du corps est 


= EE 
Ur = TV 60m 
d'où " 
= 9 (VM 
Uk =+ _ ) : (38,6) 


Ainsi. la déformation est déterminée par la relation existant entre 
l’aimantation et les contraintes internes. 


1) Lorsque l'on dérive ®, il faut tenir compte de la remarque faite à 
la page 107. 

2) On sous-entend ici la même définition de & qu’au $ 12. On ne peut 
s'en servir si la déformation du corps est suffisamment hétérogène. 


14—532 
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Pour un cristal de symétrie cubique, tout tenseur symétrique 
du second ordre caractérisant ses propriétés ne diffère d’un scalaire 
que par 6. Même chose pour le tenseur 9 (VM)/ô0:,; ainsi, la 
déformation de magnétostriction se réduit dans ce cas à une compres- 
sion ou à une extension volumique. 

Si nous ne nous intéressons qu'à la variation ôV du volume total 
du corps. on peut l'obtenir tout simplement en dérivant par 
rapport à la pression: . 

_4® 8 (MV) 
esse Dur ; (38,7) 
où p est la pression uniforme appliquée à toute la surface du corps. 


Problème 


Déterminer la variation du volume lors de la magnétostriction d’un ellip- 
soïde ferromagnétique placé dans un champ extérieur $ — 414, parallèle 
à l'un de ses axes; la structure ferromagnétique est supposée de symétrie cubi- 


que !). 
Solution. Lorsque l'on néglige l'énergie d'’anisotropie, la région 


de structure en domaines est déterminée par l'inégalité B < 41xM pour 
H = 0 (le trait indique que l’on a pris la valeur moyenne par rapport au volume 


du corps; comparer avec le $ 37). Dans un ellipsoïde nB + (1 — n) H = ÿ, 
et en posant # = 0, on trouve que la structure en domaines existe pour 


D< 4rn!. 
On a de plus nB=4nnM =—$@, c'est-à-dire que l'aimantation moyenne est 


—_ © 
ra 


D'où le potentiel thermodynamique 


. 


: Si @>4nnAf, l'ellipsoïde est entièrement aimanté suivant le champ: 
M=M. Dans ce cas on a 
_ P=—MOV+2RMVAn (2) 
(pour $=4rnM les expressions (1) et (2) coïncident). 
La variation cherchée du volume s'obtient en dérivant @ par rapport à 
la pression: 


LA 
ôV — Sn 25 pour $<'ännM, 
2 
ov=— 1H LG ann 20 pour $ >4nnM. 


Pour G > 4nrM nous revenons à la formule (38,7) donnée dans le texte. 


1) Dans un ferromagnétique uniaxe pour Æ — 41M il aurait fallu tenir 
compte de l'énergie d’anisotropie, ce qui est superflu pour un cristal cubique. 
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$ 39. Structure en domaines 
des corps ferromagnétiques 


ve 


Comme nous l’avons déjà indiqué au $ 37, il existe une gamme 
étendue d’états où le corps ferromagnétique doit avoir une structure 
en domaines, c'est-à-dire qu’il se compose de nombreux domaines 
dans lesquels les directions de l’aimantation sont différentes !). 
Ceci concerne en particulier les corps ferromagnétiques ne se trouvant 
pas dans un champ magnétique extérieur. 

Les conditions aux limites pour le champ magnétique permettent 
de faire quelques conclusions quant à la forme des surfaces de sépa- 
ration entre les domaines. Comme l'intensité H est la même dans 
deux domaines voisins, la condition de continuité de la composante 
normale B, de l'induction se réduit à la condition de continuité 
de M,. Dans les cristaux uniaxes, l’aimantation des différents 
domaines se distingue par le signe de M,, M, et M, étant les mêmes. 
Dans ces conditions la continuité de M, signifie que la surface de 
séparation doit être parallèle à l’axe z. c'est-à-dire à l’axe d’aiman- 
tation facile. 

Nous allons avant tout étudier les propriétés des surfaces de 
séparation en tant que telles, indépendamment de la forme des 
domaines. Ces surfaces sont en réalité des couches transitoires minces 
où la direction de l’aimantation change d’une manière continue d’une 
direction à l’autre dans les deux domaines adjacents. La « largeur » 
d’une telle couche et la manière dont M varie dans cette couche sont 
déterminées par les conditions d'équilibre thermodynamique. 
T1 faut tenir compte de l'énergie supplémentaire due à la non-uni- 
formité de l’aimantation. La plus importante contribution à cette 
« énergie de non-uniformité » est donnée par l'interaction d'échange. 
Du point de vue macroscopique, cette énergie peut être exprimée 
en fonction des dérivées de M par rapport aux coordonnées. Sous 
forme générale, on peut écrire ceci en supposant que le gradient 
de la direction de M est relativement petit; cette condition signifie 
qu'un changement important des directions des moments magné- 
tiques n’a lieu qu’à des distances grandes par rapport aux distances 
interatomiques. Il est évident que cette condition se trouve remplie, 
car une différence importante des directions des moments magné- 
tiques des atomes voisins conduirait à une augmentation notable 
de l'énergie d'échange, ce qui est défavorable du point de vue thermo- 
dynamique. 

Désignons par UÜnon-u la densité de l’'« énergie de non-unifor- 
mité ». Les termes les plus importants de son développement suivant 


1) La notion de domaines a été introduite par P. Weiss (1907). La théorie 
eue des domaines a été donnée par L. D.*Landau et E. M. Lifchitz 
{ : 
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les puissances des dérivées des différents ordres des composantes 
de M sont les termes quadratiques par rapport aux dérivées premières 
(il ne peut y avoir de termes linéaires en vertu de la symétrie par 
rapport au changement de signe du temps). Comme Uson-u provient 
de l'interaction d'échange. elle ne peut dépendre de la direction 
absolue de M au point donné du cristal. L'expression générale 
satisfaisant à ces conditions est 


_1 dMiëMi 
Unonu = + Gin Te di: (39,1) 


où a;, est un tenseur symétrique. Cette forme quadratique par 
rapport aux dérivées doit en plus être essentiellement positive. 
Dans un cristal uniaxe, le tenseur a;; a deux composantes indé- 
pendantes et l'énergie de non-uniformité s'écrit 


Cet [2 (te (ED eo 


a et a: étant positifs. Dans un cristal cubique on a également 
Œy — 2. 

Il faut faire la remarque suivante à propos de l’expression (39,1). 
Ce n'est pas la grandeur Uson-u qui a un sens thermodynamique 
réel, mais son intégrale étendue au volume du corps. Par conséquent, 
dans Unon-u il ne faut pas écrire de termes contenant les produits 
des composantes de M par leurs dérivées secondes par rapport aux 
coordonnées, bien que ces termes soient formellement du même 
ordre de grandeur que (39,1). En fait. lors de l'intégration dans le 
volume, ils se transforment en produits des dérivées premières, 
c'est-à-dire qu'ils entrent dans la même expression (39,1) ?). 

A titre d'exemple considérons la surface de séparation entre 
les domaines dans un cristal uniaxe. supposant que le vecteur M est 
rigoureusement parallèle (ou antiparallèle) à l'axe d’aimantation 
facile (axe des 2) ; c’est, en particulier, le cas des domaines en l’absen- 
ce de champ magnétique extérieur. 
_ La structure de la couche transitoire est déterminée par la con- 
‘dition de minimum de son énergie libre totale ©). Quant à l'énergie 
d'échange, elle tend à augmenter l'épaisseur de la couche (c'est-à-dire 
à rendre plus continue la variation de la direction de M dans cette 
couche). L'énergie d’anisotropie agit dans le sens opposé, car toute 


1) La symétrie du cristal peut permettre l'existence de termes contenant 
les produits des dérivées 9M1/0x, par les composantes H#,. Cependant. de tels 
termes, lors de l'intégration sur le volume du corps, se réduiraient à des ex- 
pressions ne dépendant que des propriétés de sa surface. 

3) Ici il est plus correct de parler de l’énergie libre totale et non du potentiel 
thermodynamique total par suite de la possibilité d'existence dans la couche 
d'une déformation essentiellement hétérogène. 
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déviation de M par rapport à la direction d’aimantation facile tend 
à l’augmenter. 

Choisissons l'axe des x perpendiculairement au plan de la couche; 
la direction de M ne dépend que de cette coordonnée. La rotation 
du vecteur M à travers l'épaisseur de la couche doit s'effectuer dans 
le plan y, z, c'est-à-dire que partout M, — 0. Ceci est évident 
à partir des considérations tout à fait simples. L’énergie de non- 
uniformité et celle d’anisotropie ne dépendent nullement du plan 
où s'effectue la rotation de l’aimantation. Si la composante M, 
était différente de zéro, ceci conduirait inévitablement à l'apparition 
d'un champ magnétique, ce qui serait défavorable du point de vue 
thermodynamique par suite de l'apparition d’une énergie magnc- 
tique supplémentaire. En effet, dans le volume des domaines 


M, = 0,et si dans la couche transitoire on avait M, 0, la grandeur 


: ôM Cr ee 3 ; 
div M — ae serait également différente de zéro; mais comme 


div B = div H + 4x div M — 0, compte tenu de div M0, on 
devrait avoir div H-£<0, d'où H+ 0. 
Soit 8 l’angle entre M et l’axe des z. Les composantes de M sont 
alors : 
M;=0, M,;=Msin6, M:=M cose6. 


La somme des énergies de non-uniformité et d'anisotropie est 
donnée par l'intégrale 

+0 " + 

@: re vo | BMy M? = ta ; 

| Léams+mr +] ar À (e10®+Bsin"0)az (39,3) 

Loc : 7“ 
(l'accent signifie la dérivation par rapport à x). Les autres termes 
de l'énergie libre ne dépendent pas de la structure de la couche et 
peuvent donc être omis ici. Pour déterminer la fonction 8 (x) 
rendant minimale cette intégrale, on écrit l'équation d’Euler corres- 
pondante 

8” —Bsin 6 cos 8 = 0, 


dont l'intégrale première est 


82 À sin? 6 — const. 
&i 
En supposant que l'épaisseur de la couche transitoire est petite 
par rapport à la largeur des domaines, on peut écrire les conditions 
aux limites pour cette équation sous la forme suivante: 


68=0 pour z= —c, 0—1x pour z= +0 


8’—=0 pour z= + 0, c'est-à-dire pour 8—0, x. (89,4) 
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Elles expriment le fait que les domaines adjacents ont des vecteurs 
d'aimantation de signe contraire. On a alors const = 0 et en inté- 
grant l'équation 


8°? — PB. sin? 6, 
LT 
on obtient 
_ B 
cos 6— —th v’È z, (39,5) 


ce qui détermine l'allure de la variation de la direction de l’aiman- 


tation dans la couche transitoire. Sa « largeur » est 6 — Y a,/f. 
En substituant (39,5) dans (39,3), on obtient 


ou, après l'intégration, 
2M3 Y af. (39,6) 


Si l'on considère la surface de séparation entre les domaines comme 
une surface géométrique, la grandeur (39,6) est alors la « tension 
superficielle » que l’on doit lui attribuer afin de tenir compte de 
l'énergie nécessaire pour créer une telle surface. 

La forme et les dimensions des domaines en équilibre thermody- 
namique sont déterminées par la condition de minimum du potentiel 
thermodynamique total. Elles dépendent essentiellement de la 
forme et des dimensions du corps. Dans le cas le plus simple d’un 
corps ferromagnétique ayant la forme d’une lame à faces parallèles. 
les domaines peuvent en principe former des couches parallèles 
ou des « filaments » traversant tout le corps (de l’une de ses faces 
D Pour être plus précis nous parlerons ci-dessous de cou- 
ches !). 

L'apparition de toute frontière nouvelle entre les domaines aug- 
mente l'énergie totale de « tension superficielle ». Par conséquent, 

-cette énergie tend à réduire le nombre de domaines, c’est-à-dire 
à augmenter leur épaisseur. 

L'énergie excessive apparaissant à proximité de la surface 
extérieure (où émergent les domaines) du corps agit en sens inverse. 
A l'intérieur du corps H — 0; l'énergie d’anisotropie est également 
nulle, car le vecteur M est orienté suivant les directions d’aimanta- 
tion facile. Mais à proximité de la surface la situation est différente. 

Dans le cas limite lorsque le coefficient B dans l'énergie d’aniso- 
tropie est assez grand, les couches doivent être dirigées vers la sur- 


1) La structure en domaines laminaires semble être la plus répandue. 
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face du corps de telle manière que la direction de M reste inchangée 
(fig. 21,a; sur la figure nous avons supposé, pour être plus précis, 
que la surface du corps est perpendiculaire à la direction d'aimanta- 
tion facile). Mais alors, à proximité de la surface, apparaît un champ 
magnétique pénétrant dans l’espace ambiant et à l'intérieur du 
corps, à des distances de l’ordre de l'épaisseur a des couches. 
Dans le cas inverse des petites valeurs de , il est plus avantageux 
que la répartition de l'aimantation soit telle que l'apparition du 


Fig. 21 


champ magnétique soit exclue, ce qui est atteint grâce à un écart 
de M à la direction d’aimantation facile. Lorsque H = 0, on doit 
avoir partout div B — 4n div M = 0, de sorte que sur toutes les 
surfaces de séparation des domaines et sur la surface extérieure du 
corps M, doit être continue. Ceci est atteint grâce à l'apparition 
de « domaines de clôture» de section triangulaire (fig. 21,b), où 
l’aimantation est parallèle à la surface du corps. Le volume total 
de ces domaines et, par conséquent, l'énergie d’anisotropie sont 
proportionnels à l'épaisseur a des couches. 

Par conséquent, dans tous les cas, l’émergence des domaines 
à la surface du corps est accompagnée par l'apparition d’une énergie 
excessive d'autant plus grande que les domaines sont plus larges. 
Ainsi, cet effet tend à « amincir » les domaines. 

La largeur des domaines s'établit comme le résultat du compromis 
entre ces deux tendances. Supposons, par exemple, que les domaines 
dans la lame ont la forme de couches à faces parallèles d'épaisseur 
constante. Le nombre des domaines est proportionnel à 1/a, et 
l'énergie de tension superficielle sur les surfaces de séparation est 
proportionnelle à leur aire totale, c'est-à-dire à coL/a, où L est la 


216 FERROMAGNETISME 


longueur du corps suivant la direction des domaines (c'est-à-dire 
l'épaisseur de la lame). Quant à « l'énergie d'émergence » des domai- 
nes à la surface de la lame, elle est proportionnelle à a. La somme 
de ces deux énergies a, en tant que fonction de a, un minimum pour 


une certaine valeur de a, proportionnelle à VL. 

Ainsi, l’épaisseur des domaines croît avec les dimensions du 
corps. Mais puisque la loi quantitative a « L\/: donnant cette 
augmentation est basée sur l'hypothèse que l'épaisseur des domaines 
est constante, elle ne peut évidemment pas être valide pour toutes 
les valeurs de L. En effet. l'épaisseur des domaines émergeant à la 
surface du corps ne peut dépasser une certaine valeur limite a,. 
dépendant des propriétés de la substance ferromagnétique, et non de 
la forme et des dimensions du corps. Cette valeur limite est déter- 
minée par le moment où, au fur et à mesure de l'augmentation de a. 
la « désintégration » des domaines à proximité de la surface du 
corps devient favorable, du point de vue thermodynamique, à une 
profondeur a. Ce moment arrive inévitablement car l'« énergie 
d’émergence » d'un domaine croît comme a°, et l'énergie excessive 
de tension superficielle, apparaissant lors de la désintégration du 
domaine, ne croît que proportionnellement à a. 

Nous arrivons alors à la conclusion qu’au fur et à mesure de 
l'augmentation des dimensions du corps, et, par conséquent, de 
l'épaisseur des domaines, il doit se produire une « ramification » 
progressive des domaines s’approchant de la surface du corps 
(£. M. Lifchitz, 1944). Nous n’'allons pas nous arrêter sur toutes les 
possibilités apparaissantici !). 

Dans le cas où les dimensions du corps diminuent, la formation 
de domaines devient en fin de compte défavorable au point de vue 
thermodynamique, de sorte que les particules ferromagnétiques 
suffisamment petites sont elles-mêmes des domaines individuels 
uniformément aimantés. Le critère qui donne leur dimension L 
peut être obtenu en comparant l'énergie magnétique d'une particule 
uniformément aimantée avec l'« énergie de non-uniformité » 
telle qu’elle devrait apparaître s’il y avait une non-uniformité 
importante dans la distribution de l'aimantation dans son volume. 
La première est de l’ordre de M°V, et la seconde de aM°?V/L®°. Donc 
la condition de formation d’un domaine individuel est: 


L'< a. (39,7) 


On obtient le potentiel thermodynamique d'une particule uni- 
formément aimantée, en l'absence de champ extérieur, en posant 


1) Voir S. V. Vonsovski, J. S. Chour, Ferromagnétisme (russe), Moscou, 
1948; C. Kittel, Reviews of Modern Physics, 21, 541, 1949; £. M. Lifchitz. 
Journ. Phys. USSR 8, 337, 1944. 
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dans la formule 


= \ [D+F-5+5M] dv 


(comparer avec (31,7)) 5—0 et en substituant pour © la somme 
de l'expression (36,1) et de l'énergie d’anisotropie Us : 


= VUan — + \ H dv (39,8) 


(nous avons omis la constante &,, qui est sans importance). Comme 
la relation entre M et H est linéaire, le second terme est une 
expression quadratique par rapport aux composantes de M: 


P= VUan + an Mi Mas (89,9) 


où le tenseur symétrique a;, ne dépend que de la forme de la parti- 
cule. Ainsi, lorsque la particule est de forme ellipsoïdale, H est 
constant le long de son volume et est lié à M (pour $ = 0) par la 
relation 

Hi+ ni (Br—Hr)= Hi+ 4 Ma = 0 


{comparer avec (8,10)]. Donc, dans ce cas, les grandeurs a;, s'expri- 
ment en fonction des composantes du tenseur des coefficients de 
désaimantation conformément à 


dikh = 4nnin. 


La direction de l’aimantation d'une particule dans un champ 
magnétique extérieur $ est déterminée par la condition de mini- 
mum de æ, où il faut ajouter le terme —VSM. Pour un cristal 
cubique il suffit d'écrire 


nm EEE 


VSM, (39,10) 


sans tenir compte de l'énergie d’anisotropie. Dans les corps ferro- 
magnétiques uniaxes (et biaxes), l’énergie d’anisotropie est une 
grandeur du même ordre que les autres termes. Si on l'écrit sous 
la forme (37,1), on a: 


= (ax + Bu) MiMi—VEM. (39,11) 


Le problème ainsi posé coïncide, au point de vue mathématique, 
avec celui qui a été étudié au $ 37, où l'on cherchait M local en 
fonction du champ local H, ne s'en distinguant qu’en ce que H 
et fx doivent être remplacés respectivement par G et a; (ou 


ain + Bix)- 
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Problèmes 


1. Déterminer le coefficient de tension superficielle sur la surface de sépa- 
ration des domaines dans un cristal cubique. La surface de séparation forme un 
angle égal à 4 avec le plan (100) (plan yz), et les domaines sont aimantés suivant 
l'axe d’aimantation facile [001] (axe des 2). 

Solution. En plus des axes cristallographiques z, y, 3, On introduit le 
système de coordonnées z’, y’, z’, les axes z et z° coïncidant et les plans 
y'z=" et yz formant l'angle y. La nécessité d'éviter l'apparition d’un champ ma- 
gnétique important (tout comme dans le cristal uniaxe) tend à maintenir le vecteur 
M dans la couche transitoire dans le plan y’z’. Simultanément, la présence d’une 
anisotropie magnétique dans le plah z‘y’ fait légèrement sortir M du plan 
Fe Mais comme l'énergie d’anisotropie est faible dans un cristal cubique, 

a composante M.. sera une grandeur petite que l’on peut négliger sans nuire 
à la précision requise. On aura alors: 


M,y=0, M,=Msin0, M,,=M cos0 
(8 étant l'angle entre M et l'axe des :) ou, dans le système z, y, z, 
Mx=M sin6sinx, A/,=M sinOcosX, M;==M cos 0. 


La somme de l'énergie de non-uniformité et de l'énergie d'’anisotropie 
dans la couche transitoire est 


à {ee (2) "+82 (sin?6 cost 94 sint 6sin22x) } dz". (1) 


— 
En minimisant cette intégrale avec les mêmes conditions aux limites (39,4). 


-on obtient 
: 2BME , 2 ; 
sh AE 712 LE (2) 


En substituant de nouveau dans (1) et en effectuant l'intégration, on obtient 
la tension superficielle cherchée 


sin? 24 2 

Ms V 24 {1 art r ) 3 

! PU 2V/4—sin?2y [sin 2x| Le 

: : La formule (3) est applicable, quelle que soit la valeur de l'angle 4. Mais 
l'équation (2) pour la structure de la couche transitoire devient inapplicable 
pÜûr x & 0 ou . . Dans ce cas, la largeur finie de la couche transitoire ne peut 
être obtenue que compte tenu de la magnétostriction qui y apparaît. 

2. Déterminer l'énergie du champ magnétique à proximité de Ha surface d'un 
corps ferromagnétique où les domaines à faces parallèles (perpendiculaires 
. la Te émergent sans changer la direction de leur aimantation (voir 

ig. 21,a). 

Solution. Le problème du champ magnétique auprès d’une telle 
surface équivaut à la détermination du champ électrostatique créé par un plan 
ayant des bandes à charge alternativement positive et négative, avec une 
densité superficielle o = + M. 

Supposons que la surface du corps coïncide avec le plan z—0 et que l'axe des 
zest perpendiculaire au plan des domaines. La « densité superficielle des charges » 
© (z) est une fonction périodique de période 2a (a étant la largeur d’un domaine), 
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égale, à l'intérieur de l'une des périodes, à 
o=—M pour —a<z<0, 0—=+M pour 0<r< a. 
Son développement en série de Fourier est: 


(2n+1) 7x 4M 
a 


o(x)= Ÿ Cn Sin RE rnTEI) 


n=0 
Le potentiel du champ satisfait à l'équation de Laplace; nous allons le 
chercher sous forme de la série: 
co 
; 2n 1 a 
px, :)= > b, sin (ire . Dne er(2n+ n/a 
m0 


{les deux signes dans l'exposant correspondent aux demi-espaces : >0 et 
z< 0). Les coefficients b, sont déterminés par les conditions aux limites 


9 œ 


7702 |2m=+0 | 0: |1=—0 


L'énergie cherchée du champ peut être calculée comme l'intégrale 


4710, d'où bh— 


2a ë 
2n+1 7 


+ ( op df étendue à la « surface chargée ». L'énergie par cm* de surface est 


a œo œ 
1 1 1 Sam? 1 ARR 
T7 %a \ (op) Le dr=T y» Enbn= y» TQnijs — 0BS2M a. 
—a n=0 n=0 


$ 40. Point antiferromagnétique de Curie 


Généralement, le corps passe de l’état antiferromagnétique 
à l'état paramagnétique par une transition de phase de seconde 
<spèce (tout comme les corps ferromagnétiques). Comme tant dans 
l'éta. antiferromagnétique que dans l’état paramagnétique il n’y 
a pas d’aimantation spontanée, le changement des propriétés 
magnétiques macroscopiques de la substance en passant au 
point antiferromagnétique de Curie n'’affecte que sa susceptibilité 
magnétique. Conformément aux propriétés générales des transitions 
-de seconde espèce, les composantes du tenseur u,, sont continues 
au point de transition, tandis que leurs dérivées premières par 
rapport à la température font un saut. 

Pour l'étude quantitative des transitions antiferromagnétiques, 
il faut utiliser la théorie générale des transitions de seconde espèce. 
Les paramètres suivant lesquels on doit développer le potentiel 
thermodynamique à proximité du point de transition sont des com- 
binaisons linéaires (dépendant de la symétrie magnétique du réseau) 
des moments magnétiques moyens m;, m»,... dans différents 
nœuds d’une maille élémentaire. Lorsque l’on se rapproche du point 
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de transition, tous ces paramètres tendent, comme d'ordinaire, 


vers zéro proportionnellement à YWÿ 8 — T. 

Le potentiel thermodynamique d'un corps antiferromagnétique 
peut contenir des termes d'origine diverse, dus tant aux interactions. 
d'échange qu’aux interactions relativistes des moments magnétiques 
(comparer avec le début du $ 36). Les premiers contiennent des com- 
binaisons des moments m1, m2, ... ne dépendant que de leur 
orientation relative, et non de l'orientation par rapport au réseau 
cristallin. Quant aux seconds termes, ils dépendent de la direction 
cristallographique des momenté, c’est-à-dire qu'ils conduisent 
à l’anisotropie magnétique du cristal. 

Tout comme dans les corps ferromagnétiques, la forte interaction 
d'échange est la cause principale de l’arrangement ordonné des. 
moments magnétiques dans un corps antiferromagnétique. Quant 
aux interactions relativistes, elles conduisent à l’anisotropie cris- 
tallographique de ses propriétés magnétiques. 

Il existe certains types de symétrie magnétique, admettant 
l'existence du ferromagnétisme, mais pour lesquels tout de même. 
les interactions d'échange sont telles qu’à elles seules elles ne- 
conduisent pas à l’antiferromagnctisme. Dans ces cas, l’aimantation 
spontanée n'apparaît que par suite des interactions relativistes. 
et est donc très faible. Un tel corps est antiferromagnétique, la dispo- 
sition des moments magnétiques différant un peu de celle de l’anti- 
ferromagnétique pur, de telle sorte que dans une certaine direction 
les moments magnétiques ne se compensent pas entièrement 
(I. E. Diialochynski, 1957) ?). Le rapport de la grandeur du « moment 
ferromagnétique » à la valeur qu'il aurait dans le ferromagnétique 
pur est de l’ordre du rapport de la densité de l’énergie relativiste 
à la densité de l'énergie d'échange (<—10-%—10-5). 

Dans les champs magnétiques suffisamment intenses, la struc- 
ture antiferromagnétique du cristal ne peut être stable au point de 
vug thermodynamique; c’est l'orientation de tous les moments suivant 
-la'direction du champ qui est ici favorable au point de vue énergé- 
tique. Un tel changement de l'orientation est généralement lié à une 
Yaäfiation (une diminution) d'une maille élémentaire de la structure 
magnétique du réseau et, comme tout changement des propriétés 
de symétrie, il ne peut avoir lieu qu’en certain point de la transition 
de phase ; ce sera, dans la plupart des cas, un point de transition de- 
seconde espèce. Le «champ critique » Ht. détruisant l’antiferromagné- 
tisme est une fonction de la température s’annulant pour T = 6. 
où @ est le point de transition en l’absence de champ. De sorte que- 
sur le diagramme 7, H la région d'existence de la phase antiferro- 
magnétique est limitée par une certaine courbe. 


1) Voir /. E. Dzialochynski, Soviet Physics (JETP) 5, 1259, 1957. 
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$ 41. Propriétés magnétiques des corps supraconducteurs 


De nombreux métaux à des températures proches du zéro absolu 
passent dans un état dont la propriété la plus spectaculaire (décou- 
verte par Kamerlingh Onnes en 1911) est la supraconductibilité 
c'est-à-dire l’absence totale de résistance électrique au courant 
continu. La supraconductibilité apparaît à une température bien 
déterminée pour chaque métal appelée point de transition supra- 
conductrice. 

Cependant, l’absence de résistance électrique n’est pas en réalité 
la propriété fondamentale d'un corps supraconducteur. Ce sont les 
propriétés magnétiques du métal qui subissent les changements 
les plus profonds lors de la transition à l’état supraconducteur ; 
comme nous allons le voir, les propriétés électriques ne sont qu’une 
conséquence inévitable de ces changements. 

On peut décrire les propriétés magnétiques d’un métal supra- 
conducteur de la manière suivante. Le champ magnétique ne pénètre 
jamais dans l'épaisseur du supraconducteur; comme l'intensité 
moyenne du champ magnétique dans un milieu est. par définition, 
l'induction magnétique B, à l’intérieur du corps supraconducteur 
on a toujours 

B—0 (41,1) 


(W. Meissner, R. Ochsenfeld, 1933). Cette propriété existe indépendam- 
ment des conditions de la transition à l’état supraconducteur. Ainsi, 
si l'échantillon a été refroidi en présence de champ magnétique, 
au moment de la transition les lignes de force magnétiques sont 
« repoussées » vers l'extérieur du corps !). 


1) 11 faut remarquer que seuls les supraconducteurs « purs » ont ces pro- 
priétés—métaux et composés chimiques stœchiométriquement bien déterminés. 
Ici et ci-dessous nous n'étudions que de telles substances. Dans les alliages 
supraconducteurs l’effet Meissner n’est pas complètement prononcé et le champ 
magnétique peut pénétrer à l’intérieur du supraconducteur, la résistance res- 
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Il faut cependant souligner que l'égalité B = 0 n'affecte pas 
la couche mince superficielle du corps. L'expérience montre que le 
champ magnétique pénètre dans le supraconducteur à une certaine 
profondeur, grande par rapport aux distances interatomiques (géné- 
ralement de l’ordre de 10-5 cm) et dépendant du type de métal et 
de la température. C'est pourquoi l'égalité B — 0 n’est pas valable 
pour les pellicules métalliques minces ou pour les particules colloïda- 
les, dont l'épaisseur ou les dimensions sont de l’ordre de grandeur 
de la « profondeur de pénétration ». 

Ci-dessous nous ne considérons que des corps supraconducteurs 
de dimensions suffisamment importantes, en négligeant la pénétra- 
tion du champ magnétique dans la couche mince superficielle. 

On sait qu’à la frontière de deux milieux, la composante normale 
de l'induction doit rester continue (cette condition découle de 
l'équation div B — 0 qui est toujours vraie). Comme à l'intérieur 
du supraconducteur B — 0, la composante normale du champ 
extérieur sur sa surface doit également être nulle, c’est-à-dire que 
le champ à l'extérieur du supraconducteur doit partout être tangent 
à sa surface : les lignes de force magnétiques enveloppent le corps 
supraconducteur. 

Compte tenu de ce qui vient d'être dit, il est facile de trouver 
les forces agissant sur un corps supraconducteur placé dans un champ 
magnétique. Tout comme nous l’avons fait au $ 5 pour un conducteur 
ordinaire dans un champ électrique, nous allons calculer la force 
(par cm° de surface) comme étant égale à o;n, où 


où = (a En) 


est le tenseur de Maxwell pour le champ magnétique dans le vide. 
Comme ici nH, — O (H, étant le champ à l'extérieur du corps 
à proximité de sa surface), on obtient 

° HÈ 

: Fourt= —1%e » (41,2 
œest-à-dire que la surface du corps est soumise à une pression 


de compression égale à la densité de l’énergie du champ. 
Conformément à l'équation (27,4) on a 


rot B= pv; (41,3) 


par suite de l’égalité B = 0, à l’intérieur du supraconducteur, la 
densité moyenne de courant doit également être partout nulle. 


tant néanmoins toujours absente. La démonstration donnée ci-dessous selon 
laquelle l’absence de résistance découle de la propriété B—0 signifie que cette 
dernière condition est suffisante, mais non pas du tout nécessaire pour qu’il 
n’y ait pas de résistance. 
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En d’autres termes, dans un corps supraconducteur des courants 
macroscopiques volumiques sont impossibles. Soulignons à ce propos- 
que dans un corps supraconducteur il n’y aurait aucun sens de 
distinguer dans pv les courants de conduction, comme dans le 
cas des conducteurs ordinaires. Pour la même raison. l'introduction 
dans la théorie de l’aimantation M et du vecteur H serait dénuée- 
de sens physique. 

Ainsi, tout courant électrique circulant dans un corps supracon- 
ducteur est un courant superficiel. La densité superficielle des- 
courants g est déterminée conformément à (27,14) par le saut de la 
composante tangentielle de l'induction sur la surface du corps. 
Comme à l’intérieur du corps supraconducteur B = O0 et qu’à 
l'extérieur B et H coïncident, on a 


g=(n x He). (41,4) 


La présence de courants superficiels n'est pas une propriété- 
de corps supraconducteurs seuls. Des courants analogues appa- 
raissent également dans tout corps aimanté, leur densité étant 


Comme sur la surface d’un corps ordinaire (non supraconducteur) 
les composantes tangentielles du vecteur H =+ sont continues, 


on an x H. = + X B), de sorte que l'expression pour g peut 
être écrite sous la forme 
1 2 
g= 7m XB) + . (41,5) 


La différence fondamentale entre les corps supraconducteurs 
et les corps ordinaires apparaît, cependant, lorsque l’on considère: 
le courant total traversant la section transversale du corps. Dans 
un corps non supraconducteur les courants superficiels se compensent 
toujours, de sorte qu'il n’y ait pas de courant total. Cette compen- 
sation est assurée par la relation (41,5) reliant la densité des courants g 
et l'induction magnétique à l’intérieur du corps et, par conséquent. 
les courants g en divers points de la surface. Dans les corps supracon- 
ducteurs la condition (41,5) n’a pas de sens. En effet, lorsque l’on. 
passe d'un corps ordinaire de perméabilité magnétique p à un corps. 
supraconducteur, on doit simultanément poser B + 0 et up —+ 0. 
Mais alors le membre de droite de l'égalité (41,5) devient indéter- 
miné, de sorte qu’en réalité aucune condition ne limite les valeurs. 
possibles du courant. 
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Nous arrivons alors à un résultat important, conformément 
auquel les courants circulant sur la surface du supraconducteur 
peuvent conduire à l'apparition d’un courant total non nul. Il est 
évident que ce n’est possible que pour un corps multiplement 
connexe (par exemple, un anneau) ou même pour un corps 
supraconducteur simplement connexe, faisant partie d’un circuit 
fermé comportant la f.é.m. nécessaire pour maintenir un courant 
dans les parties non supraconductrices du circuit. 

Le fait qu'un courant total peut circuler d’une manière station- 
naire sur le corps supraconducteur, en l’absence de champ électrique, 
est très important. Ceci veut dire que cette circulation n'est pas 
accompagnée de dissipation d'énergie, qu'il faudrait compenser 
par le travail du champ extérieur. Cette propriété du corps supracon- 
ducteur peut être interprétée comme l'absence de résistance électri- 
que, qui se trouve être ainsi une conséquence obligatoire de ses 
propriétés magnétiques. 


$ 42. Courant supraconducteur 


Nous allons étudier ici avec plus de détails certaines propriétés 
des corps supraconducteurs, dépendant de leur forme. 

Si le supraconducteur est un corps simplement connexe, il ne 
peut y avoir de courant superficiel stationnaire en l’absence dechamp 
magnétique extérieur. 

On peut s’en rendre compte à partir des considérations suivantes. 
Les courants superficiels auraient créé dans l'espace environnant 
un champ magnétique constant, disparaissant à l'infini. Comme 
tout champ magnétique constant dans le vide, il devrait dériver 
d'un potentiel, et conformément aux conditions aux limites sur le 
supraconducteur, la dérivée normale ôp/ôn du potentiel sur la 
surface du corps devrait s’annuler. Mais selon la théorie des 
potentiels, si sur la surface d’un corps simplement connexe et à 
l'infini dp/ôn = 0, dans tout l’espace (extérieur au corps) on 
a æ — 0. Ainsi, un tel champ magnétique et, par conséquent, les 
Tourants superficiels ne peuvent exister. 

Quant au champ magnétique extérieur, il induit sur la surface 
d'un corps supraconducteur simplement connexe des courants, 
ce qui peut s’interpréter comme l'apparition d’un moment magné- 
tique déterminé pour le corps en entier. Cette aimantation est facile 
à calculer pour un corps supraconducteur de forme ellipsoïdale !). 

Soit $ le champ extérieur, parallèle à l’un des axes principaux 


1) Partout dans ce paragraphe on suppose que le champ magnétique ne 
surpasse pas les valeurs pour lesquelles l'état supraconducteur est détruit (voir 


5 43) 
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de l’ellipsoïde. Pour le champ magnétique à l’intérieur d’un ellipsoï- 
de non supraconducteur on a la relation: 


(1—n)H1nB=5, 


où x est le coefficient de désaimantation suivant un axe donné 
[voir (8,7)]. Comme nous l'avons déjà mentionné, l'« intensité » 
H est dénuée de sens physique dans un supraconducteur, et, par 
conséquent, l’aimantation 

B—H 


42 


M= 


n'a pas le sens habituel non plus. Néanmoins, il est commode 
d'introduire, d’une manière purement formelle, H et M en tant 
que grandeurs auxiliaires servant au calcul du moment magnétique 
total # :- MV (V est le volume de l’ellipsoïde) qui conserve son 
sens physique habituel. En posant B — 0 pour l’ellipsoïde supra- 
conducteur, on trouve 


5 
H=-——. (42,1) 
puis ; : 
H CE] 
M EG: (22) 


En particulier, pour un long cylindre, dans un champ longitudinal, 
on a nr — 0, de sorte que H — 6 et .# — — VS/4n !). Ces valeurs 
de # sont les mêmes que si le corps avait une susceptibilité dia- 
magnétique volumique égale à —1/4x. 

Le champ magnétique H, à l’extérieur de l’ellipsoïde, à proximité 
de sa surface, est dirigé partout suivant les tangentes, donc sa gran- 
deur est déterminée directement par la condition de continuité 
des composantes tangentielles de H. A l'intérieur de l’ellipsoïde, 
H — S/(1 — n); en projetant ce vecteur sur la direction de la 
tangente on obtient 


He=—Ÿ_ sin0, (42,3) 


1—n 


où 0 est l'angle formé par la direction du champ extérieur S et 
la normale au point donné de la surface de l’ellipsoïde. La valeur 
maximale de H, correspond à l’équateur de l’ellipsoïde, où elle 
est égale à &5/(1 — n). 


1) Pour un cylindre ces relations sont une conséquence directe de la con- 
dition de continuité de H ; elles sont donc vraies pour un cylindre dont la section 
est de forme quelconque (pas nécessairement circulaire). 


15—532 
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: Soulignons une fois de plus qu’il n’y a aucune différence de 
principe entre les courants responsables de l’aimantation du corps 
supraconducteur et ceux qui donnent un courant total en son inté- 
rieur: ils sont de même nature physique. Cette circonstance fort 
importante permet, en particulier, de déterminer directement les 
coefficients gyromagnétiques pour n'importe quel corps supracon- 
ducteur. En effet, la densité de l'impulsion des particules (électrons) 
créant les courants d’aimantation ne diffère de la densité de ces 
courants que par le facteur m/e (e et m étant la charge et la masse 
de l’électron). On peut en conclure que, vu la définition des coeffi- 
cients gyromagnétiques [voir (35,3)], pour un corps supraconducteur 
on a toujours 


£iR = Ône 


Passons aux corps supraconducteurs multiplement connexes. 
Leurs propriétés diffèrent notablement de celles des corps simplement 
connexes car, tout d’abord, la conclusion selon laquelle la circula- 
tion stationnaire des courants superficiels est impossible, en 
l'absence de champ magnétique extérieur, n’est pas vraie dans ce 
cas. De plus, les courants superficiels ne doivent pas ici se compenser 
mutuellement et peuvent donc provoquer la circulation stationnaire 
d’un courant total « supraconducteur » en l'absence même de force 
électromotrice appliquée de l’extérieur. 

Considérons un corps doublement connexe (anneau) en l’absence 
de champ magnétique extérieur; nous allons montrer que son état 
est entièrement déterminé par le courant total J donné. On peut 
également déterminer le champ créé par un anneau à l’aide de la 
théorie ‘des potentiels, mais le potentiel q sera maintenant une 
fonction multiforme, variant de 4xJ/c lorsque l'on suit un contour 
« en chaîne » avec l'anneau (comparer avec le $ 29). Pour que le 
problème soit posé correctement au point de vue mathématique, il 
Faut « couper » l’espace par une surface quelconque fermant l'ouver- 
tùre de l’anneau. Le problème se réduit alors à la solution de l’équa- 
tion de Laplace avec la condition aux limites 0p/ôn = 0 sur la 
sutface de l'anneau, @ = 0 à l'infini, y compris la condition @> — 
— p, = 41J/c sur la surface choisie, où ®@, et 2 sont les valeurs 
du potentiel sur ses deux côtés. D'après la théorie des potentiels, 
ce problème a une solution univoque (ne dépendant pas de la forme 
de la surface choisie). Quant à la distribution des courants superfi- 
ciels dans l'anneau, elle est déterminée d’une manière univoque 
par la distribution du champ à proximité de sa surface. Par consé- 
quent, le coefficient de self-induction d’un anneau supraconducteur 
se trouve être une grandeur complètement déterminée. Cela repré- 
sente une différence notable entre les supraconducteurs et les con- 
ducteurs ordinaires, dans lesquels la distribution des courants et 
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la valeur précise de la self-induction dépendent de la manière dont 
a été provoqué le courant ($ 33) ?). 

Dans le $ 32 nous avons introduit la notion de flux magnétique 
® à travers le contour d’un conducteur linéaire et nous avons montré 
que D = ZLJ/c, où L est la self-induction du conducteur. En ce qui 
concerne un anneau supraconducteur, la notion de flux magnétique 
reste valide, quelle que soit l'épaisseur de l’anneau, celle-ci 
n’étant pas nécessairement faible. En effet, comme le champ magné- 
tique est tangent, son flux à travers n'importe quelle partie de la 
surface de l’anneau est nul; aussi la grandeur du flux magnétique 
à travers la surface fermant l'ouverture de l'anneau supraconducteur 
ne dépend-elle pas du choix de cette surface. 

De plus, la formule 


œ=+1J (42,4) 


reste valable, la self-induction L étant comme toujours déterminée 
suivant l'énergie totale du champ magnétique créé par le courant. 
L'énergie totale du champ magnétique d’un corps supraconducteur 


est donnée par l'intégrale \ Le dV étendue à tout l’espace extérieur 


au corps. En « coupant » l’anneau de nouveau par une certaine 
surface C, on introduit le potentiel du champ et on écrit 

H? _ HVœ _ € pdivH Ha 

8x = —\ 87 av=\ Sn av—\ Bx 
La première intégrale est nulle, car div H = 0. Quant à la seconde 
intégrale, elle est étendue à une surface infiniment éloignée, à la 
surface de l'anneau et des deux côtés de la coupure; sur les deux pre- 
mières surfaces l’expression sous l'intégrale s’annule, de sorte qu’il 
reste 


H? 
Fe We | Ha(pe—qudf= À Hidj =, 
C C 
où ® est le flux magnétique à travers la surface C. En comparant 
cette expression avec LJ*/2c° (conformément à la définition de la 
self-induction), on obtient l'égalité cherchée (42,4). 
Si l'anneau se trouve dans un champ magnétique extérieur, le 

flux magnétique total ® se compose du flux ZLJ/c et du flux ®. 


4) La self-induction d’un anneau supraconducteur (de rayon b) de fil de 
section circulaire (de rayon a) coïncide avec la partie extérieure de la self- 
induction de l’anneau non supraconducteur et est donnée par la formule 


L= äxb (n #2) 
(voir problème 2 & 33). La solution exacte du problème d’un courant circulaire 
do PRE a été donnéc par V. A. Fock (Phys. Zs. d. Sowjetunion 4, 215, 


15* 
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du champ extérieur. Une propriété importante d’un anneau supra- 
conducteur est que, lors d’une variation quelconque du champ 
extérieur et du courant, le flux magnétique total à travers l’anneau 
reste constant 


1 : = 
TLJ = const = Do. (42,5) 


Ceci découle directement de la forme intégrale de l'équation de 
Maxwell dans l'espace extérieur au corps: 


12 (nat — $Edl. 


Si l’on intègre sur la surface C (qui ferme l'ouverture de l'anneau), 
c'est la ligne sur la surface de l’anneau qui sera le contour de 
l'intégration dans le membre de droite de l'égalité. Mais sur la 
surface du supraconducteur Ia composante tangentielle de 
E est nulle (puisqu'à l’intérieur du corps supraconducteur on 
a E = 0 et que E, est continu sur sa surface). Donc, le premier 
membre de l'égalité s’annule et l’on trouve dOD/dt = 0. 

La relation (42,5) détermine la variation du courant dans l'anneau 
lorsque le champ extérieur change. Ainsi, si l’anneau a été fait 
supraconducteur dans le champ extérieur, qui a créé le flux ®, 
et qui a été par la suite enlevé, un courant stationnaire égal à J — 
= cO,/L est induit dans l'anneau. 

Le flux magnétique à travers un anneau supraconducteur est 
constant non seulement lors de la variation du champ extérieur, 
mais également lors d’une variation quelconque de la forme de 
l'anneau ou lorsque celui-ci se déplace dans l’espace !). On peut 
dire simplement que les lignes de force ne peuvent jamais couper la 
surface du corps supraconducteur et donc s'échapper par l'ouverture 
de l’anneau. 

! Les résultats exposés peuvent être directement généralisés au 
cas des corps supraconducteurs multiplement connexes, y compris 
un ensemble formé par un nombre quelconque d’anneaux. L'état 
d'an système # fois connexe en l’absence de champ extérieur est 
entièrement déterminé par # — 1 courants totaux J,. Quant à la 
relation (42,5), elle se généralise au système d'équations 


D Laud à + DO = Dao- (42,6) 
b 


Ces équations sont valides non seulement pour n'importe quelle 
variation du champ extérieur, mais également lorsque la forme ou 
la position mutuelle des corps changent. 

1) Cette affirmation se démontre directement à partir de la relation exis- 


tant entre la force électromotrice d’induction et la variation du flux magné- 
tique à travers son contour due au déplacement du conducteur ($ 49). 
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Problème 


Déterminer le moment magnétique d’un disque supraconducteur dans un 
champ magnétique extérieur qui lui est perbendieulaiee 1). 

Solution. Le problème traitant du comportement d’un corps supra- 
conducteur dans un champ magnétique constant est, du point de vue formel, 
équivalent à celui d’un diélectrique de constante diélectrique & — 0. En con- 
sidérant le disque comme le cas limite d'un ellipsoïde de révolution pour 
c — 0 (voir problème 4 & 4) et en utilisant la formule (8,9) avec le changement 
correspondant de notations (champ & suivant l’axe des :), on trouve: 


2a3 
oh = — 
31 


$ 43. Champ critique 


Ün corps supraconducteur cylindrique placé dans un champ 
magnétique longitudinal a une énergie magnétique supplémentaire 


égale à 
Gall _ G2V 
2 8x 


A l’état normal (non supraconducteur), l'énergie totale du 
cylindre reste pratiquement inchangée lorsque l’on applique le 
champ extérieur (ici et ci-dessous nous négligeons les faibles dia 
et paramagnétisme du métal non supraconducteur, c’est-à-dire 
que nous posons pu — 1). Ne serait-ce que pour cette raison il est 
évident que, pour des champs magnétiques suffisamment intenses, 
l’état supraconducteur du métal doit se trouver être moins favorable 
que l’état normal au point de vue thermodynamique, ce qui doit 
conduire à la destruction de la supraconductibilité. 

La valeur de l'intensité du champ magnétique longitudinal, 
pour laquelle commence la destruction de l’état supraconducteur 
dans un corps cylindrique, dépend du type de métal, ainsi que de 
sa température (et de la pression). Cette valeur est appelée champ 
critique ({/4,); c'est une des caractéristiques les plus importantes 
des corps supraconducteurs *). 


1) Ce problème est ici étudié principalement en vue des applications ul- 
térieures (voir problème 2 $ 75). Pour un disque supraconducteur, il ne peut 
s'agir en fait que de champs magnétiques très faibles, car dans ces conditions 
la supraconductibilité est facilement détruite (voir 8 43). 

?) La brusque transition entre l'état supraconducteur et l’état normal 
n’a lieu que dans les corps supraconducteurs « purs » (voir note au $ 41) que 
seuls nous considérons. Pourtant, dans les alliages la destruction de la su- 
praconductibilité et la pénétration du champ magnétique dans l'échantillon 
s'effectuent graduellement dans une gamme assez étendue de valeurs du champ, 
none que dans ce cas il n’y ait pas de champ critique dans le sens défini 
ci-dessus. 
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La destruction de la supraconductibilité dans un cylindre, 
lorsque le champ atteint la valeur critique, a lieu dans tout le 
volume, ce qui est lié à l’uniformité du champ le long de toute la 
surface d’un tel corps. Dans les corps ayant une forme différente, 
la destruction de la supraconductibilité est un processus plus 
complexe, dans lequel le volume occupé par la substance à l'état 
normal croît progressivement dans tout l'intervalle de valeurs 
de $ (nous étudierons ceci plus en détail dans le paragraphe suivant). 

De sorte que pour toute température (inférieure au point de 
transition), le métal peut exister tant à l’état supraconducteur (s) 
qu’à l'état normal (nr). Désignons par #0 (V, T) et FA (V, T) 
respectivement les énergies libres totales du corps supraconducteur 
et du corps normal en l'absence de champ magnétique extérieur; 
ces grandeurs, qui caractérisent la substance, ne dépendent évi- 
demment que du volume et non de la forme du corps. L'énergie libre 
de l’état x ne change pas lorsque l’on applique le champ extérieur 
(c'est pourquoi l'indice O0 auprès de #, est omis). Dans l’état s, 
par contre, le champ magnétique change notablement l'énergie 
libre. Pour un cylindre supraconducteur, à T et V donnés, l'énergie 
libre dans un champ longitudinal extérieur $ est égale à 


Fa=Fo(V, T)+ SV. (43,1) 


On peut en déterminer toutes les autres grandeurs thermodynami- 
ques. En dérivant (43,1) par rapport au volume, on trouve la pres- 
sion agissant sur le corps 


p=po(V, 1), (43,2) 


où po (V, Test la pression (à V et T donnés) en l'absence de champ. 
L'égalité (43,2) donne la relation existant entre p, V et T', c'est-à-dire 
que c’est l'équation d'état d'un cylindre supraconducteur placé 
dâns un champ magnétique extérieur. Nous voyons que le volume 
© V (p, T) en présence de champ magnétique est le même qu’en son 


ab$ence pour une pression égale à p + D Ce résultat est évidem- 


ment en accord avec la formule (41,2) donnant la force agissant sur 
la surface du corps supraconducteur placé dans un champ magnétique. 


Le potentiel thermodynamique) d'un cylindre supratonducteur est 
Bs= Fa DV= EF so(V, T) + po, 


ici le volume V doit être exprimé en fonction de p et de T con- 
formément à (43,2). Donc, on peut écrire &,(p, 7) de la manière 


1) On suppose ici que D a été défini comme indiqué au $ 12 
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suivante : 


Le (Ps T)= 50 (p+# , T) ’ (43.3) 


où Œso(p, T) est le potentiel thermodynamique en l'absence ;de 
champ. En dérivant cette égalité par rapport à T et à p, on 
obtient des relations analogues pour l'entropie et le volume: 


Fap, D=Fo(p+ST): (43,4) 
Va (ps T)= Vo (p+ ST). (43.5) 


On peut écrire maintenant la condition déterminant le champ 
critique. Le cylindre passe de l’état s à l’état n lorsque (à pet T 
données) #, devient inférieur à æ,. Au moment de la transition on 
doit avoir ®, — Œn, c'est-à-dire: 

Hèr /, \ 

Pao(p+ 4e, T)=n(p, T). (43,6) 

C'est une relation thermodynamique exacte ). En général, la varia- 

tion du potentiel thermodynamique dans un champ magnétique 

est une petite correction à so (p, T). On peut alors développer le 

membre de gauche de l'équation (43,6) en série, si bien que les 
premiers termes de ce développement donneront: 


Pao(p, T)+ RE Vao(p, T)= En (Ps T), (43,7) 


où Vo (p, T) = 0X,0 (p, T)/ôp est le volume du cylindre supra- 
conducteur en l'absence de champ. Ainsi, à cette approximation, 
on peut dire que le potentiel thermodynamique de la substance 
(par unité de volume) à l’état normal est augmenté de Hi;/8x par 
rapport au cas de l’état supraconducteur. 

Désignons par Ter — Ter (p) la température de la transition 
en l'absence de champ magnétique. L'expérience montre que la 
transition par ce point est une transition de phase de seconde 
espèce. Donc, en particulier, Æ,, (7) doit s’annuler pour T = T4, 
d'une manière continue. Conformément à la théorie des transitions 
de phase de seconde espèce (voir V, $ 138), la variation du potentiel 
thermodynamique à proximité du point de transition est propor- 
tionnelle au carré de la différence des températures T — T4.. Ainsi, 
(43,7) montre qu'à proximité de T4. le champ critique varie linéaire- 


1) Nous donnons ici les calculs avec une précision supérieure à celle qui 
est généralement requise, ceci pour mettre en évidence la relation existant 
entre les diverses grandeurs thermodynamiques. 
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ment en fonction de la température: 
Her= const.(Ter—T). (43,8) 


Dérivons les deux membres de l'égalité (43.6) par rapport à la 
température, le long de la courbe de Æ., en fonction de T (à pression 
donnée). En tenant compte des formules (43,4), (43,5), on obtient: 


Fa— = Va (EE), (43,9) 
où toutes les grandeurs #,, #,, V, correspondent au moment de 
la transition entre les deux états du corps (c’est-à-dire au champ 
H = H4;). En multipliant cette différence par 7, on obtient la 
chaleur de transition: 

Q=T(Pa— = — Hier (PE). (43,10) 
Lorsque la transition a lieu au point T = T,; (sans champ magné- 
tique), cette grandeur s'annule avec Æ,,, car nous avons ici une 
transition de phase de seconde espèce. Quant à la transition pour 
T << T4; (en présence de champ magnétique), elle est accompagnée 
d’une absorption ou d’un dégagement de chaleur, c’est-à-dire que 
c’est une transition de phase de première espèce. L'expérience montre 
que #., croît d’une manière monotone lorsque la température baisse 
dans tout l'intervalle de T4, à 0. Donc, la dérivée dH4/dT sera 
toujours négative, et (43,10) montre que Q >> 0, c’est-à-dire qu'il 
y a bien absorption de chaleur lors de la transition (isothermique) 
de l’état supraconducteur à l’état normal. 

Pour T — 0, l’entropie de tout corps doit s'annuler conformé- 
ment au théorème de Nernst. Ainsi, (43,9) montre que pour T :: 0 
on doit avoir 9H../0T = 0, c’est-à-dire que la courbe H,, == H4. (T) 
coupe l’axe des Æ# sous un angle droit. 

Dérivons la différence #, — #, (43,9) une fois de plus par 
rapport à la température, en utilisant de nouveau les égalités (43,4), 
(43,5). En tenant compte du fait que (Z) = — (+) , on 

PT OT Jp 
obtient 

dns 2 y (ro ()- 
oT AT $ OT | S1 7 oT OT | Sr 
Vif 0 (Hë\\?. AE 
= (CE) (3.10 

En multipliant les deux membres de cette égalité par T7, on 
obtient la différence des chaleurs spécifiques des deux phases 
(à pression constante). Généralement, les termes contenant le coef- 


ficient de dilatation thermique et le coefficient de compressibilité 
de la substance sont bien plus petits que les autres termes; en les 
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négligeant, on obtient 


VJT PH VaT [ 0Her \? 
Can Here + (Sr). (3,12) 


On peut également obtenir cette formule en dérivant directement 
la relation approximative (43,7). A cette approximation la diffé- 
rence entre V, et V,, est négligeable; on peut également supposer 
que €, et €, sont identiques. 

Pour T = T,,, le premier terme dans (43,12) s’annule et l’on 
obtient la formule suivante reliant le saut de la chaleur spécifique, 
lors d’une transition de phase de seconde espèce, en l'absence de 
champ magnétique extérieur, et H4. en fonction de la température: 


eee (ee) (43,13) 


47 aT 


(4. J. Ruigers, 1933). Il en découle en particulier que €, > €à. 
Lorsque la température s’abaisse (c’est-à-dire lorsque le champ 
magnétique détruit la supraconductibilité), la différence €, — €, 
change de signe, car la différence #, — #, s'annulant pour T == 
et pour T = T4, doit avoir un maximum dans cet intervalle. 

On peut étudier d’une manière analogue les effets liés à la varia- 
tion du volume lors de la transition. Pour cela on dérive l’équa- 
tion (43,6) par rapport à la pression le long de la courbe de /J4. 
en fonction de p (à température donnée), ce qui donne: 


ou 
Ver 0er 


Pis A Up 


; (43,14) 
ce qui détermine la variation du volume au moment de la transi- 
tion !). Au point T = T., cette différence, tout comme la différence 
des entropies, s’annule. Quant à la transition pour des températures 
T <T;,, elle s'accompagne d’une variation de volume qui peut être 
tant positive que négative suivant le signe de la dérivée (9H../0p)r. 
Pour T = T4, il n'y a pas de variation de volume, mais le cocffi- 
cient de compressibilité fait un saut qu’il est facile de déterminer 
en dérivant l'égalité (43,14). 


1) Il faut distinguer cette différence de la variation de volume (magné- 
tostriction) du corps supraconducteur lorsque le champ varie de zéro à /{0+. 
On peut déterminer cette dernière à partir de (43,5): 


: Hèr [ dV 
Va (ps T)— Vo (p, T) = Eu (<) Fe 
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Remarquons que si l’on substitue l'équation 


oH 0H ’T 
RE a en LE A 
{obtenue en dérivant l'égalité Æc-(p, oui) dans (43,14), 
on obtient l'équation de Clapeyron-Clausius : 


ôp = Q 
Ga EURE A (43,15) 


où la dérivée (0p/0T}x.. définit la variation de la pression indispen- 
sable pour que le champ extérieur appliqué reste critique lorsque 
la température varie. 

Le champ critique A4, a un sens physique bien plus large que 
celui que lui confère la définition liée au comportement d'un 
cylindre supraconducteur. L'égalité H = H,, est la condition d’équi- 
libre qui doit être réalisée en tout point de la surface de séparation 
entre les phases normale (#) et supraconductrice (s) de la substance 
dans le même corps. C'est ce que prouvent les considérations sui- 
vantes. Si le cylindre se trouve dans un champ magnétique longitu- 
dinal égal justement à Æ,,, tant les conditions aux limites pour le 
champ magnétique que les conditions de stabilité thermodynamique 
sont réalisées pour tous les états pour lesquels toute partie cylindri- 
que intérieure du volume de l'échantillon se trouve dans un état 
supraconducteur et la partie extérieure dans un état normal. 
Simultanément, sur leur surface de séparation le champ H = H... 
De sorte que la surface de séparation, pour laquelle À = Her, se 
trouve dans un état d’e équilibre indifférent » par rapport à son 
emplacement. C'est bien la propriété caractérisant l'équilibre 
de phase. 

Dans un champ magnétique variable, la surface de séparation 
eatre les phases supraconductrice et normale se déplace. La ciné- 
tique de ce déplacement est assez complexe; pour l’étudier il faut 
résoudre simultanément les équations de l'électrodynamique et 
les équations de la conductibilité thermique, compte tenu de la 
"chaleur dégagée lors de la transition de phase. Sans nous arrêter 
à cette étude !), indiquons seulement la condition aux limites qui 
doit être réalisée sur la surface de séparation en mouvement entre 
les phases nr et s. 

Pour cela, considérons le système de coordonnées X”, se déplaçant 
à la vitesse v qui est la vitesse du déplacement de la surface de 
séparation entre les phases. Conformément à la formule de transfor- 


1) Une étude complète de cette question a été donnée par 7. M. Lifchitz: 
JETF grire 20, + 1950; Comptes rendus Acad. Sc. URSS., (DAN) 
(russe) 90, 1953 
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mation des champs, le champ électrique E dans le système XÆ” 
s'exprime en fonction des champs E et B dans le système immobi- 
le À par l'égalité: 


E’=E-{(vxB) 


{voir (49,1)]. Comme dans le système A” la surface de séparation 
est au repos, la composante tangentielle de E’ y est continue 


nxXE'=nxE—B 


(n étant le vecteur unitaire de la normale à la surface, dirigé suivant 
la vitesse v). Dans la phase supraconductrice E = 0, B = 0, et 
dans la phase normale (sur la surface de séparation) B — H,,. Par 
conséquent, sur la surface de séparation en mouvement apparaît 
un champ électrique tangentiel perpendiculaire au champ magné- 
tique et égal à 


E= Her. (43,16) 


$ 44. Etat intermédiaire 


Si un corps supraconducteur de forme quelconque se trouve dans 
un champ magnétique extérieur, dont l'intensité $ augmente, 
il arrive un moment où le champ en un certain point de la surface 
du corps atteint sa valeur critique .,. tandis que G reste encore 
inférieure à A... Ainsi, sur la surface de l’ellipsoïde (dans un champ 
$, parallèle à l’un de ses axes), la valeur du champ est la plus grande 
sur l'équateur [voir (42,3)]; elle est égale à H,, lorsque G = 
= H,. (4 — n). 

Lors de l'augmentation ultérieure de & le corps ne peut plus se 
trouver entièrement à l’état supraconducteur. Il ne peut non plus 
passer tout entier à l’état normal, car le champ serait alors partout 
égal à G. Il doit donc y avoir une destruction partielle de la supra- 
conductibilité. 

Au premier abord, on pourrait se représenter cette destruction 
de la manière suivante. Au fur et à mesure de l’augmentation de & 
la supraconductibilité est détruite dans la partie du volume du corps 
en augmentation, tandis que la partie du volume en diminution 
reste supraconductrice; le corps en entier passe à l’état normal pour 
9 = Her. Cependant, il est facile de voir que de tels états du corps 
sont thermodynamiquement instables. 11 faut se rappeler que sur 
la surface de séparation entre les phases supraconductrice et normale 
le champ magnétique (dont la valeur est H.,.) est tangent à la surface. 
En d’autres termes, les lignes de force de ce champ se trouvent sur 
cette surface. Si la surface de séparation est convexe vers la phase 
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normale, les surfaces équipotentielles du champ, perpendiculaires 
à ses lignes de force, divergeront vers l’intérieur du domaine normal 
(comme c'est représenté sur la fig. 22,a en pointillé). Mais dans la 
direction suivant laquelle les surfaces équipotentielles divergent, 
la valeur du champ décroît, de sorte que dans la zone hachurée on 
aurait He << H, ce qui serait en contradiction avec l'hypothèse 
d'existence de l’état normal dans cette zone. Si au contraire la 
frontière du domaine supraconducteur est concave, alors les lignes 


a) à) 
Fig. 22 


de force y existant doivent avoir une fracture (point O sur la fig. 22,b), 
lors du passage sur la surface libre du domaine supraconducteur 
(auquel le champ est également tangent). Mais au point de fracture 
de la ligne de force le champ devient infini, ce qui est de nouveau 
en contradiction avec les conditions aux limites sur la surface du 
corps supraconducteur. 

Les considérations exposées sont en fait un autre aspect de la 
situation conduisant à l'apparition de la structure en domaines 
dans les corps ferro-électriques et ferromagnétiques. Les conditions 
degstabilité thermodynamique conduisent ici également à ce que, 
lorsque le champ magnétique atteint la valeur ZZ4,, ne serait-ce 
qu'en un seul point de la surface du corps, ce dernier se trouve décom- 
posé en un grand nombre de couches minces parallèles qui sont 
älférnativement normales et supraconductrices (L. D. Landau, 1937). 
Cet état particulier du corps supraconducteur est appelé état inter- 
médiaire. Au fur et à mesure de l’augmentation de ÿ le volume 
total des couches normales augmente, jusqu’à ce que le corps ne 
passe entièrement à l’état normal lorsque ÿ5 = AH... 

Il faut souligner que dans le cas général d’un corps de forme 
arbitraire, il n’est pas indispensable que tout son volume se trouve 
dans l’état intermédiaire. Il peut également rester des domaines 
d'états purement supraconducteur et purement normal; cependant 
ceux-ci doivent être séparés par le domaine de l’état intermédiaire, 
car ils ne peuvent pas exister en contact direct. À ce point de vue, 
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le cas mentionné ci-dessus d’un corps de forme ellipsoïdale est plus 
simple. Dans un champ parallèle à son axe, l’état intermédiaire 
est dans l’intervalle 


Her (An) << Her, (44,1) 


tout le volume de l’ellipsoïde se trouvant dans cet état !). 

La forme et les dimensions des couches » et s dans l’état inter- 
médiaire sont déterminées par les conditions d'équilibre thermo- 
dynamique du corps en entier, tout comme se trouve déterminée 
la forme des domaines dans un corps ferromagnétique ($ 39). 
L'épaisseur des couches qui s’établit est ici également due à deux 
tendances opposées. La « tension superficielle » sur la surface de 
séparation des phases nr et s tend à diminuer le nombre de couches, 
c'est-à-dire à augmenter leur épaisseur. L’« énergie d’émergence » 
des couches à la surface libre du corps agit en sens inverse. L’épaisseur 
des couches augmente avec les dimensions du corps, ce qui conduit 
en fin de compte (pour les mêmes raisons que dans les domaines 
ferromagnétiques) à la ramification des couches s’approchant de 
la surface du corps ©). 

L'état intermédiaire peut être décrit en prenant la moyenne dans 
le cas où l’on ne s'intéresse qu’à des domaines du corps grands par 
rapport à l'épaisseur des couches (R. E. Peieris, F. London, 1936). 
On admet dans ce cas qu’à l’intérieur du corps il y a un champ 


magnétique d’induction B dont les valeurs varient de zéro (dans 
l'état purement supraconducteur) à //:; (dans l'état purement 
normal). Si l'on attribue à la substance dans l’état intermédiaire 
une induction différente de zéro, on doit également lui attribuer une 


certaine valeur de l'« intensité » magnétique H. Pour déterminer la 
relation entre ces deux grandeurs, il faut considérer la structure 
réelle de l'état intermédiaire. 


1) Ainsi, pour une sphère on a n —1/3. et le domaine de l'état intermédiaire 
s'étend à l'intervalle 2/3//0r << 9 << Her. Pour un cylindre, dans un champ 
transversal, n — 1/2, et l'intervalle de l’état intermédiaire est 1/2//0r << Q < Her. 
Au contraire, dans un champ longitudinal. pour un cylindre rn—0, il n'y a pas 
du tout d’état intermédiaire et la supraconductibilité est entièrement détruite 
pour Ÿ = Her. Enfin, pour une lame à faces parallèles, dans un champ trans- 
el onan-—=t1,et elle se trouve à l'état intermédiaire quel que soit le champ 
9 < Her. 

2) “Pour le calcul de l'épaisseur des couches non ramifiées voir pro- 
blème 2 à la fin de ce paragraphe. Le calcul dans le cas de ramification mul- 
tiple des couches — voir L. D. Landau, Journal of Physics 7, 99, 1943. 

La relation existant entre ces deux modèles a été étudiée par E. M. Lif- 
chitz et Y. V. Charvine, Comptes rendus Acad. Sc. URSS (DAN) (russe) 79, 
783, 1951. Dans certaines conditions (champs extérieurs à proximité de zéro 
où de Æ,-r) il peut se trouver que ce ne soit pas la structure laminaire qui soit 
plus favorable du point de vue thermodynamique, mais la structure « filifor- 
me »: voir £. R. .indrew, Proc. Roy. Soc. 194A, 98, 1948. 
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Le champ magnétique dans la couche normale sur sa surface 
de séparation avec la couche supraconductrice est égal à H,,, et 
comme nous avons supposé les couches minces, nous pouvons admet- 
tre que le champ conserve cette valeur dans tout le volume de la 
couche. Dans les couches supraconductrices B = 0. Ainsi, en pre- 
nant la moyenne du champ magnétique, dans un volume grand par 
rapport à l'épaisseur des couches, on trouve que l’induction moyenne 
B = z,Her, où x, est la fraction du volume qui est à l’état normal. 
Puis, nous allons déterminer le potentiel thermodynamique par 
unité de volume du corps; il sera*compté à partir de la valeur corres- 
pondant à l’état purement supraconducteur. En l'absence de champ 
magnétique l’unité de volume de la phase normale a un potentiel 
thermodynamique excédentaire égal à H£,/8n ). En présence de champ 
magnétique, il faut y ajouter encore l'énergie magnétique H£,/8x, 
de sorte qu’en tout on aura H£/4n. Le potentiel thermodynamique 
moyen par unité de volume dans l’état intermédiaire est, par con- 
séquent, égal à 

_. Hèr 


HcrB 
In = + . 
47 an 


(44,2) 


Conformément à la règle générale, la relation entre B et H 
s'obtient à partir de la relation thermodynamique: 
40 
H — ARE . 
On trouve ici que le vecteur H est parallèle à B et que sa 
valeur absolue est égale à 


H=He (44,3) 


c’est-à-dire qu'elle ne dépend pas de l'induction. 

Si l'on représente B en fonction de H graphiquement (fig. 23), 
le segment OA de l’axe des abscisses correspond à l'état supracon- 
ducteur et la droite BC (B = H) à l’état normal. Quant au segment 
vertical AB (4 = Ha), il correspond à l'état intermédiaire. 

7” Soit n le vecteur unitaire suivant la direction des lignes de force 
du champ magnétique moyen. En écrivant H— H,n et en substi- 


tuant dans l'équation rot I — Q (valide en l'absence de courant 
volumique), on trouve que rot n = 0. D'un autre côté, puisque 
n° = 1, on a: 
gradn®°—2(nV)n-+2n Xrotn—0 
1) Nous négligeons ici tous les effets de magnétostriction. Dans ces con- 


ditions on pourrait parler non pas de la variation du potentiel thermodynamique, 
mais de la variation (égale) de l’énergic libre. 
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et, par conséquent, (nV) n — 0. Mais cela signifie que la direction 
du vecteur n est constante. De cette façon, les lignes de force du 
champ moyen sont rectilignes. 

Appliquons les résultats obtenus à un ellipsoïde se trouvant 
dans l’état intermédiaire. Pour un champ uniforme à l'intérieur de 
l’ellipsoïde on a la relation 


(A—n) H+nb=$, 


qui est valide quelle que soit la relation entre B et H. En posant 
H=Her, on obtient 


Her. (44,4) 


De sorte que l'induction moyenne dans l’ellipsoïde varie linéaire- 
ment, en fonction de l'intensité du champ extérieur, de zéro, pour 
G=(—n) Her, à He pour G = Her. 


6 C 
B 
0 A # 
Fig. 23 


Ecrivons également l’expression du potentiel thermodynamique 
total æ de l’ellipsoïde dans l’état intermédiaire. Pour cela nous 
allons partir de la formule générale 


s-[[o-B-2net 


[comparer avec (31,7)] qui est de même valide quelle que soit la 
relation entre B et H. En y substituant les valeurs de ®, H,B prises 
dans (44.,2-4), on obtient : 


V 1 e 
B=5 [re (Her— 5” (44,5) 
(V étant le volume de l’ellipsoïde) ; cette valeur est comptée à partir 


du potentiel thermodynamique de l’ellipsoïide purement supra- 
conducteur en l'absence de champ magnétique. Dans le cas d’un 
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ellipsoïde supraconducteur dans un champ extérieur G on a 


{selon (31,6) et (42,2)). Comme il se doit, ces deux expressions don- 
nent le même résultat pour $ — He, (1 — n). 

Pour terminer, soulignons que la précision de la description 
« moyenne » de l'état intermédiaire est en fait assez faible, car les 
couches sont relativement épaisses. Pour la même raison. certains 
effets dus aux particularités de, la structure laminaire n’apparais- 
sent pas dans cette description. Par exemple, la transition de l’état 
supraconducteur à l’état intermédiaire lors de l'augmentation du 
champ extérieur ne correspond pas exactement à la valeur G — 
= (1 — nr) H4,. mais, en réalité, à une valeur postérieure. Ce retard 
est dû au fait que la transition à l’état intermédiaire s'effectue dès 
que cet état devient stable thermodynamiquement. c'est-à-dire 
lorsque D; << D. Mais la structure laminaire, en plus de l’énergie 
purement volumique (44,5) qu’on lui attribue dans la description 
« moyenne », est également liée à l'énergie supplémentaire due à 
la présence de surfaces de séparation entre les couches et à la varia- 
tion de leur forme à proximité de la surface du corps. C'est ce qui 
conduit à un certain déplacement du moment de transition !) vers 
des champs plus intenses. 


Problèmes 


re 1. Déterminer la chaleur spécifique d’un ellipsoïde dans l’état intermé- 
iaire. 

Solution. On trouve l'entropie, puis la chaleur spécifique en déri- 
vant le potentiel thermodynamique (44,5) par rapport à la température. En 
négligeant les termes contenant le cocfficient de dilatation thermique du corps, 
on trouve 

VT 


{ Ci— Cs = an 


. (l'accent signifie que l’on dérive par rapport à 7); @. est la chaleur spécifique 
du corps dans l’état supraconducteur (nous négligeons ici sa faible dépendance 
de). On voit d'ici que lorsque $ varie (à température constante), au point 
= (1 — n) Her la chaleur spécifique fait un saut de €. à 


VT (1—n) 
Gs ? 4nn 


[A— nr) (H% + HerHer) — Her] 


He, 


puis varie linéairement en fonction de % jusqu'à la valeur (pour $—/f.;) 


VT VT T 


Ce Ver Herller) +7 za Her. 


Hot = Gn—+ 


et enfin décroît en faisant un saut jusqu'à @,. 


1) Voir la bibliographie de la page 237. 
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2. Déterminer la forme et les dimensions des couches n ct s dans l’état inter- 
médiaire dans une lame à faces parallèles placée dans un champ magnétique 
extérieur $ qui lui est perpendiculaire ; les couches sont supposées non dédou- 
blées (L. D. Landau. 1937). 

Solution. Les domaines des phases n et s sont des couches disposées 
suivant le champ: ces couches sont à faces parallèles partout sauf à proximité 
de la surface de la lame. : 

Les lignes de force du champ magnétique (en pointillé sur la fig. 24)-ne pas- 
sent qu'à travers les couches », les frontières des couches s étant également 


Fig. 24 


des lignes de force (car sur ces frontières on a B, = 0). En tenant compte du fait 
que sur la frontière des phases n et s on doit avoir H — Her, on peut écrire 
les conditions aux limites suivantes (sur les frontières de la couche s): 


sur le segment BC : H;=0, } di) 


sur BA et CD: Hè+Hy=Hèr 


(les axes de coordonnées sont choisis comme indiqué sur la fig. 24). Loin de la 
lame le champ H doit coïncider avec le champ extérieur @, c'est-à-dire que 


pour z —>—00 Hx= Hy=0. (2) 
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Introduisons le potentiel scalaire et le potentiel vecteur conformément 
aux formules : 


__ 44 op 04 


et le potentiel complexe w—q—i4 [comparer avec le $ 3, p. 24]. 

Le long de chaque ligne de force on a A—const. Posons 4 —0 sur la ligne 
de force arrivant au point O et se dédoublant ensuite en les lignes OCD et 
OBA formant la frontière de l’une des couches s. La différence des valeurs de 
A sur les frontières de deux couches s successives est égale au flux du champ 
magnétique à travers le segment a = a: + a, ; c'est-à-dire qu’elle est égale à 
ÿa. Ainsi donc, les valeurs de À sur frontières de toutes les couches s seront 
des multiples entiers de Ÿa. En introduisant également l’e intensité complexe » 


. du ; 
n=H;—iH,= mr. z=2+iy, 
on écrit la condition (1) sous la forme suivante : 


sur BC : Ren=0, 


sur BA et CD: |n|= Here (3) 
Introduisons la nouvelle grandeur 
b= e—2rv/Ÿa _ 1 (4) 


et considérons n comme une fonction de £. Sur toutes les lignes de forcc limites 
(y compris leur prolongement à l'extérieur de la lame) la granceur & est réelle: 
= e—220/Ÿa 4 

Comme est déterminé à une constante près, on peut choisir, d’une manière 
arbitraire, la valeur de @ en un point quelconque. Soit @ = 0 au point O. En 
ce point on a alors & — 0. Sur la ligne de force limite considérée, loin de la 
lame, on a & — —1 (car pour x -> —oo on a @->— $Ÿr—+ +). Désignons par 
&o la valeur de & au point B (ou C) où la ligne de force entre à l’intérieur de la 
lame. Sur les branches CD et BA & varie de Lo à oc. On peut alors écrire 
les conditions (1) et (3) sous la forme suivante 


pour b—=—1 n—=$; (5) 
pour 0O<K£E<&o Ren=0; 
{ pour &o<6 [n|=#Her (6) 


Dé plus, la fonction n (£) doit partout être finie. 
La fonction 


De n=te[y/1-8-y/ E] ü) 


satisfait aux conditions (6). Pour des valeurs réelles négatives de &, les deux 
racines sont réelles et prises avec les signes indiqués. Pour 0 < E << bo 
les deux racines sont imaginaires; les racines 


FH [TV b_y/2_4] 
La cr a ë 


étant prises avec le signe — ou + sur les segments OC ou OB respective- 
ment. Pour & > to on doit avoir 


n=8a[y1-È+ i vÈ] 
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avec les signes — et + sur CD et BA respectivement. La valeur de { est 
déterminée à partir des conditions (5) et est égale à 


ro e 


où l’on a introduit la désignation h=—$/Hcer. 
On obtient la forme de la couche, c'est-à-dire l'équation de la ligne de 


Sur limitrophe, en intégrant la relation d:——dw/n par rapport aux à 
réels: 
im is qi, ah te. Ge. 
n 2x )J n(G+1) ° 


En y substituant n (£), en séparant les parties réelle et imaginaire et en choi- 
sissant convenablement les constantes d'intégration, on obtient l'équation para- 
métrique suivante de la ligne CD: 


RE  fr EVE / LE 
Lo 
y=r- it Ver VS (Sac vi) © 


(r = = étant la valeur de la coordonnée y pour z + œ; voir fig. 2) 


La période de la structure laminaire a est liée aux épaisseurs a, et a, des 
couches set n au moyen des égalités a = as; + an; a% = ahHer. La seconde 
de ces égalités provient de la continuité du flux magnétique passant tout entier 
dans les couches n. D'où 

a;=a(1—kh), an=ha. 


La période a est déterminée par la condition de minimum du potentiel 
thermodynamique total de la lame. La présence d’une « tension superficielle » 
sur la surface de séparation entre les phases n et s conduit à l'apparition du terme 


dans le potentiel thermodynamique par em? de surface de la lame. Ici L est 
l'épaisseur de la lame, et le coefficient de tension superficielle est désigné par 
HérA/8x (A ayant la dimension d'une longueur). Lors du calcul de cette partie 
de l'énergie on peut négliger la courbure des couches à proximité de la surface 
de la lame. 

L'« énergie d'émergence » des couches à la surface de la lame peut être mise 
sous la forme d’une somme de deux parties. Premièrement, l'augmentation du 
volume des couches nr par rapport au volume qu'elles auraient occupé en con- 
servant des faces parallèles sur toute leur longueur, conduit à une énergie 
supplémentaire égale à 


Hèr 
sx 


Sr= + À My dr 
0 


[re facteur 4 tient compte de la présence de quatre angles (comme B et C sur 
la fig. 24) sur deux côtés de chacune des : couches «| ‘ 


16* 
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Deuxièmement, lanernre des couches à la surface de la lame change 
l'énergie du système dans le champ extérieur, c'est-à-dire l'énergie —1/,-#%. 
Le moment magnétique de la lame est dû aux courants sur les surfaces des cou- 
ches s. Lors du saut de Æ à O de la composante tangentielle de l’induction la 
densité superficielle des courants est égale à g = +c/{/4x. Ainsi donc, par 
unité de longueur de l'axe des =, on a le moment magnétique suivant, par cha- 
que surface limite de la couche s: 


= \ Lu ds (ds=V/dr? Fay). 
OCD 
Si la couche n'émergeait pas à la“surface, le ent OC n'’existerait pas, et 


sur CD on aurait partout y = Y. Donc, l'excès de moment magnétique pour 
chacun des quatre angles est égal à 


co 
H Her y y 
= \ LS dr. 
OCD 0 


L'énergie excédentaire est donc: 


œ 

SAP Her HT 

ds 5 [N ere À Hva]- 
0 OCD 


> [rer \ (—Y de+y ds)+ \ H, a | ; 
CD oc 


Les coordonnées z et y exprimées en fonction de & sont ProRotnneles 
à a. Donc, toutes les intégrales dans & 1 + Œ2 sont proportionnelles à a° de sorte 
que cette partie du potentiel thermodynamique est proportionnelle à a. Quant 
à la somme Œ:1 + De + Pa, elle a, par conséquent, la forme !) 
Hèr [IA 
= [+ +ai |. 


Afin qu'elle soit minimale on doit avoir 
IA 


a = — ° 


L f Ch) 


Soulignons que dans les couches nr, à proximité de la surface de la lame, le 
champ magnétique peut être nettement inférieur à Ac, c’est-à-dire que nous 
avons ici une situation analogue à celle qui est représentée sur la fig. 22,a. 
Dans ce cas, l'état thermodynamique défavorable est compensé par l'énergie 
de tension superficielle qui s'oppose à une diminution ultérieure de l'épaisseur 
des couches. 


1) Les intégrales dans > et 3 ne peuvent s'exprimer par des fonctions 
élémentaires. On trouvera les tables de la fonction f (k) chez E. M. Lifchitz 
et Y. V. Charvine (voir note page 237). 


CHAPITRE VII 


CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE QUASI STATIONNAIRE 


$ 45. Courants de Foucault 


Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des champs électri- 
ques et magnétiques constants, et nous n'avons appliqué l'équation 
de Maxwell 


1 9B 
rot E — TEE 


(45,1) 
(au $ 30) qu'à titre auxiliaire pour trouver l'énergie du champ 
magnétique. 

Les propriétés des champs électromagnétiques alternatifs dans 
des milieux matériels dépendent essentiellement du type de milieu 
et de l’ordre de grandeur de la fréquence du champ. Dans ce para- 
graphe nous allons considérer les effets apparaissant dans des con- 
ducteurs massifs placés dans un champ magnétique extérieur alter- 
natif. Nous allons supposer de plus que la vitesse de la variation du 
champ n'est pas trop grande et qu'elle est limitée par une série 
de conditions mentionnées ci-dessous. Les champs et les courants 
satisfaisant à ces conditions sont appelés quasi stationnäires. 

Supposons tout d'abord que la longueur d'onde À — c/w cor- 
respondant (dans le vide ou dans un milieu diélectrique entourant 
le conducteur) à la fréquence w du champ est grande par rapport aux 
dimensions / du corps: 


LA 
CC — 
O KT: 


La distribution du champ magnétique à l'extérieur du conducteur 
peut alors, à tout instant, être décrite par les équations du champ 
statique : 

divB=0, rotH=0, (45,2) 


ceci en négligeant tous les effets dus au fait que la vitesse de pro- 
pagation des perturbations électromagnétiques est finie. Il est 
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évident que cette approximation n’est valable que pour des distan- 
ces pas trop grandes du corps (petites par rapport à À; ceci est en 
tout cas suffisant lorsque l’on détermine le champ à l’intérieur du 
corps). 

Quant au système d'équations complet donnant le champ à 
l'intérieur du conducteur, il se compose de l'équation (45,1) et 
des équations 1): 


divB=0, (45,3) 
rot H=  6E. (45,4) 


C 
La seconde de ces équations a été trouvée, en toute rigueur, pour des 
courants continus et des champs magnétiques constants. Il est 
donc indispensable d'indiquer les conditions permettant, avec une 
précision suffisante, d'utiliser cette équation pour les champs alter- 
natifs. Il est important que dans l'équation (45,4) la relation entre 
le courant et l'intensité du champ électrique soit j — ©E, où la 
valeur constante de © se rapporte au cas stationnaire. Cela a lieu 
si la période de variation du champ est grande par rapport au temps 
caractérisant le mécanisme microscopique de conductibilité. En 
d’autres termes, la fréquence du champ doit être petite par rapport 
à l'inverse du temps de libre parcours des électrons dans le conduc- 
teur. Pour des cas typiques de métaux (à la température ambiante), 
les fréquences limites données par ces conditions se trouvent dans 
le domaine infrarouge du spectre ?). 

Cependant, il y a en plus une autre condition, limitant le domai- 
ne d'application de ces équations. Comme ces dernières sont macro- 
scopiques, elles supposent que les longueurs de libre parcours des 
électrons sont petites par rapport aux distances pour lesquelles le 
champ change notablement. Nous reviendrons encore ci-dessous à 
catte question. 

+ Dans les équations (45,1) et (45,4) E est l'intensité du champ 
électrique d’induction apparaissant par suite du fait que le champ 


-. 


1) Dans un corps anisotrope, dans le membre de droite de l'équation (45,4), 
on doit avoir le vecteur de composantes 0,,E, au lieu de ©E. 

2) Pour les mauvais conducteurs (par exemple les semi-conducteurs) l’équa- 
tion (45,4) n'est valable que si on satisfait à une condition supplémentaire qui 
peut même être plus forte. Pour de tels corps, il peut être utilo d'introduire 
simultanément la conductibilité et la constante diélectrique. Dans le membre 


de droite de l'équation (45,4) il faut alors ajouter le terme — 2$; la condition 


selon laquelle ce terme est petit par rapport à # 6E s'écrit : o/© ÿ €. Au con- 


traire, pour les bons conducteurs — métaux — on a o/w > 1 dans toute la 
gamme de fréquences où on peut encore parler de la conductibilité constante 
(voir également note page 250). 
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magnétique est alternatif. Si l’on connaît H, le champ E se déter- 
mine directement à l’aide de l’équation (45,4). Tandis que l'équa- 
tion pour IL peut être obtenue en éliminant E des équations (45,1) 
et (45.4): 


41 9B rot H 
Mo ne . 


(45,5) 
Dans un milieu homogène de conductibilité o et de perméabilité 
magnétique u constantes, on peut sortir le facteur 1/0 du signe rot, 
et selon (45,3) on a div B = p div H = 0. Donc rot rot H = —AH 
et l’on obtient l'équation 
__ 4nuo 6H 
ro: 


(45,6) 


Avec l’équation div H — 0 (45,6) forme un système complet per- 
mettant de déterminer le champ magnétique. Remarquons que 
l'équation (45,6) a la forme de l’équation de la conductibilité 
thermique, où c*/4nxou joue le rôle du « coeflicient de conductibilité 
thermométrique» %. 

Les conditions aux limites pour le champ magnétique sur la 
surface du conducteur sont évidentes à partir de la forme des équa- 
tions mêmes et sont comme auparavant : 


Bn = Br, H;, = He. (45,7) 


Etant restreinte, l'expression du membre de droite de l'équa- 
tion (45,4) n'influe pas sur la seconde de ces conditions. Pour pu = 1, 
on peut écrire tout simplement 1) 


H,=H. (45,8) 


La continuité de H, entraîne celle de (rot H), et, conformément 
à l'équation (45,4), la continuité de (0E),. Mais hors du conducteur 
6 = Ô, nous arrivons donc à la conclusion que sur la surface 


EŸ =0, 


où (i) indique qu’il s’agit d’un champ à l’intérieur du conducteur. 
Le courant j, = 6E, s'annule également avec E,. De sorte que le 
système considéré d'équations conduit automatiquement à la dispa- 


1) Pour les corps ordinaires dia et paramagnétiques p est très voisin de l'unité 
et il serait dénué de tout fondement de tenir compte de pu dans les formules ci- 
dessous. Des valeurs de 1 nettement différentes de l'unité peuvent se rencontrer 
pour les métaux ferromagnétiques, dont les propriétés magnétiques (pour des 
champs suffisamment faibles) peuvent être décrites à l’aide d'une grande 
constante de perméabilité. Cependant, pau de telles substances la dispersion 
de u est atteinte rapidement (u dépend de la fréquence w), ce qui s'accompagne 
d'une diminution de up pratiquement jusqu’à 1. De sorte que nous posons partout 
dans ce chapitre p = 1. 
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rition (sur la surface du conducteur) de la composante normale de la 
densité de courant. En d’autres termes, à l’approximation considérée, 
la présence d’un champ magnétique alternatif ne peut conduire 
à l'apparition de charges libres sur la surface du conducteur. 

La condition aux limites (45,8) est insuffisante pour formuler 
le problème d'une manière complète lorsque nous avons un corps 
formé de domaines de conductibilités différentes. Sur les surfaces 
de séparation de ces domaines, il faut tenir compte non seulement 
de la continuité de H mais également de celle de E,; pour le champ 
magnétique cette condition signifie que 


(rot Hs __ (rot H}r 
O4  O 


Après avoir établi les équations fondamentales nous allons passer 
à l’étude du caractère des champs qu'elles décrivent. 

Supposons que le conducteur soit placé dans un champ magné- 
tique dont les sources sont à un certain moment débranchées. Le 
champ dans le conducteur (et autour de lui) ne disparaît pas instanta- 
nément, son amortissement en fonction du temps est déterminé 
par l'équation (45,6). Pour résoudre des problèmes de ce genre il 
faut, conformément aux méthodes générales de la physique mathéma- 
tique, procéder comme suit. Cherchons la solution de l'équation (45,6) 
sous la forme suivante: 


H=H,, (x, y, z)e-Ymt 


où ÿn sont des constantes. Pour les fonctions H,, (x, y, z) les équa- 
tions sont alors 
c? 
470 


Pour une forme donnée du conducteur ces équations n’admettent 

upe solution différente de zéro (satisfaisant aux conditions aux 

limites requises) que lorsque y, prend certaines valeurs déterminées 

. que l’on appelle ses « valeurs propres ». Toutes ces valeurs sont 

réelles et positives 1), et les fonctions correspondantes H,, (x, y, 2) 

1) On peut facilement s'en rendre compte de la manière suivante, Afin de 

ne pas tenir compte des conditions aux limites sur la surface du corps, on part 

de Péquation (45,5) où l’on peut supposer que o s’annule à l'extérieur du corps 
d'une manière continue. En multipliant l'équation 


+ YmHm = —rot +0 Hm 


par H= et en intégrant dans tout l'espace, on obtient 
4 
+ Ÿm \ | Hn |? av=\ Hh rot Re av = ( + rot Hm [2 dV, 


ce qui montre que ÿm sont réelles et positives. 
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forment un système complet de fonctions vectorielles orthogonales. 
Supposons que la distribution du champ à l'instant initial soit 
donnée par la fonction Hi(x, y, z). En développant cette fonction 
suivant le système de fonctions H,,, on a: 


Ho(x, y, z)= 2 CmHm (Z; Y, 2), 


on obtiendra alors la solution du problème posé de l’amortissement. 
du champ sous la forme suivante: 


H(z,y,5,t)= D cme-Ym'Hn (x, y, 2). (45,11) 


La vitesse d'amortissement du champ est essentiellement déter- 
minée par le terme de la somme correspondant au plus petit des 
Yn 3; Soit V1 cette valeur. « Le temps d'amortissement » du champ 
peut être défini comme t — 1/y;:. L'équation (45,10) donne l’ordre 


de grandeur de ce temps. Puisque AH + (où Z est la longueur du 


conducteur), on a 
Anol? 
c? 


ne (45,12} 


Le comportement des conducteurs dans un champ magnétique 
extérieur alternatif de fréquence donnée w fait l’objet d’un autre 
type de problème. Le champ magnétique pénétrant à l’intérieur du 
conducteur y induit un champ électrique alternatif et ce dernier 
provoque l'apparition de courants (appelés courants de Foucault). 
On peut se faire une idée générale du caractère de la pénétration 
du champ dans le conducteur à partir de l’analogie mentionnée 
plus haut entre l'équation (45,6) et l'équation de la conductibilité 
thermique. Suivant la théorie de la conductibilité thermique, la 
grandeur satisfaisant à une telle équation « se propage » dans l’espace 


à une distance — V 4£ durant le temps t. On peut donc en conclure 
que le champ magnétique « pénètre » à l’intérieur du conducteur 


à une profondeur : 
c? 
= V 6w ” 


Même chose bien sûr pour le champ électrique (et les courants} 
induit par ce champ. 

Dans un champ alternatif de fréquence w, toutes les grandeurs 
dépendent du temps comme e-i”t. L'’équation (45.6) prend alors 
la forme suivante: 


AH fin, (45,13) 


C 
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Nous allons maintenant étudier les deux cas limites. Lorsque 
la « profondeur de pénétration » 6 est grande par rapport aux dimen- 
sions du corps (fréquences basses), on peut en première approxima- 
tion remplacer le membre de droite de l'équation (45,13) par zéro. 
La distribution du champ magnétique à tout instant sera alors la 
même que dans le cas stationnaire pour une valeur donnée du champ 
<xtérieur au loin du corps. Désignons cette solution par H,:; cette 
grandeur ne dépend pas de la fréquence (plus exactement elle ne la 
<ontient que dans le facteur e-f%!). Quant au champ électrique 
induit, il n'apparaît qu'à l'approximation suivante par rapport 
à w, car dans le cas stationnaire il ne figurerait pas du tout. Cela 
correspond au fait qu’en calculant E à partir de H;:, conformément 
à l'équation (45,4), on obtiendrait zéro car rot Hy = 0. Pour cal- 
culer E il faut donc se référer à l'équation (45,1) donnant 


rot E= i © Hu. (45,14) 


Cette équation et l'équation div E = 0 (découlant de (45,4) pour 
le cas où © est constant le long du corps) déterminent entièrement 
la distribution du champ électrique. Remarquons que ce dernier 
se trouve être proportionnel à la fréquence w. 

Passons maintenant au cas limite inverse 6 & L (fréquences 
élevées). La condition rendant applicables les équations macrosco- 
piques du champ (que nous avons déjà mentionnée) exige que 6 soit 
toujours grand par rapport à la longueur de libre parcours des élec- 
trons de conduction 1). 

Pour à € ! le champ magnétique ne pénètre que dans la couche 
fine superficielle du conducteur. Pour calculer le champ à l’exté- 
rieur du conducteur, on peut négliger l'épaisseur de cette couche, 
-c’est-à-dire supposer que le champ magnétique ne pénètre pas du 
tout à l'intérieur du corps. En ce sens, un conducteur placé dans 
un champ magnétique de haute fréquence se conduit comme un 
-corps supraconducteur placé dans un champ magnétique constant. 
et pour calculer le champ à l'extérieur du corps il faut résoudre le 
problème stationnaire pour un supraconducteur de même forme. 

On peut considérer le cas général de la distribution réelle du 
champ dans la couche superficielle du conducteur, en supposant 
plans les petits domaines de surface. Il s’agira alors de résoudre 
l'équation (45,13) pour un milieu conducteur limité par une surface 
plane, à l'extérieur de laquelle le champ a une valeur donnée que 
nous désignerons par Hie-iv!. Ce vecteur s'obtient, comme indiqué 


1) Dans les métaux, c’est cette condition qui la première cesse en fait d'être 
réalisée (lors de l'augmentation de la fréquence). Quant à la condition © « 1/t 
où test le temps de libre parcours, elle peut être plus forte pour les semi-con- 
-ducteurs à faible conductibilité. 
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ci-dessus, par la solution du problème extérieur et il est parallèle 
à la surface du conducteur. Par suite de la condition aux limi- 
tes (45.8) le champ magnétique à l’intérieur du conducteur au voi- 
sinage de sa surface est égal de même à Hie-iet. 

Choisissons la surface du conducteur pour plan xy, le milieu 
conducteur remplissant le demi-espace z > 0. Comme les conditions 
du problème sont indépendantes des directions z et y, le champ 
cherché H ne dépend que de z (et du temps). Ainsi, on a div H — 
— 0H,/0: = 0, et comme à la frontière H, — 0, on a également 
partout H, — 0. Conformément à (45,13), on a l'équation suivante 
pour HT: 

02H 
+ H=0, 
où 


= 
= ER 2 V2 (4. 


La solution de cette équation. s'annulant loin de la surface (2 — oo), 
est proportionnelle à eikz. 

En tenant également compte de la condition aux limites pour 
z = 0 on obtient: 


z z 
H= He” 8e (@6-%), (45,15) 
où la «profondeur de pénétration» 6 est 
PEL ur 
ô— Vs ne (45,16) 


Le champ électrique est maintenant donné par l’équation (45,4). 
En introduisant le vecteur unitaire n dans la direction de l'axe 
des z, on obtient: 


E-V/(4—5(Hxn). (45,17) 


Remarquons que E — (6/2.) H. 

Si le champ Hoe”itt est « polarisé linéairement », le choix 
approprié de l’origine du temps permet de faire H, réel. Choisissons 
alors la direction de ce vecteur pour direction de l’axe des y. En 
prenant dans (45,16) et (45,17) la partie réelle, on obtient: 


H,= H = Hoe-:/é cos (5-vi) ; 


E=E=HoV etoos(i—ut—+). (45,18 


La densité des courants de Foucault j = ©E aura la même distri- 
bution que le champ électrique. 
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L'apparition des courants de Foucault s'accompagne d’une 
dissipation d'énergie du champ (dégagement de chaleur Joule). 
L'énergie moyenne Q@ (dans le temps) dissipée dans le conducteur 
par seconde est égale à 


Q=\Eav- \ cË= dV. 


On peut également calculer cette énergie comme étant la valeur 
moyenne de l'énergie du champ, pénétrant par seconde à l’intérieur 
du conducteur, c'est-à-dire comme l'intégrale 


o=$Sat-7(ŒExHat, (45,19) 


prise sur la surface du conducteur !). 

Nous avons vu ci-dessus que dans le cas limite où ô > / l’ampli- 
tude du champ magnétique à l’intérieur du conducteur ne dépend 
pas de la fréquence, tandis que l'amplitude du champ électrique 
est proportionnelle à w. Donc la dissipation d'énergie Q pour des 
fréquences basses est proportionnelle à w°. 

Par contre, dans le cas ô & L. les champs électrique et magné- 
tique sur la surface du conducteur sont donnés par les formu- 
les (45,15) et (45,17) avec z = 0. Le vecteur de Poynting est per- 
pendiculaire à la surface, et sa valeur moyenne est 


C oO 0 
S=Z Va |Hof°, 


la variation de H le long de la surface se détermine par la solution 
du problème du champ à l'extérieur d'un corps supraconducteur 
de même forme (voir ci-dessus). L'énergie dissipée est 


= V2 Id. (45,20) 


+ ) Si deux grandeurs quelconques a (t) et b (t) s'écrivent sous forme com- 


plêxe (proportionnellement à e{®%!), il faut bien sûr mettre en facteur leurs par- 
ties réelles afin de calculer leur produit. Mais si nous ne nous intéressons qu'à 
la.-waleur moyenne (dans le Fo on peut la calculer comme 


_ Re {ab+}. 


En effet, après avoir pris la moyenne, les termes contenant les facteurs 
e+2i0! s'annulent, donc 


Le EF 00) = À (ab* Hat). 


En particulier, S peut être calculé comme la partie réelle du vecteur de 
Poynting complexe : 


_ c 1 _ 
S=Re {ET Ex}. (45,192) 
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Remarquons que pour des fréquences hautes, elle se trouve être 
proportionnelle à V’w. 

L'énergie dissipée peut également s'exprimer en fonction du 
moment magnétique total #, acquis par le conducteur dans le 
champ magnétique. Dans un champ périodique. le moment magné- 
tique est également une fonction périodique (du temps) de même 
fréquence. Conformément à la formule (31,4), la variation de l’éner- 
gie libre du corps dans le temps est donnée par la dérivée 


ds 

"dt , 
où $ est le champ extérieur uniforme dans lequel est placé le con- 
ducteur. 

Cette expression ne donne pas encore la dissipation cherchée, 
<ar l'énergie du corps varie non seulement par suite de cette dissi- 
pation, mais également par suite de sa migration périodique entre 
le corps et le champ environnant. Si l’on prend la moyenne dans 
le temps, cette dernière partie disparaît et, par conséquent, l’éner- 
gie moyenne dissipée par unité de temps est 


d 
Q=—MT. (45,21) 
Si A et S sont exprimés sous forme complexe, on a GS = — is 
et Q peut être calculée comme 
Q= —+Re{iu#5*} = Im {#5} (45,22) 


(à propos de l'apparition du facteur 1/2 voir note de la page 252). 
Les composantes du moment magnétique .# sont des fonctions 
linéaires du champ extérieur : 


CM = Vainÿrs (45,23) 


où les coefficients sans dimensions a;, (w) dépendent de la forme 
du corps et de son orientation dans le champ extérieur (mais non 
du volume V); # et G dans cette formule sont supposés complexes, 
de sorte que les grandeurs &;, sont en général complexes aussi. Le 
tenseur Va;, peut être appelé tenseur de polarisabilité magnétique 
du corps en entier. Dans la suite ($ 88) nous montrerons que ce 
tenseur est symétrique: 


ik = Qhi. (45,24) 


Cette propriété permet d'écrire 


MS" = Var Gn = ain (GT On + BiBt) = Vaux Re {G1Bt). 
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Si de plus on écrit les grandeurs complexes &;; sous la forme 
suivante : 
ir = Gin -+ iin, 


l'énergie dissipée (45,22) sera 
Q = wa Re {Gi@t}. (45,25) 


De cette façon, l'énergie dissipée est donnée par la partie imaginaire 
de la polarisabilité magnétique du corps. Ci-dessus nous avons vu 
que, pour des fréquences basses Q est proportionnelle à w°, et pour 


des fréquences hautes à Vw. On peut donc en conclure que les gran- 
deurs ai,, dans ces deux cas limites, sont proportionnelles respec- 
tivement à w et à œ@7{/2. Décroissant tant pour w — 0 que pour 
w — o, elles passent par un maximum dans le domaine intermé- 
diaire. 

Le moment magnétique du conducteur dans un champ magné- 
tique alternatif est dû principalement aux courants de conduction 
apparaissant dans le corps; il est différent de zéro même pour 
u = 1, lorsque le moment statique devient nul. Ce dernier doit 
être obtenu à partir de .# (w) pour le cas limite © —> 0. Il s'ensuit 
que la partie réelle de la polarisabilité magnétique a; pour 
© — 0 tend vers une valeur constante (zéro pour u = {) correspon- 
dant à l’aimantation dans un champ constant. Par contre, à la 
limite @—- co, lorsque le champ magnétique ne pénètre pas à 
l'intérieur du corps, les grandeurs ai, tendent vers une autre limite 
constante, correspondant à l’aimantation statique d’un corps su- 
praconducteur de même forme. 


Problèmes 


t 1. Déterminer la polarisabilité magnétique d'une sphère conductrice iso- 
trope de rayon a placée dans un champ périodique uniforme. 
: Solution. Le champ Ht#) à l’intérieur de la sphère satisfait aux équa- 
tions 


7 


AH EH 0, div HD —0 ( =). 


Nous allons chercher Htf sous la forme Hti? — rot À, A satisfaisant à l'équa- 
tion AA + &?A — 0; comme H est un vecteur axial, A est donc un vecteur 
olaire. Vu la symétrie sphérique, le seul vecteur constant dont peut dépendre 
a solution cherchée! est l'intensité du champ extérieur 8. Désignons par 
la solution de symétrie sphérique, finie pour r — 0, de l'équation scalaire 
Af + k?f = 0: 
_sinkr 
RE 


. 


Î 


On peut alors écrire sous la forme suivante le vecteur polaire A, satis- 
faisant à l'équation AA<+k?A—O et dépendant linéairement du vecteur 
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axial constant S: 
A=$ rot (f5) 
(B étant une constante). Ainsi, nous cherchons H(f» sous la forme 


HD —$ rot rot (f8) = (£+) s—$p (+) n (n$), 


où n est un vecteur unitaire dirigé suivant r (la dérivée seconde f” étant exclue 
à l'aide de l'équation Af + k°f = 0). 

Le champ H{° à l'extérieur de la sphère satisfait aux équations rot Hi°? —0, 
div H( = 0. Nous allons le chercher sous la forme H° = — grad + $, 
satisfaisant à l'équation Ap = 0 et s'annulant à l'infini. Une telle fonction q- 
dépendant linéairement du vecteur constant $ a la forme 


1 
(V—4na3/3). De sorte que l’on cherche H( comme 
: 1 V 
He — Vo grad (sv) +6=—+ {[3n (n$)—5]+5. 


Il est évident que &æVS est le moment nopique de la sphère, de sorte que 
Va est sa polarisabilité magnétique (comme la sphère est symétrique, le tenseur 
œn so réduit à un scalaire: &;n = &ôijk). 

Sur la surface de la sphère (r — a) toutes les composantes de H sont conti- 
nues. En égalant séparément les composantes parallèles et perpendiculaires à n, 
on obtient deux équations permettant de déterminer & et $. Pour la polarisabi- 
lité qui nous intéresse (par unité de volume) on obtient: 


aa tie — À [ir ages], 
. 3 3 Ô sh(2a/0) — sin (2a/) 

& = ch (2a/5)—cos (2a/d) J’ 
9? [ __a sh (2a/6) +sin (24/6) 
167a° Ô ch (22/5) —cos (2a/d) 


Dans le cas limite des fréquences basses (d S a) on a 


des L = ata®w? 
7 1057 (5 7 405 ct ” 
DEL se 
# —70n (5 7740 * 
Par contre, pour les fréquences hautes (d & a) 
; 3 30 3 3c 
d'en Es ——— |. 
8x 2a 8x 2a V 2100 
» 9 Ô 9c 
7 167 4 4670 V2100 
La valeur limite V&’ — —a3/2 correspond au moment magnétique d'une sphère 


supraconductrice, et la valeur &” aurait également pu être trouvée à l’aide de la 
formule (45,20) en utilisant la formule (42,3) pour le champ au voisinage d’une 
sphère supraconductrice. 
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2. Même question pour un cylindre conducteur (de rayon a) placé dans 
un champ magnétique uniforme périodique, perpendiculaire à son axe. 

Solution. Ce problème est l'« analogue bidimensionnel » du problème 
précédent ; ci-dessous toutes les opérations vectorielles sont des opérations à 
deux dimensions dans le plan perpendiculaire à l’axe du cylindre, et r est le 
rayon vecteur dans ce plan. Nous allons chercher le champ à l’intérieur du cylin- 
dre sous la forme ; 


H( —$ rot rot (/5) —$ (LE +ur) 5—Bp ( +k) n(nÿ), 


où f = Jo (kr) est la solution symétrique, finie pour r=—0, de l'équation bidi- 
mensionnelle Af + k?f = 0. Quant au champ à l’extérieur du cylindre, nous 
allons le chercher sous la forme ét 


H — — 2aV grad (SV Inr)+5— F2 


[2n (n6)—5]+5 


({V = sa°). Le moment magnétique par unité de longueur du cylindre est Vag 
{voir problems 2 du $ 3). La condition H'Ÿ — H{* pour r — a, tout comme 
dans le problème 1, donne 

1 [ 2 Ji (Ka) 


ET LT a Jo (fa) 


{nous avons utilisé la relation J4 (kr) = —kJ, (kr)]. 
Pour 6 ÿ a, en développant les fonctions de Bessel suivant les puissances 
de ka, on obtient: 
à 1 a\t _  raiow? 
ZAR ( ) 7 Gel 


Et (5) = 
_ dd)  4c ” 


Pour Ô < a, on utilise l'expression asymptotique des fonctions de Bessel, ce 
qui donne 


sine +) (1) 
a zx a) 27 a V2rc0/ ” 


‘ 3. Même question pour un cylindre placé dans un champ magnétique paral- 
lèle à son axe. 
+7 Solution. Le champ magnétique est partout parallèle à l'axe du cylin- 
dre. A l'extérieur du cylindre Ht* = $ et à l’intérieur H( = ff, où f est la 
solution symétrique de l'équation bidimensionnelle Af + k°j — 0 devenant 
égale à 1 pour r = a: 
Jo (kr) 
gi 0. 
EF Jo (ka) 
Les courants de Foucault dans le cylindre sont circulaires (c'est-à-dire que j, 
en coordonnées cylindriques, n'a qu’une seule composante j4) et sont détermi- 
nés par le champ H#, = H conformément à 
ani oH 


c ôr 
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Le moment magnétique par unité de longueur du cylindre <«# = na*a@ créé 
par les courants de conduction est dirigé suivant son axc et est égal à 


1 ; 16 4, 
h= ira = + Or dr. 


En calculant l'intégrale on obtient : 


1 2 Ji(ka) 


nl 00 | 


Ainsi, la polarisabilité longitudinale du cylindre est deux fois plus petite que la 
polarisabilité transversale trouvée dans le problème 2. 

4. Déterminer le plus petit des coefficients d'amortissement du champ 
magnétique dans une sphère conductrice. 

Solution. Parmi les solutions des équations (45,10) pour une sphère 
figurent des fonctions de symétrie différente. La plus symétrique des solutions 
serait déterminée par un scalaire arbitraire constant. Mais elle ne peut exister, 
car une telle solution serait de symétrie sphérique: Æ = H, (r), et l'équation 
div H = 12 (rH) = 0 (qui est valide tant à l’intérieur qu’à l'extérieur de la 
sphère) aurait donné # —const/r. Cette fonction n’est cependant pas finie au 
centre de la sphère. 

A la plus petite des valeurs de y correspond l’une des solutions déterminées 
par un vecteur arbitraire constant donné. La forme générale de ces solutions 
coïncide évidemment avec celle qui a été trouvée dans le problème 1, avec cette 
seule différence que dans le champ Ht°’ le terme constant doit être omis, car à 
l’infini on doit avoir H = 0. Maintenant k est une grandeur réelle (k? = 
— änoy/c®) et le vecteur $ joue le rôle de vecteur arbitraire constant. La 
condition aux limites H( — H(® pour r — a donne deux équations; en ex- 
cluant & et B on trouve sin ka = 0. La plus petite des racines de cette équation 
est ka = x, de sorte que la plus petite des valeurs de y est 

__ ac? 
_ 4oa?° 


$ 46. Effet Kelvin 


Considérons la distribution de la densité de courant sur la section 
d'un conducteur parcouru par un courant alternatif total différent 
de zéro. Les résultats obtenus au paragraphe précédent doivent 
conduire à ce que, lors de l’augmentation de la fréquence, le cou- 
rant se trouvera concentré au voisinage de la surface du conducteur. 
C'est’ l'effet Kelrvin (ou effet de peau). 

La solution exacte du problème de l'effet Kelvin dépend en 
général non seulement de la forme du conducteur, mais également 
de la manière dont a été excité le courant, c'est-à-dire du caractère 
du champ magnétique extérieur alternatif qui induit le courant. 
Cependant, il y a un cas important où la distribution du courant 
peut être considérée comme ne dépendant pas du mode d’excitation. 
C'est le cas d'un courant dans un fil fin dont l'épaisseur est bien 
plus petite que la longueur. 


17-532 
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Lors du calcul de la distribution du courant sur la section d’un 
fil, ce dernier peut être supposé rectiligne. Le champ électrique 
est alors parallèle à l’axe du fil, et le vecteur du champ magnétique 
H se trouve dans le plan perpendiculaire à l'axe. 

Considérons un fil de section circulaire. Ce cas est particulière- 
ment simple. car on connaît à l’avance la forme du champ à l'ex- 
térieur du fil. En effet, par suite de la symétrie sur la surface du 
fil on a E = const (à tout instant). Mais pour une telle condition 
aux limites, les équations div E — 0, rot E — O0 dans l’espace 
extérieur au fil ont une solution unique: partout E = const. D'une 
manière analogue, le champ magnétique autour du fil sera le même 
qu'autour d’un fil parcouru par un courant continu égal à la valeur 
instantanée du courant alternatif. 

A l'intérieur du fil le champ électrique satisfait à l'équation 


4no 0E 
PE on 
qui coïncide avec l’équation (45,6) pour H (l'équation pour E est 
obtenue en éliminant H des équations (45,1) et (45,4), tout comme 
l'équation (45,6) a été obtenue en éliminant E). Dans un système 
de coordonnées cylindriques, avec l’axe des z dirigé suivant l'axe 
du fil, le champ E n’a qu’une seule composante suivant l'axe des = 
et ne dépend que de la coordonnée r; pour un champ périodique 
de fréquence w on obtient l'équation suivante: 


12(Æ)4xre0, = VE, (46,1) 


où 6 est la « profondeur de pénétration » (45,16) introduite au para- 
graphe précédent. La solution de cette équation restant finie 
pour r — O est 


{ 
(fs est la fonction de Bessel d'ordre 0). La densité de courant j — 6E 
est répartie suivant la même loi. 
--Quant au champ magnétique H, — H. on le trouve à partir 
du champ électrique à l’aide de l'équation (45,1): 


E=E, = const-J, (kr) e-iot (46,2) 


2 H4=(rot Ek= — 2. (46,3) 
Comme J'(u)= —J;(u), on obtient : 
H=Hg= —i-const.J/ TJ, (kr)e-iot (46,4) 


avec la même constante que dans (46,2). Cette constante est facile 
à déterminer à partir de la condition suivante: sur la surface du 
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conducteur on doit avoir H — 21/ca, où a est son rayon, et I le 
courant total dans le fil. 

Dans le cas limite des fréquences basses (a/ô & 1), sur toute la 
section du fil, on peut ne tenir compte que des premiers termes du 
développement de la fonction de Bessel : 


E,— const.[1—— (+) -% (+)] e-tut, 


He= const 27 [+ (2) -# (+) Test 


L'amplitude £, et, par conséquent, l'amplitude de la densité de cou- 
4 
rant, augmente comme [1 + (5) ] lorsque l’on s'éloigne de l’axe. 


Inversement, dans le cas limite des fréquences hautes (a/6 5 1), 
pour la majeure partie de la section du conducteur, on peut utiliser 
la formule asymptotique suivante: 


Jo (V2) 7 ei-wu, (46,6) 


(46,5) 


qui est applicable pour de grands arguments de la fonction de 

Bessel. En ne conservant que l'exponentielle variant le plus rapi- 
dement, on obtient: 

Ar (LT ot) 

E.=const-e Se 5 ; 


(46,7) 
Hy= const-(1+i) y = e He A 


Ces formules coïncident évidemment avec les formules (45,15-17), 
qui, lorsque l'effet Kelvin est important, sont applicables au voi- 
sinage de la surface d’un conducteur de forme arbitraire. 

Dans le cas général d’un fil de section non circulaire, le calcul 
exact de l'effet Kelvin est bien plus complexe, car nous devons 
déterminer simultanément le champ tant à l’intérieur qu’à l’exté- 
rieur du fil. Et c'est seulement lorsque l'effet Kelvin est important 
que le problème se simplifie de nouveau, puisque le champ à l’exté- 
rieur du fil peut alors être déterminé à l'avance, comme le champ 
statique autour d’un corps supraconducteur de même forme ($ 45). 

Remarquons également que pour un effet Kelvin assez fort. 
la distribution du courant est univoque (ne dépendant pas du mode 
d’excitation du courant) non seulement dans un conducteur fin, 
mais également dans un conducteur d'épaisseur quelconque. Ceci 
découle de l’univocité de la distribution des courants superficiels 
dans un anneau supraconducteur ($ 42). 


17% 
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$ 47. Impédance 


Tant que la fréquence du courant alternatif est suffisamment 
basse, la valeur instantanée du courant J (t) dans un circuit linéaire 
est déterminée par la valeur de la force électromotrice & ({) à ce 
même instant, conformément à la relation 


8(t)=RJ (t), (47,1) 


où R est la résistance du conducteur au courant continu. 

Mais pour des fréquences arbitraires, il n’y a aucune raison pour 
qu’il existe une relation directe entre 6 et J à un même instant. 
On peut seulement affirmer que la valeur de J (tf) doit dépendre 
linéairement des valeurs de & ({) à tous les instants antérieurs. 
Ecrivons symboliquement cette relation de la manière suivante: 


J = 2-18; la relation inverse sera 
8=ZJ, (47,2) 


où Z est un certain opérateur linéaire !). Si les fonctions € (t) et 
J (t) sont développées en intégrales de Fourier, le résultat de l'ac- 
tion de l'opérateur Z pour chacune de leurs composantes « mono- 
chromatiques » (dépendant du temps au moyen du facteur e-ivt), 
se réduit, par suite de la linéarité de ce dernier, à une multiplica- 
tion par une certaine grandeur Z dépendant de la fréquence, soit : 


&=Z(0)J. (47,3) 


En général. la fonction Z (w) est complexe. On l'appelle ièmpédance 
du conducteur. 

En comparant (47,3) et (47.1) on voit que la résistance R est 
le terme d'ordre zéro du développement de la fonction Z (w) suivant 
les puissances de w. Pour déterminer le terme suivant il faut, en 
plus de R. tenir compte de la self-induction ZL du conducteur ?). 

Considérons un circuit linéaire contenant la force électromotrice 
alternative 6 (t). D’après la définition de cette dernière, le travail 
fourni par seconde par le champ électrique aux charges en mouve- 
ment dans le conducteur est 87. Ce travail se transfnrme partielle- 
ment en chaleur Joule et donne partiellement une variation de l'éner- 
gie du champ magnétique du courant. Par définition de R et L la 
chaleur Joule dégagée dans un fil par seconde est RJ° et l'énergie ma- 


1) Nous n'’allons pas nous arrêter ici sur les propriétés générales de cet 
opérateur, car elles sont analogues à celles de l’opérateur e qui seront exposées 


en détail aux $$ 58 et 62. 
2) Ici et ci-dessous À et L sont des grandeurs se rapportant au courant 


continu. 
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gnétique du courant est LJ*/2c°. De sorte que la loi de la conserva- 
tion de l'énergie s'exprime par l’équation 

PR NC TRE as 
ou 

E=RJ+ LS. (47,4) 


Pour utiliser les expressions quadratiques (8J, J°) il faut 
écrire les grandeurs € et J comme des fonctions réelles. Mais après 
avoir obtenu l'équation linéaire (47,4), on peut passer aux compo- 
santes monochromatiques sous forme complexe: € = &0e”*, 
J = Joe-ist, L'équation (47,4) se réduit alors à la relation algé- 
brique suivante : 


8= (RL 1) J, 


d'où 
Z=R——<oL. (47,5) 


Pour la partie réelle de J = €/Z on obtient 


= 60 — = 2 7 
J(t) TVR cos(ot—p), tgp—wL/cR, (47,6) 
ce qui détermine l’amplitude du courant et la différence de phase 
entre le courant et la force électromotrice. 

La partie réelle de (47,5) coïncide avec la résistance R déter- 
minant la dissipation d'énergie dans le circuit. Il est facile de voir 
que, dans le cas général d’une fonction Z (w) arbitraire, il y a une 
relation analogue entre ReZ et la dissipation d'énergie (pour 
une valeur donnée du courant). 

En prenant la moyenne dans le temps de la puissance 8J con- 
sommée dans un circuit parcouru par un courant périodique, nous 
trouverons l’énergie systématiquement dépensée pour couvrir les 
pertes de dissipation. Ainsi, la dissipation d'énergie Q par seconde 
dans le circuit est: 


Q= + Re{&J*}, 


où & et J sont exprimés sous forme complexe (comparer avec la 
note de la page 252). En y substituant 8 — ZJ et en désignant les 
parties réelle et imaginaire de Z respectivement par Z’ et Z"!): 


Z=2'+ig", (47,7) 


1) On les appelle parfois résistance ohmique et réactance. 
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on obtient : 
Q=+2'|JF 
ou, en introduisant la fonction réelle J'(t), 
Q=Z"(w)J", (47,8) 


ce qui donne la relation cherchée. 
Remarquons que comme @ est une grandeur ‘essentiellement 
positive, Z’ est toujours positif": 


Z'>0. (47,9) 


Calculons Z (w) pour un fil de section circulaire pour des fré- 
quences arbitraires 1), c'est-à-dire sans négliger l'effet Kelvin. 
Pour cela nous allons de nouveau utiliser la loi de la conservation 
de l'énergie, en l’exprimant sous une autre forme. 

Ecrivons la puissance 6J (6 et J étant des expressions réelles) 
sous forme de deux termes, l’un d'eux correspondant à la variation 
de l'énergie du champ magnétique hors du fil, et l’autre à l’éner- 
gie totale consommée à son intérieur (tant pour la variation de 
l’énergie du champ à l’intérieur que pour le dégagement de chaleur). 
La seconde partie peut être calculée comme le flux total d'énergie 
entrant par seconde à l’intérieur du conducteur par sa surface. 
Ainsi, on obtient: 


d EH 9 Le dJ 1 
JE =— & (Le) + << An 2ral = ps] J--+-cEHal, 


où L, est la partie extérieure de la self-induction, £ et H étant l’inten- 
sité des champs électrique et magnétique sur sa surface. a son rayon. 
l sa longueur. Le champ Æ est lié au courant J par la relation 
H, = 2J/ca. De sorte qu’en divisant par J l'égalité écrite on ob- 
tient: 

1 aJ 
6 nn Te Le TE + El. 


Le 


. 


Cette équation étant linéaire, on peut passer à la représentation 
complexe. On a alors 


8=27= —%eJ+E, 


d'où 
LE i 2El 
Z= Let << Let. (47,10) 


c? 


1) Mais satisfaisant évidemment aux conditions de quasi-stationnarité. 
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Pour des fréquences arbitraires il faut y substituer E et H 
pris dans (46,2) et (46,4); on a alors: 


i k Jotak 
Z=— << L+RS ETS (47,11) 


(R= l/sa°o). Lorsque l'effet Kelvin est faible, on utilise les déve- 
loppements (46,5); en effectuant les calculs aux termes (a/ô)* 
près on obtient pour la partie réelle: 


Dante (5) Te RCit dE (2RE)"] era 


Dans le cas inverse, où l'effet Kelvin est suffisamment fort, on 
obtient en utilisant les expressions (46,7): 


CAPE a de 29: 
Z =R-- a 220 ? (47,12) 
: œo 20 o j le | 
_—. SE ln , TE 
zut ne {ns 


L'expression (47,11a) montre que l’on peut poser Z’ = R lorsque 
(a) eu 


La 
Mais on a également 


Z” oL nova? L 

ne (SE) 2 + 

{L est pris dans (33,1)]. En comparant avec l'inégalité précédente 
on voit que le domaine de fréquences où l’on peut utiliser l’expres- 
sion (47,5) sans négliger la self-induction. dépend du rapport //a 
et est relativement étroit. 

En pratique, le plus important est le cas où la self-induction 
est surtout créée par des bobines du circuit, car leur self-induction 
surpasse essentiellement celle des fils non bobinés (voir $ 33). 
Dans de tels circuits le domaine de fréquences où la formule (47,5) 
(c'est-à-dire l'équation (47,4) avec R et L constants) est applicable 
est assez vaste. 

Considérons un circuit se trouvant dans un champ magnétique 
alternatif extérieur H, d’origine arbitraire. Soit E. le champ élec- 
trique qui serait induit par le champ alternatif H. en l'absence 
de conducteur. H, et E, varient très peu sur la section d’un fil fin 
(au contraire du champ propre des courants circulant dans le fil). 
On peut donc considérer la circulation de E. suivant le contour du 
courant, sans préciser la position du contour d'intégration dans 
le fil. Cette circulation n'est rien d’autre que la force électromotri- 
ce 6 induite dans le circuit par le champ magnétique alternatif 
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extérieur. Conformément à la forme intégrale de l'équation de 
Maxwell on a: 


&= $Ea= ++ (Hedt=— Le, (47,13) 


où ®. est le flux du champ extérieur à travers le circuit considéré. 
En substituant cette expression dans l'équation (47,4) on obtient: 


1 , ds 1 40, : 
RJ + Le TE. (47,14) 


En faisant passer le terme contenant la self-induction dans le 
membre de droite de l'égalité, cette équation s'écrit sous la forme 
suivante : 


où D = D, + L LJ est le flux magnétique total tant du champ 


magnétique extérieur que du champ propre du courant. Sous cette 
forme l'équation exprime la loi d'Ohm pour le circuit en entier, 
c'est-à-dire l'égalité entre RJ et la force électromotrice totale dans 
le circuit. 

La formulation de l'équation (47,14) en tant que loi d'Ohm 
permet de généraliser ce dernier pour le cas où la forme du contour 
conducteur change également dans le temps. La self-induction ZL 
dépendra alors du temps et au se de (47,14) il faut écrire: 


1 do, mie 
RJ= ++ L (LI) He - (47,15) 


Si pourtant on était parti de la loi de la conservation de l'énergie, 
il aurait fallu tenir compte également du travail dépensé pour la 
déformation du conducteur. 

Si plusieurs contours disposés au voisinage les uns des autres 
sont parcourus par les courants J,, pour chacun d’eux c’est alors 
la*somme des flux magnétiques des autres circuits (et du champ 
extérieur, s’il existe) qui joue le rôle de ®. dans l'équation (47,14). 
Le-flux magnétique créé par le courant J, à travers le circuit du 
courant J, est égal à L,,J,/c, où L,, est le coefficient d’induction 
mutuelle des deux circuits. Ainsi, on obtient le système suivant 
d'équations pour le courant alternatif dans les circuits: 


Rala ++ > Lo LE = Ba. (47,16) 
b 


La somme suivant les b comprend également le terme de self-induc- 
tion (b — a), et 8, est la force électromotrice créée dans le a-ième 
circuit par les sources extérieures par rapport au système de courants 
considéré. 
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Pour les courants périodiques (monochromatiques) le système 
d'équations différentielles (47,16) se réduit au système d'équations 
algébriques : 


Z Zablb= Eos (47,17) 
où les grandeurs 
Zab = OabRa — + Lab (47,18) 


c? 


forment la « matrice d'impédance ». Tout comme (47,5) les expres- 
sions (47,18) sont les premiers termes du développement de la fonc- 
tion Z,e (w) suivant les puissances de la fréquence. 

Remarquons qu'à cette approximation il n’y a pas d'influence 
mutuelle des circuits et de la partie réelle de l’impédance. Une telle 
influence apparaît lorsque le champ magnétique du courant alter- 
natif d’un circuit provoque les courants de Foucault dans l’autre 
circuit (ce qui conduit à une dissipation supplémentaire d'’éner- 
gie). Pour les conducteurs linéaires cet effet est négligeable. Il 
peut cependant devenir notable si à leur voisinage immédiat il 
y a des conducteurs massifs. 

Enfin nous allons nous arrêter sur la relation existant entre 
les équations des courants alternatifs dans les circuits linéaires 
obtenues dans ce paragraphe et les équations générales du champ 
magnétique alternatif dans des conducteurs arbitraires. Nous allons 
étudier cette relation dans le cas simple d’un courant apparaissant 
dans un circuit lorsque l’on débranche, à l'instant £{ — 0, la force 
électromotrice constante 8. L'équation (47,4) donne !): 


= ko pour i< 0, 
gs SR, (47,19) 
= Le L pour t>0. 


Nous voyons que lorsque l’on débranche la f.é.m., le courant 
s’amortit exponenticllement dans le temps avec un décrément 
égal à: 

= <+ . (47,20) 


1) En toute rigueur, ces formules ne sont pas applicables pour de très pe- 
tites valeurs de £, lorsque dans le développement spectral de la fonction les 
composantes de fréquences hautes sont importantes et que l'on ne peut donc 
pas utiliser l'équation (47,4). Mais durant ce court laps de temps, le courant 
J ne change que très peu, et, par conséquent, la formule (47,19) détermine d’une 
manière suffisamment précise les valeurs du courant aux moments ulté- 
rieurs. 
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En toute rigueur, ce y est la plus petite des valeurs de y,, obte- 
nues lors de la solution de l'équation exacte (45,10) pour le conduc- 
teur considéré. Parmi les valeurs de y,, pour un conducteur linéaire 
il en est une (minimale) qui est inférieure aux autres et en diffère 
par un facteur de l’ordre de In (//a) ; c’est la valeur donnée par (47,20). 


$ 48. Capacité dans le circuit d’un courant 
quasi stationnaire 


Au contraire du courant côntinu, le courant alternatif peut 
circuler non seulement dans un circuit fermé mais également dans 
un circuit ouvert. Considérons un contour linéaire dont les extré- 
mités sont réunies aux armatures voisines d’un condensateur. Lors- 
qu'un courant alternatif circule dans le circuit, les armatures du 
condensateur se chargent et se déchargent jouant périodiquement 
le rôle de « source » et de « déversoir » de courant dans le circuit 
ouvert. 

Comme la distance entre les armatures du condensateur est 
petite, l'énergie magnétique du courant peut, comme avant, être 
supposée égale à LJ*/2c°, où L est la self-induction du circuit fermé 
que l’on obtiendrait en reliant par un fil les armatures. Lorsque 
l'on applique la loi de la conservation de l'énergie, on doit. en 
plus de l'énergie magnétique, tenir compte de l’énergie du champ 
électrique dans le condensateur. Cette dernière est égale à e*/2C, 
où C'est la capacité du condensateur, et + e (t) sont les charges sur 
ses armatures. De même que nous avons demontré (47,4), nous 
obtenons ici 1): 


' LJ? a] e de 
2 CPAS DE on 2 
&J=RI+— + S RI+— r LJ — EC 
Mais l'intensité du’courant J est égale à la diminution de la 
carpe de l’une des armatures ou à l'augmentation de la charge 
dé l’autre: 


Ed 


J=<+ 


En divisant les deux membres par J et en exprimant J en fonction 
de e on obtient : 


CR 


1 


= L 


_… x + R—- << ++=6. (48,1) 


C'est l’équation cherchée pour le courant alternatif dans un cir- 
cuit capacitif. 

Si 8 est une fonction périodique du temps de fréquence «. 
l'équation (48,1) se réduit à une relation algébrique entre & et 


1) Dans ce paragraphe nous négligeons l'effet Kelvin. 


CAPACITÉ DANS LE CIRCUIT D'UN COURANT QUASI STATION. 267 


la charge e ou, ce qui est la même chose, entre & et le courant 


J = —iwe. On a JZ = &, où l'impédance Z est définie comme 
: L 1 

Z=R—i (5-3) . (48,2 

Pour la partie réelle de la relation J —£€/Z on a 

J(t)= RCE =. 

o 2 
Vr+ (5-0) (48,3) 
oL 1 1 
eo (sc) x 


ce qui détermine l'intensité du courant dans un circuit auquel on 
applique une force électromotrice extérieure égale à 8 = &9 cos wt. 

Si 8 — 0, le courant dans le circuit correspond aux oscilla- 
tions électriques « libres ». La fréquence (complexe) de ces oscilla- 
tions est déterminée par la condition Z — 0, d'où 


i : Ve) (+) (48,4) 


Suivant le signe de l’expression sous la racine nous aurons soit des 
oscillations amorties (avec un décrément égal à Rc*/2L), soit une 
décharge amortie apériodique. Dans le cas limite R—0 nous 
aurons les oscillations entretenues dont la fréquence est donnée 
par la formule de Thomson : 


= c 
VLC 
La formule (48,1) peut être facilement généralisée à un système 
de plusieurs circuits reliés d'une manière inductive à des conden- 


sateurs. Le courant J, dans le a-ième circuit est lié aux charges 
+e, sur les armatures du condensateur correspondant par la relation 


et au lieu de (48,1) on a le système d'équations : 
D + Lot Le den +R La Se Le C: = 8a- (48,5) 
b 


Pour les courants périodiques (monochromatiques) ces équations 
se réduisent au système algébrique suivant : 


2 Zab]5 = Eas (48,6) 


268 CHAMP ÉLECTROMAGNÊTIQUE QUASI STATIONNAIRE 


les éléments de la matrice Zy étant donnés par les formules 


; ” _ 
Zab= ob (Ro+ 5) 7 Late (48,7) 
Les fréquences propres du système de courants sont données par 
la condition de compatibilité des équations (48,6) pour &: = 0, 
c'est-à-dire que son déterminant doit être nul: 
|Zar|= 0. (48,8) 
Si les résistances R sont différentes de zéro, toutes les « fréquences » 
ont une partie imaginaire, c’est-à-dire que l’on a des oscillations 
amorties. 

Il est intéressant de remarquer que les équations (48,5) coiïn- 
cident du point de vue formel avec les équations mécaniques du 
mouvement d’un système à plusieurs degrés de liberté, ayant de 
petites oscillations amorties. Les charges e, jouent alors le rôle des 


coordonnées généralisées, et les courants J, — e, celui des vitesses 
généralisées. La « fonction de Lagrange » du système est 


L£ = y» _—. Less > a+ y» Eaba- (48,9) 
a, b a a 


Les énergies magnétique et électrique d'un système de courants 
jouent respectivement le rôle de l'énergie cinétique et de l'énergie 
potentielle, et les grandeurs &, correspondent aux forces extérieures 
donnant les oscillations forcées du système. Quant aux grandeurs 
R:, elles entrent dans la «fonction de dissipation » 


R= YA (48,10) 


Quant aux équations (48,5) elles coïncident avec les équations de 
Laÿrange: 
e 


EE LT, (48,11) 
a a da 


L 2 Lt 
Problèmes 
. 1. Déterminer les fréquences propres des oscillations électriques dans deux 
circuits reliés inductivement, contenant les self-inductions L; et L: et les capaci- 
tés Ci ct C2; négliger les résistances R, et R2. 
Solution. Les fréquences cherchées sont déterminées par la condition 


1Zab 1 = 211729 — Zi — 0, 
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Le calcul donne: 
ue = ee Ci LrOe [C1 — LC) + 4C1CoLial /? 
2C1C2 (Lila — Li) ° 
Les deux fréquences sont réelles, puisque nous avons négligé R; et A2. Pour 


Li: — 0 les fréquences &, et w: tendent vers les valeurs cl VLC; et c/V LoCs 
correspondant aux oscillations séparées dans les deux circuits. 


Fig. 25 


2. Même question pour un circuit formé des résistances ZX? en parallèle avec 
une capacité C et une self-induction L. 
Solution. Les impédances des trois branches du circuit sont égales à 


Zi=R, Zo=— Z3=——7 L, 
et les courants correspondants sont liés par les relations: 

Ji+J2+J3=0, Zidi= Zola Zada. 
D'où l'on trouve l'équation 

Î 1 1 
ZA rz TZ 

dont la solution donne 
RSS | PCI EE 
2RC — LC 4RÆ= 


3. Etudier la propagation des oscillations électriques dans un circuit 
composé d’une suite infinie de mailles identiques contenant les impédances 


wW— — 


. f © 1 …. o 1 
Act (Hu): Zi (Sr -) : 


comme indiqué sur la fig. 25. Trouver le domaine de fréquences des oscillations 
qui peuvent se propager dans le circuit sans amortissement !). 

Solution. Désignons par à le courant dans chaque maille du circuit 
{fig. 25). L'équation de Kirchhoff pour la maille «& est: 


Ziia + Z2 (ia — ie-1 — a+) = 0. 
C’est une équation linéaire aux différences (la variable & prenant des valeurs 
entières) à coefficients constants. Nous allons chercher la solution sous la forme 
ie = const -q%* 


1) Pour que la théorie quasi stationnaire soit pp dans un tel cir- 
cuit périodique il faut que les dimensions d’une maille soient petites par rap- 
port à la « longueur d'onde » c/o. - 
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et pour le paramètre qg on obtient l'équation caractéristique 


=" Z 
a (2+-2)1+1=0. (1) 
Si : 
—à 7 <0, 
les valeurs correspondantes de w° se trouvent entre les grandeurs suivantes 
a 4/C2+1/C 


Li ° 4b+li 


L'équation (1) a alors deux racines imaginaires conjuguées de module | g [= 1. 
Cela signifie que lorsque l’on passe d’une maille du circuit à la suivante, l’am- 
plitude du courant ne decroît pas, c'est-à-dire que les oscillations électriques se 
propagent dans le circuit sans amortissement. Si l'on introduit la désignation 
g = eikl (l étant la longueur d’une maille), Æ joue alors le rôle du « vecteur 
d'onde » des oscillations se propageant dans le circuit. Quant à la vitesse de 
DORA ton u on peut la calculer, suivant les règles générales, comme la dérivée 
© 


uU=—— . 

dk 

Si cependant w se trouve à l'extérieur des limites mentionnées, l'équation 
(1) a deux racines réelles q, et qg2; comme qg2 = 1, l’une d'elles (soit q2) est 
en valeur absolue inférieure et l'autre (qg,) supérieure à l'unité. Il est facile 
de voir que cela signifie que les oscillations ne peuvent se propager sans amor- 
tissement dans le circuit. Pour l'expliquer considérons un circuit de longueur 
suffisamment grande (mais finie). L’impulsion initiale oscillatoire est donnée 
à l'une des extrémités du circuit, tandis que l’autre extrémité reste fermée. Au 
point de vue mathématique, le fait que le circuit est fermé est décrit par une 
telle condition aux limites que dans la solution générale 


le = ciqr (CAT D ogg Ga 9) 


(an étant la « coordonnée » de la fin du circuit) le rapport des coefficients ci/c» 
sera de l’ordre de l'unité, pour la forme de la solution écrite. Mais alors, au 
fur et à mesure de l'augmentation de &; — «&, le second terme (dans lequel 
| g2 1 << 1) deviendra rapidement inférieur au premier. Ainsi, le long de presque 
tout le circuit, à l'exception d’un petit domaine au voisinage de l'extrémité, 


l : . _.. —(@g—@) So. 4e : so 
asolution a la forme à, = c1q + où | & | décroît vers la fin du circuit. 
+ 11 faut remarquer que cet amortissement n'a pas le caractère d'une absorp- 
. tion dissipative (par suite de l'absence de résistance dans le circuit); il peut 
être interprété comme la conséquence de la réflexion d’une impulsion oscillatoire 
sur chacune des mailles successives du circuit. 


$ 49. Mouvement d’un conducteur 
dans un champ magnétique 


Dans tout ce qui vient d’être exposé on a supposé tacitement. 
que les conducteurs placés dans le champ électromagnétique- 
étaient immobiles (par rapport au système de référence X où toutes 
les grandeurs E, H, etc. sont définies). En particulier, la relation 
j = 6E entre le courant et le champ n’est en général valable que- 
pour des conducteurs immobiles. 
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Pour déterminer la relation existant entre le courant et le champ 
dans un conducteur en mouvement, nous allons passer du système 
de référence À à un autre système X”, dans lequel le conducteur 
(ou une de ses parties), à l'instant donné, est immobile. Dans ce 
système on a j — ©0E’, où E’ est l'intensité du champ électrique 
dans le système X”’. La formule bien connue de transformation des 
champs nous donne E’ en fonction du champ dans le système X !): 


E=E++ (vx), (49,1) 


où v est la vitesse du système X” par rapport au système X, c’est-à- 
dire, dans le cas qui nous intéresse, la vitesse du conducteur (que 
nous supposons naturellement petite par rapport à la vitesse de la 
lumière). On trouve ainsi 


j=o[e+ Lx]. (49,2) 


C'est la formule déterminant la relation existant entre le courant 
et le champ pour les conducteurs en mouvement. Il faut faire la 
remarque suivante quant à la manière dont elle a été obtenue. Lorsque 
nous passons d’un système de référence à l’autre, nous transformons 
le champ, mais laissons inchangée la grandeur j. La transforma- 
tion de la densité de courant conduirait, pour v < c, à l'apparition 
de termes supplémentaires infinitésimaux. Mais dans la formu- 
le (49,2) le second terme apparu par suite de la transformation du 
champ n'est, en général, pas petit par rapport au premier, bien qu'il 
contienne le facteur v/c. Si, par exemple, le champ électrique est 
lui-même dû à l'induction électromagnétique d’un champ magné- 
tique alternatif, son ordre de grandeur contient le facteur supplé- 
mentaire 4/c par rapport au champ magnétique. 

La dissipation d'énergie dans le conducteur, lorsqu'il est 
parcouru par un courant donné, ne peut évidemment dépendre du 
mouvement du conducteur. Donc, la densité de dégagement (par 
seconde) de la chaleur Joule dans un conducteur en mouvement, 
exprimée en fonction de la densité de courant, est donnée par la 
même formule j*/o que pour un conducteur immobile. Mais au 
lieu du produit jE on a maintenant ?) 


E=i[E+<5(6x8)]. 


1) Voir II, $ 24. Les valeurs microscopiques de l'intensité des champs 
électrique et magnétique sont remplacées par leurs valeurs moyennes e = E, 
h = B. 

2) Cette formule montre que la chaleur supplémentaire dégagée (durant 
le temps 6!) dans le conducteur lors de son mouvement dans un champ magné- 
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Ainsi, dans un conducteur en mouvement la somme E ++ (v x B) 


joue le rôle de l'intensité « effective » du champ électrique, créant 
le courant de conduction. Donc la force électromotrice agissant 
dans un circuit linéaire fermé C est donnée par l’integrale: 


8— $ [E++ (vx B) | di. (49,3) 
C 
Transformons (49,3) de la manière suivante. (Conformément 
à l'équation de Maxwell rot Ë— +7 on a: 


fEa- ( rotEdf= —+ © \ Bdf 
C $ S 


ou, en désignant par © le flux magnétique à travers la surface S 
délimitée par le circuit du courant : 


La dérivée par rapport au temps avec l’indice v = 0 signifie que 
la variation du flux magnétique est due à la variation dans le temps 
du champ magnétique lui-même lorsque la position du circuit C 
ne change pas. 

du 


Dans le second terme, on écrit v =: où du est un déplacement 


infinitésimal d’un élément du circuit. On a alors 


Bai 


_Ç (duxB)dl _ à 
géxBa- GuxBa LÉ, 


où df — du X dl est l'élément de surface latérale s entre deux posi- 
. tions infiniment proches C et C” du circuit du courant qui corres- 
pondent aux instants t et f£ + dt (fig. 26). Comme le flux magné- 
tique total à travers toute surface fermée est nul, il est évident que 
le flux à travers la surface « latérale » est égal à la différence des 


tique est 

or + \ i(vXB) av=-+ | u (j XB) dV, 
où u = vôt est le déplacement durant le temps ôt. Cette grandeur est égale 
et de signe contraire au travail fourni durant le même laps de temps au cou- 
ducteur par les forces volumiques Î — 1 (ÿj X B); ceci explique la contradiction 


apparente mentionnée à la page 191. 
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flux à travers les surfaces délimitées par C et C’. Ainsi 
ô® 
$(xE) = (5 
C 
où la dérivée par rapport au temps signifie la variation du flux 


magnétique due au déplacement du conducteur à champ constant. 
En additionnant les deux termes, on obtient finalement: 


je -const ? 


=, (49,4) 


où la dérivée par rapport au temps correspond maintenant à la 
variation totale du flux magnétique à travers le circuit en mouve- 
ment. De sorte que la loi de Faraday exprimée par la formule (49,4) 


€ 


a D 


€ 


Fig. 26 


est vraie quelle que soit la cause de la variation du flux magné- 
tique: qu'elle soit due à La variation du champ (dont il a été ques- 
tion au $ 47, formule (47,13)) ou au mouvement du conducteur. 

Dans un champ magnétique constant, la variation du flux ne 
peut être liée qu'au déplacement du circuit. Lorsque tous ses points 
se déplacent le long des lignes de force du champ, sans jamais les 
intersecter, le flux du champ à travers le circuit ne change pas. 
Ceci est une conséquence évidente du fait que le flux magnétique 
à travers toute surface fermée est nul, et que le flux à travers la surface 
« latérale » enveloppée par le circuit est dans ce cas identiquement nul 
(car B, — 0 sur cette surface). On peut dire ainsi que pour induire 
une force électromotrice le conducteur doit, en tout cas, intersecter, 
lors de son mouvement, les lignes de force magnétiques. 

Le champ électromagnétique dans les conducteurs en mouve- 
ment est déterminé par le système d’équations 


AR 5 1 
cotH=% j=%Æ0[E+ (x B)] : 


div B=0. 
18—532 
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En éliminant E des deux premières équations on obtient : 


ôB : _ c? rot H - 
rot (v x B)= — 7 rot ( = ) : (49,5) 


Dans un conducteur homogène de conductibilité o et de perméabilité 
magnétique u constantes, nous avons 


‘H ® : 
y —rot(v X H)= ox SH divH—0. (49,6) 


Ces équations sont la généralisation de celles qui ont été obtenues 
au $ 45. 

Il faut cependant indiquer que si l’on n’a qu’un seul conducteur 
se déplaçant sans se déformer, dans un champ magnétique extérieur. 
la solution du problème se simplifie beaucoup si l'on utilise un 
système de coordonnées rigidement lié au corps. Dans ce système 
le conducteur est immobile et le champ extérieur varie avec le temps 
suivant une loi donnée, de sorte que nous revenons aux problèmes 
liés aux courants de Foucault étudiés au $ 45. La possibilité d'une 
telle transformation n’est pas ici liée au principe de relativité de 
Galilée (ou d’Einstein), car le nouveau système de coordonnées 
n'est en général pas inertiel. L’équivalence des deux problèmes 
provient du fait que l'induction électromagnétique ne dépend pas 
de la cause qui provoque la variation du flux magnétique. On peut 
s'en convaincre d'une manière purement mathématique. Dévelop- 
pons l'expression rot (v X B), compte tenu du fait que div B — 0 
et que div v — 0 (cette dernière égalité signifie que le corps est 
«incompressible » lorsqu'il se. déplace). Le membre de gauche de 
l'équation (49,5) devient: 


+ (VF) B— (BF) v. (49,7) 
{ 
+ Mais cette somme n'est rien d'autre que la dérivée de B par 
rapport au temps, déterminant la variation de B par rapport au 
<ops en rotation. En effet, la somme des deux premiers termes est 
la dérivée « substantielle» par rapport au temps donnant la 
variation de B au point se déplaçant à la vitesse v. Quant au troi- 
sième terme, il donne la variation de l’orientation de B par rapport 
au corps: il est nul lors d’une translation pure (v = const) et est 
égal à — Q X B lors de la rotation du corps (v = Q X r, où 
Q@ est la vitesse angulaire). 

Pour conclure ce paragraphe considérons un phénomène (induc- 
tion unipolaire) apparaissant lors de la rotation d’un conducteur 
aimanté. Si un fil immobile est réuni par deux contacts glissants 
(4 et B sur la fig. 27) à un aimant tournant, il y aura un courant 
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dans ce fil. Il n’est pas difficile de calculer la force électromotrice 
créant ce courant. Pour cela le plus facile est de passer dans un 
système de coordonnées tournant avec l’aimant. Si Q@ est la vitesse 
angulaire de l’aimant, le fil tourne alors avec la vitesse angulaire 
—Q dans le nouveau système (où l’aimant est immobile). Ainsi, 
nous arrivons maintenant au problème d’un conducteur se dépla- 
çant dans un champ magnétique constant B créé par l’aimant im- 
mobile; nous négligeons ici la déformation du champ provoquée 


Q 


© 


Fig. 27 


par le conducteur lui-même. Conformément à la formule (49,3) la 
force électromotrice agissant entre les extrémités du fil est donnée 
par l'intégrale 
=+ \ (vx B)dl= À ( (Bx(rxQ)]ldl, (49,8) 
ACB ACB 


prise le long du fil. Cette formule résout le problème posé. 


Problèmes 


1. Déterminer le moment magnétique d’une sphère conductrice (de u = 1) 
tournant uniformément dans un champ magnétique uniforme constant ; déter- 
miner le couple agissant sur la sphère. 

Solution. Soient $%., 0, S, les composantes du champ extérieur dans 
le système de coordonnées immobile (avec l'axe des : dirigé suivant la vitesse 
angulaire @). Dans le système de coordonnées E, n, = tournant avec la sphère, 
les composantes du champ sont: 


Gi=Oxcos@, On=—Grsin, $: 
ou, sous forme complexe, 


Gr Que, Ga —ipre it, 6. 
18* 
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Ainsi, le champ alternatif de fréquence Q agit suivant les axes des E et des n; 
le moment magnétique induit est 


At: — V Re {aÿ:} - VS, (a’ cos Qt+ a" sin Qt), 
Aln=V Re {ant = 1lOx(— a" sin Qt &” cos Qt), 


où Va est la polarisabilité magnétique complexe de la sphère déterminée dans le 
problème 1 du $ 45. Suivant l'axe des : le champ magnétique est constant 
(pour ui == 1) et ne crée donc aucun moment magnétique. Les composantes du 
moment magnétique dans un système de coordonnées immobile sont : 


x —Va'$, y =Va"$sx, cl; —0. 


Ainsi, dans ce problème, &’ et &” déterminent les composantes du moment ma- 
gnétique de la sphère respectivement dans le plan des vecteurs Q, $ ct perpen- 
diculairement à celui-ci. 

Le moment agissant sur la sphère est K = o# X $. Ses composantes par 
rapport à des axes immobiles sont : 


Ke=Va"Gs®s Ky=—Vaÿ:®. K:=—Va"ÿi. 


2. Déterminer la force électromotrice de l'induction unipolaire apparaissant 
entre le pôle et l'équateur (voir fig. 27) d’une sphère uniformément aimantée, 
tournant de façon uniforme autour de l’axe coïncidant avec la direction de l'ai- 
mantation. 

Solution. Le champ magnétique créé par la sphère est symétrique par 
rapport à l'axe de rotation, le vecteur B se trouvant toujours dans des plans 
méridiens (c'est-à-dire que les vecteurs B, @ et r sont coplanaires). Le calcul 
direct permet de s’en rendre compte facilement, ou bien on peut tout simple- 
ment remarquer que dans un champ constant rot (v X B) coïncide avec l'ex- 
pression (49.7) donnant la variation du vecteur B par rapport à un corps tour- 
nant; dans le cas qui nous intéresse, la symétrie du champ est telle que cette 
variation est nulle. En intégrant sur le segment AO de l’axe de rotation etsur 
le rayon OB on obtient: 


BoRa? 
2c 


a 
8 + \ BoQr dr 
0 


(a est le rayon de la sphère, B, l'induction magnétique dans la sphère). Dans 
urk sphère uniformément aimantée (en l'absence de champ extérieur) la relation 
erttre l'induction et l’aimantation est déterminée par les équations suivantes: 
- Bo + 2H = 0 [comparer avec (8,1)] et Bo — H = 41 M, d'où Bo = 81M/3. 
En introduisant le moment magnétique total o# de la sphère, on obtient finale- 
ent: ok 


ca 


6 = 


3. Déterminer la charge totale circulant dans un contour linéaire fermé 
lorsque le flux magnétique à travers ce contour varie (quelle qu'en soit la 
raison) d’une valeur constante (®,) à une autre (®:). Ê 

-k00 


Solution. La charge totale cherchée est égale à l'intégrale \ J dt, 


—00 
où J (t) est le courant induit apparaissant dans le circuit. Au point de vue 
mathématique cette intégrale est la « composante de Fourier » de la fonction 
J (t) de fréquence © = 0. Elle est donc liée à la même composante de la force 
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électromotrice par la relation: 
+ +00 


\ $ di—Z (0) \ J dt 


(voir (47,3)). En substituant Z (0) — R(R étant la résistance du circuit pour 
le courant continu) et #— —(1/c) d®/dt, on obtient : 


oo 
\ Ju (D; —OD). 
— 


$ 50. Courant excité par l'accélération 


Dans le paragraphe précédent, lors de l’étude du mouvement 
d'un conducteur, nous n'avons pas tenu compte de la possibilité 
de l'influence de l'accélération (si elle existe). Cependant, le mou- 
vement accéléré du métal est équivalent à l'apparition de forces 
d'inertie supplémentaires, agissant sur les électrons de conduction. 
Si v est l’accélération du conducteur, et m la masse de l’électron, 


cette force est égale à _ my. Elle agit sur l'électron de la mème 
is 4 e “ 3: TL LES à 
manière qu’un champ électrique d'intensité — V, où —e est la charge 


de l’électron. Ainsi le champ électrique « effectif » agissant sur 
les électrons de conduction, dans un métal en mouvement accélé- 
ré, est: 


di E =E+v. (50,1) 
Pour la densité de courant, on a: 
j=6E-0(E+®v). (50,2) 


En exprimant E en fonction de E’(50,1) et en substituant dans 
l'équation : 
1 oN 
rotE — TH 
(on suppose que partout u — 1) on a: 
r 1 H m ° 
rot E’ — ge Le 0 v. (50,3) 
Ecrivons v sous la forme de la somme : 
v=u+(Qxr), 
où u est la vitesse de translation, et Q@ la vitesse angulaire du 
corps. En dérivant par rapport au temps, on trouve l'accélération : 


v=u—+(Q x v)+(Qxr)=u+(u x R)+(R X(R xr)+(Q x r). 


Les deux premiers termes ne dépendent pas de r et donnent donc 
zéro lorsque l'on prend la dérivée par rapport aux coordonnées. 
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Le troisième terme peut être écrit sous la forme: 
QxX(QXr)=—grad (LXE , 


son rotationnel s’annule donc également. Enfin, rot (Q x r) = 20. 


Donc en substituant v dans (50,3) on obtient : 


, 1 ‘H 2m si 
rtE= + ee 


ou 

rotE= ++, (50,4) 
où l’on a introduit la désignation 

H'=H—2"% 0. (50,5) 

e 
Puisque @ ne dépend pas des coordonnées, l’équation 
rot H= j 
conserve sa forme si l’on exprime H en fonction de H': 
rotH' = 0E7. (50,6) 


En éliminant E’ des équations (50,4) et (50,6), on obtient l’équa- 
tion suivante pour H': 


(50,7) 


qui coïncide avec l'équation à laquelle satisfait H à l'intérieur 
d’un conducteur immobile. 

A l'extérieur du corps, le champ satisfait, à l'équation AH — 0 
(la longueur d’onde est supposée grande par rapport aux dimensions 
du corps); H’ satisfait à la même équation. 

Enfin, sur la surface du conducteur, en plus de H, H” sera égale- 
ment continu. À l'infini H tend vers zéro, et H'’ vers une limite 
figie —2mcQ@le, cette condition étant la seule différence. Ainsi, 
le’ problème de détermination du champ magnétique alternatif H 
autour d’un corps tournant d’une manière non uniforme est équiva- 
kerft à celui du champ H” autour d’un corps immobile dans un 
champ magnétique extérieur uniforme d'intensité : 


— 2 Q. (50,8) 


Pour déterminer le champ H(° à l’extérieur du conducteur, il faut 
retrancher & de la solution donnant H” !). 


1) Bien que ce soit la vitesse angulaire Q qui entre dans la formule (50,8) 
et non sa dérivée par rapport au temps, toute la démonstration et donc également 
le résultat obtenu se rapportent seulement à une rotation non uniforme. Quant 
au CRE magnétique constant apparaissant lors d’une rotation uniforme par 
suite de l'effet gyromagnétique, c'est une grandeur petite dont on ne tient pas 
compte ici. 
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Le champ magnétique ainsi apparu induit, comme tout champ 
alternatif, des courants électriques dans le conducteur lui-même. 
Dans un corps simplement connexe ces courants provoquent l’appa- 
rition dans le corps d’un moment magnétique. Dans un anneau 


tournant non uniformément cet effet conduit à l'apparition des 
forces électromotrices (effet Stewart-Tolman). 


Problèmes 


1. Déterminer le moment magnétique d'une sphère (de rayon a) tournant 
non uniformément. La vitesse de rotation est supposée si petite que la profondeur 
de pénétration 6 > a. 

Solution. Le moment magnétique acquis par la sphère dans le champ 
9 (t) (50,8) est: : 

cÂl = Vaf, 


où @& est un opérateur dont l’action sur les composantes de Fourier de la fonc- 
tion @ (t) est déterminée par les formules obtenues au problème 1 du $ 45. 


Pour les composantes dont les fréquences w sont telles que à >» a, on a 


: .  änmaÿo 
# —Va(o) æ —iw PE 2. 
Cette formule écrite sous la forme 
f= 4&amaÿs dQ 
15ce dt ? 


ne contient pas w sous forme explicite, et elle est donc également valable pour 
les fonctions © (t), # (t) non développées en série de Fourier (en supposant que 
dans leur développement n’entrent essentiellement que des fréquences satisfai- 
sant à la condition posée). —— 

2. Déterminer la charge totale du courant dans un anneau circulaire fin 
JE l’on arrête sa rotation uniforme autour d’un axe perpendiculaire à 
son plan. 

Solution. Dans la formule obtenue dans le problème 3 $ 49, © est le 
flux du champ $ (50,8). La charge totale circulant lorsque l'on fait diminuer 
la vitesse angulaire de Q à O est 


+ 5 

\ Jdt=-7 Qxb° = RAS Q 
eRc 27e 

— 


(b est le rayon de l'anneau, V le volume du conducteur). 
3. Déterminer le courant apparaissant lorsque l’on arrête la rotation uni- 
forme d’un anneau circulaire supraconducteur. 
Solution. Comme le flux magnétique total à travers l'anneau est cons- 
tant (voir (42,5)), on trouve: 
me? 2 
J= 2 Qnbt = mc?bQ 


Le 2e [in 2] 


(pour la valeur de Z voir note page 227). 


CHAPITRE VIII 


MAGNÉTO-HYDRODYNAMIQUE 


$ 51. Equations du mouvement d'un fluide 
dans un champ magnétique 


Soit un milieu liquide (ou gazeux) conducteur placé dans un 
champ magnétique; lors des mouvements hydrodynamiques du 
fluide des champs électriques s’y induisent et des courants électri- 
ques y apparaissent. Mais des forces agissant sur les courants dans 
un champ magnétique peuvent changer notablement le mouvement 
du fluide. D'autre part, ces courants changent le champ magnéti- 
que lui-même. Ainsi apparaît une interaction complexe des effets 
magnétiques et hydrodynamiques dont l’étude doit être basée sur un 
système d'équations simultanées du champ et du mouvement du fluide. 

Pour décrire le champ dans le milieu conducteur en mouvement 
nous allons utiliser les équations (49,6). La perméabilité des milieux, 
dont il peut être question en magnéto-hydrodynamique, est voisine 
de l'unité; cet écart n’a pas d'importance pour les phénomènes 
étudiés ici. De sorte que dans ce chapitre nous allons poser par- 
tout pu — 1. On a donc les équations 


divH=0, (51,1) 

£ 2 2 rot (v x H) +2 AH (51,2 
8 ot 4710 F l< 
Utilisant ces équations nous supposons, par là même, que cer- 
taimes conditions sont remplies. Notamment les périodes de varia- 
tion du champ doivent être grandes par rapport au temps de libre 
parcours des électrons de conduction. La relation entre le courant 
et le champ électrique est alors déterminée par la même conductibi- 
lité o que pour le courant continu (voir $ 45) !). Nous supposons 


1) Dans la note de la page 246 nous avons également indiqué la condi- 
tion o/w ÿ 1, qui doit être remplie dans les mauvais conducteurs et qui l'est 
automatiquement (lorsque les autres conditions nécessaires sont remplies) dans 
les bons conducteurs. Ici le rapport V/L joue le rôle de la fréquence, L et V 
étant les paramètres caractéristiques de la longueur et de la vitesse déterminant 
les propriétés du mouvement donné du fluide. On suppose donc remplie la con- 
dition oL/V > 1. 
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que © est constant pour tout le milieu. Par suite, nous supposons, 
en particulier, que la conductibilité ne dépend pas du champ ma- 
gnétique. Pour cela la longueur de libre parcours des électrons doit 
ètre petite par rapport au rayon de courbure de leurs trajectoires 
dans le champ magnétique. En d’autres termes, le temps de libre 
parcours doit être petit par rapport à la fréquence de Larmor des 
électrons, soit eA//mc. Cette condition peut être rompue dans un 
milieu trop raréfié pour un champ magnétique suffisamment in- 
tense. 

Les équations hydrodynamiques contiennent avant tout l’équa- 
tion de continuité 


+ + div pv=0 (51,3) 
(p étant la densité du fluide) et l'équation de Navier-Stokes 
dv , 1 1 : f 
+ (VV) v= 7 FP+ AV + (e ++) grad div v + ru 


où n, & sont deux coefficients de viscosité du fluide, et f la densité 
volumique des forces extérieures qui sont, dans le cas présent, 
électromagnétiques. Conformément à la formule (34,4) on a: 


f= (x H)=27 (rot H) X H. 


Ainsi, AR du mouvement ; fluide prend la forme suivante: 


Vp . 
+omv= ET (H > rot H)+ 2 Av + 
1 : 
AN LA 4 
ji ï (E 3 ) grad div v. (51,4) 
À ces équations il faut encore ajouter l’équation d'état : 
P=p(p, T), (51,5) 


reliant la pression, la densité et la température du fluide, et l’équa- 
tion de transport de la chaleur. En hydrodynamique cette dernière 
s'écrit (voir VI, $ 49): 


eT (5 +vrs) = où + div (WT). 


s est ici l’entropie par unité de masse du fluide, et l'expression se 
trouvant dans le membre de gauche de l'égalité est la quantité 
de chaleur (rapportée à cm‘), dégagée par seconde dans l'élément 
du fluide en mouvement. Quant au membre de droite, c’est l’éner- 
gie dissipée dans ce même volume par seconde. Le premier terme 
est lié à la viscosité; oi, est le . dpt des contraintes : 


o dy , dr 2 dv} 
ou=n (2 PASS ENT pl _ HE) + C6 DS 
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Quant au second terme il donne la dissipation liée à la conductibilité 
thermique (x est le coefficient de conductibilité thermique). Pour 
un fluide conducteur il faut y ajouter la chaleur Joule. Rapportée 
à l'unité de volume cette RÉFRÉÉS est égale à: 

Se 

(4 = (rot H}°. 


Donc, l'équation de transport de la chaleur en magnéto-hydrodyna- 
mique s'écrit: 


T (+ + vPs) = 


Les équations ie forment le système complet d’équa- 
tions de la magnéto-hydrodynamique (compte tenu des hypothèses 
faites au début de ce paragraphe). 

Les équations (51,4) et (51,6) peuvent également être écrites 
sous une forme telle qu’elles expriment les lois de conservation 
de l'impulsion et de l'énergie respectivement. L'équation de Navier- 
Stokes de l'hydrodynamique peut être mise sous la forme suivante 
(après avoir utilisé l'équation de continuité (voir VI, $ 15)): 

dpvi __ Ok 
"ot oz 


© (rot H}. (51,6) 


(51,7) 
où Il;x est le tenseur de densité du flux d'impulsion, égal à: 
[lin = OUiUn + PÜin — Gin. 


L'équation (51,4) peut également être mise sous une forme analogue, 
avec cette seule différence que dans Il;; un terme supplémentaire 
apparaît. On a: 


H x rot H= + grad H° — (HV) H. 
Gn obtient donc pour Il: 
Ia = puivr + pôir — Oik— 7 = [A Hx—- 5 Hô | - (51,8) 


“Comme il se devait, à Il;, s'ajoute le tenseur des contraintes du 
champ magnétique (tenseur de Maxwell). 

Quant à l’équation de transport de la chaleur, elle se transforme 
(en utilisant d’autres équations de l’hydrodynamique) en l’équa- 
tion de la conservation de l'énergie. En hydrodynamique on a: 


F(E-+pe) = = —divq, 
où q est la densité du flux d'énergie, qui est égale à 


q=pv (5+w) —(vo')—xiT, 
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et & et w — e — p/p sont respectivement l'énergie interne et la 
fonction thermique par gramme de fluide. Si, dans le milieu conduc- 
teur. il y a un champ magnétique, il faut ajouter à la densité d’éner- 
gie l’énergie magnétique H*/8x et à la densité du flux d'énergie 
le vecteur de Poynting 7 (E X H). En exprimant dans ce dernier E 
en fonction de H, on obtient: 


q=pv (5+v) +2 (EX rot H)—(vo')— xVT 
(51,9) 
et l'équation de la conservation de l'énergie s’écrira: 
: (ES + pe +) = —divq. (51,10) 


On peut, par un calcul direct, vérifier que les équations (51,6) et 
(51,10) sont équivalentes. 

Les équations se simplifient quelque peu si le fluide en mouve- 
ment peut être considéré incompressible. L'équation de continui- 
té (51,3) se réduit alors à div v — 0, et dans l'équation (51,4) le 
dernier terme disparaît. Ecrivons une fois de plus (pour les références 
ultérieures) le système d'équations correspondant (dans les équa- 
tions (51,2) et (51,4), il est commode de transformer les termes 
rot (v X H) et (H X rot H) à l’aide des formules vectorielles bien 
connues) : 


divH=0, divv=0, (51,11) 
PL (V)H= (HV)v+ EAN, (51,12) 
+ (VF)v= 5 v(? (+ de) + as (HV) H+ vav (51,13) 


(v=1p est la viscosité cinématique). Pour ce qui est de l’équa- 
tion (51,6), elle est superflue, lorsque l’on résout le problème 
du mouvement d’un fluide incompressible, si toutefois nous ne 
nous intéressons pas spécialement à la distribution de la température 
dans le fluide et à son influence sur le mouvement. 

Revenons à l'équation générale (51,2). Dans le cas limite où 
la conductibilité est suffisamment grande, elle prend la forme: 


0H 


7 =rot(v x H), (51,14) 


et on peut lui donner une interprétation physique très claire. Déve- 
loppons rot dans le membre de droite de l'égalité, compte tenu du 
fait que div H = 0: 


T = (HV)v— (VV) H—H divv. 
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En y substituant conformément à l'équation de continuité (51,3) 


RTS 4 œ  v 
div v — nn 


on obtient après un regroupement simple des termes : 


L'expression dans le membre de. gauche représente la dérivée « subs- 
tantielle» déterminant la variation de la grandeur H/p lors du 
déplacement de la particule donnée du fluide; désignant cette 


pe d 
dérivée par TH na: 


JU (5) Ÿ: (51,15) 


D'un autre côté, considérons une « ligne fluide» quelconque, 
c'est-à-dire une ligne se déplaçant simultanément avec les particu- 
les du fluide qui la forment. Soit ôl l'élément de longueur de cette 
ligne; déterminons sa variation dans le temps. Si v est la vitesse 
du fluide en un point de l’une des extrémités de l'élément ôl, sa 
vitesse à l’autre extrémité est v -- (ô1V) v. Donc, pendant le laps 
de temps dt, l'élément de longueur ôl varie de dt (ôIV) v, c’est-à-dire 


d 
61 (BIT) v. 


Nous voyons que la variation des vecteurs ôl et H/p dans le temps 
est déterminée par la même équation. 11 s'ensuit que si à l'instant 
initial les directions de ces vecteurs coïncident, ceux-ci resteront 
parallèles ultérieurement et leurs longueurs vont varier proportion- 
ngllement. En d’autres termes, si deux particules infiniment proches 
se trouvent sur une même ligne de force, elles y resteront toujours 
et la grandeur H/p va varier proportionnellement à la distance 
qui les sépare. 

"” Passant des points infiniment proches aux points se trouvant 
à n'importe quelle distance finie les uns des autres, nous arrivons 
par conséquent à la conclusion que chaque ligne de force se déplace 
avec les particules du fluide se trouvant sur elle. On peut dire que 
(dans le cas limite considéré 6 — ) les lignes de force magnéti- 
ques sont « collées » à la substance du fluide, se déplaçant avec lui. 
Quant à la grandeur H/p elle varie en chaque point proportionnelle- 
ment à l'extension de la « ligne fluide » correspondante. Si le fluide 
en mouvement peut être considéré comme incompressible, on a 
p — const et l'intensité H varie proportionnellement à l'extension 
des lignes de force. 
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Ces résultats peuvent également être illustrés comme suit. Ils 
montrent que lors du déplacement dans le temps de n'importe quel 
contour «fluide » fermé, celui-ci n’intersectera pas les lignes de 
force, c’est-à-dire que le nombre de lignes de force passant par ce 
contour demeurera constant. Ceci veut dire (comparer avec le $ 49) 
que le flux du champ magnétique à travers toute surface s'appuyant 
sur le contour « fluide » ne change pas dans le temps. 

On ne peut pas définir d’une façon générale les cas où l’on peut 
négliger les processus de dissipation dans un fluide, car les condi- 
tions correspondantes dépendent essentiellement du caractère du 
mouvement, et sont par exemple tout à fait différentes pour des 
mouvements stalionnaires et non stationnaires. Nous n’allons pas 
ici nous arrêter sur cette question. 


Problème 


Déterminer la distribution des vitesses dans un fluide conducteur visqueux 
incompressible, en mouvement stationnaire dans l’espace compris entre deux 
plans parallèles « solides »: le champ magnétique uniforme Æ#, est appliqué 
perpendiculairement aux plans (J. Hartmann, 1937). 

Solution. Ilest naturel de supposer que la vitesse du fluide a partout 
la même direction (que nous prendrons pour axe des x); elle ne dépend que de la 
coordonnée : dans la direction perpendiculaire aux plans. Même chose pour le 
champ longitudinal 7, apparaissant par suite du mouvement du fluide. Quant 
à la pression p, elle dépend également de x, car il existe un gradient constant 
de la pression qui maintient l'écoulement stationnaire dans la direction du mou- 
vement. L'équation div v = O0 est automatiquement remplie, et l'équation 
div H = 0 donne FH, = const = H,. La composante : de l'équation (51,13) donne 


= P(z), (1) 


où P (x) est une fonction ne dépendant que de z. Le gradient de la pression sui- 
vant l'axe, —0p/0x — —dP/dz, est une grandeur constante. 
Les composantes suivant l'axe des x des équations (51,12), (51,13) donnent 


Ho: Ans de @ 
dv Ho dH dP 
NZ — ZE = const = 2 . (3) 


Les conditions aux limites pour la vitesse d'un fluide visqueux sont : v = 0 
pour =: — —+a, où 2a est la distance entre les plans solides, et le plan : — 0 
est disposé en leur milieu. La même condition H, = 0 pour : = + « doit être 
remplie pour le champ magnétique, car à l’extérieur du fluide le champ est 
constant et égal à H,. ct la composante de H tangente à la frontière est 
‘ continue. La solution des équations (2), (3) satisfaisant à ces conditions est : 


,_.. Ch(a/A)— ch(z/A) .: 4x _ y—(z/a)sh (a/A)—sh (2/A) L 
ei IN CTEN ESS Von ch{a/A)—1 +49 
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où A = . La constante w est la vitesse du fluide dans le plan médian 


z= 0. Elle est liée au gradient de la pression par la relation obtenue en substi- 
tuant (4) dans (3). La vitesse moyenne (sur la section) du fluide est 


a 
- 4 dP aÂ a À 
Tr (ods- T&n (et 5-2) . 


Le rapport += Ve se trouve être le critère donnant l'influence 


du champ magnétique sur l'écoulement du fluide. Pour a/A < 1 on obtient: 
sn 1) v= dP a? 
v=vo | ai] dr n° 
ce qui correspond aux résultats de l’hydrodynamique. Si au contraire a/A 5 1, 
on a 


C= —— 


v= tv ae 2D/A), & ce _ 


L'augmentation du champ magnétique aplatit le profil des vitesses sur la 
majeure partie de la section et diminue la vitesse moyenne du mouvement 
(à gradient de la pression donné). 


$ 52. Ondes magnéto-hydrodynamiques 


Considérons la propagation de petites perturbations dans un 
milieu conducteur homogène placé dans un champ magnétique 
constant uniforme H,. De plus, supposons que la viscosité, la con- 
ductibilité thermique et la résistance électrique (1/06) du milieu 
sont si petites que l'influence de la dissipation d'énergie sur la 
propagation des perturbations peut, en première approximation, 
être négligée !). Les perturbations provoqueront alors des ondes 
non amorties ?). 

En négligeant tous les termes dissipatifs, écrivons le système 
d'équations fondamentales (51,1-4) sous la forme: 


. divH=0, (52,1) 
_ = = rot (v x H), (52,2) 
P+div (pv) = 0, (52,3) 

v 1 
es af (vv) = mr + (rot H) x H. (52,4) 


1) Remarquons qu'en posant 1/6 — 0, on élargit automatiquement le do- 
maine de fréquences où les équations considérées sont applicables: la con- 
dition de l'absence de dispersion 6, qui doit être indépendante du champ magné- 
tique. n’est plus nécessaire. 

2) Cette approximation n'est valable qu’à condition que le coefficient 
d'amortissement des ondes soit petit; ce dernier est calculé dans le problème 
ci-dessous. 
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Pour ce qui est de l’équation (51,6) elle se réduit à l'équation de la 
conservation de l’entropie (condition d'un mouvement adiabatique). 
Conformément à cette équation, si le milieu non perturbé est homo- 
gène, on aura également s — const dans le milieu perturbé, 
c'est-à-dire que le mouvement sera isoentropique. 

Ecrivons 


H=Ho+h, p=po+p, P—Po+p' (52,5) 


où les valeurs constantes d'équilibre sont dotées de l’indice 0, et 
h, p”, p’ sont leurs petites variations dans l’onde. La vitesse v est 
également une grandeur infiniment petite du même ordre s’annulant 
à l'équilibre. Comme le mouvement est isoentropique, les variations 
de la pression et de la densité sont liées par la relation 


Mais (dp/ôp)}, est le carré de la vitesse du son dans le milieu consi- 
déré. En désignant par u, cette vitesse, on a p’ — uÿp’. En négli- 
geant, dans les équations (52,1-4), les grandeurs petites d’ordre 
supérieur au premier, on obtient le système d'équations linéaires : 


divh=—0, 


dh 
x = rot (v X H), 
P + pdivv—0, (52,6) 
ue y 1 
RS Vo — 79 (H X rot h). 


Ici, comme ci-dessous, pour plus de brièveté, nous omettons les 
indices 0 pour les valeurs d'équilibre. Pour une perturbation pério- 
dique dans le temps, la première de ces équations est la conséquence 
de la seconde et on peut ne pas la prendre en considération séparé- 
ment. 

Nous allons chercher les solutions de ces équations sous la forme 
ei&r—ut), c'est-à-dire décrivant la propagation d'ondes planes de 
vecteur d'onde k et de fréquence w. Le système (52,6) se réduit 
alors au système d'équations algébriques : 


—oh=kx(vxXH), 
op’ =pkv, 


2H x (k x h). 


ov + pk= — 
ov+Sspk y 
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La première de ces équations montre que le vecteur h est per- 
pendiculaire à la direction du vecteur d'onde, que nous choisissons 
ci-dessous pour axe des x. Quant au plan passant par k et H, nous 
allons le prendre pour plan xy. En outre, introduisons la « vitesse 
de phase » de l'onde 


Fee o 
=. 
En éliminant p’ à l'aide de la seconde équation et en écrivant les 


autres équations, pour les composantes des vecteurs correspondants, 
on obtient le système suivant: 


H É 
uh,= —v.H,, uv, — me (52,7) 
H> 
uh,=v;l,—v,Hs, uv, = — op h,, 


(52,8) 


2 
ub 


ve (u— À) = dr 


Nous avons ici divisé les équations en deux groupes, dont le 
premier ne contient que les variables h., v., et le second k,, v,, v,. 
11 s'ensuit que les perturbations de ces deux groupes de variables 
se propagent indépendamment les unes des autres. Pour ce qui est 
des perturbations de la densité (et donc de la pression), elles se 
propagent simultanément avec les perturbations de k,, v,, v, et 
sont liées à v, par la relation 


p'=tou. (52,9) 

La condition de compatibilité des deux équations (52,7) donne 
ST 52,10 

! AT Vans PET 


Dans ces ondes, c’est la composante k, (du champ magnétique), per- 
pendiculaire à la direction de propagation de l’onde et à la direc- 

“(fon du champ constant H, qui oscille. La vitesse v, liée à k, par 
la relation 


V- = — Es 
l Vänp 
oscille simultanément avec h.. 

La relation entre w et 4 (loi de dispersion), donnée par la for- 
mule (52,10), dépend essentiellement de la direction du vecteur 
d'onde; il vient: 


(52,14) 
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Cependant la vitesse physique de’ propagation de l'onde est la 
« vitesse de groupe » donnée par la dérivée dw/0k. Ici cette grandeur 
est égale à: 

CIO) H 

%k Vänp 


et ne dépend pas de la direction de k; la direction de propagation 
de l’onde, si l'on entend par là la direction de sa vitesse de groupe, 
coïncide avec la direction de H. 

Considérons les ondes décrites par les équations (52,8). Ecrivons 
le déterminant de ces équations; en l’annulant, on obtient l'équa- 


tion suivante: 
H> Je u?H5, 
(u° —uÿ) (us FT ann . 


C'est une équation bicarrée (par rapport à u); ses racines sont !): 


Hu Hot 
mist{yur Es LE +Ebiyu + Re — PE (52,12) 


Ainsi, nous obtenons encore deux types d'ondes. Dans ces ondes les 
grandeurs oscillantes sont k,, v,, v, (et la densité p”). Les vecteurs 
h, v de ces ondes se trouvent dans le plan des vecteurs H, k. 

Dans le cas limite où H? < 4npuÿ, on a u, æ uw, et (52,8) donne 
vy & vx. En d’autres termes, à la limite, ce type d'ondes donne les 
ondes sonores habituelles, se propageant à la vitesse w,. Le champ 
transversal faible dans l'onde est lié à v, par la relation 


H 
h, Ur —. 
! à 


Dans le même cas limite, u, coïncide en première approximation 
avec u,; de pluson av, 0, v, = —h,IV 4np, tout comme dans 
l’onde du premier type, mais les vecteurs v et h se trouvent ici dans 
le plan kH et non dans le plan qui lui est perpendiculaire. 

Nous voyons de même que dans un fluide incompressible (ce qui 
correspond à la limite formelle u, —> ), il ne reste plus qu'un 
type d'onde ayant deux directions indépendantes de polarisation. 
La loi de dispersion de ces ondes est donnée par la formule (52,10), 
les vecteurs v et h étant perpendiculaires au vecteur d’onde et liés 


1) Les racines de l’équation bicarrée 2% + pr? + 4 = O0 peuvent s'écrire 
sous la forme suivante: 


ct (V=pi2 Vas V = 21 


19—532 
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par la relation 
Venu, (52.13) 
V 4np 
C'est H. Alfvén (1942) qui a le premier étudié ces ondes !). 

Il existe une interprétation simple du fait qu’en présence d’un 
champ magnétique longitudinal, les déplacements transversaux 
du fluide se propagent sous forme d’ondes. Nous avons vu à la fin 
du $ 51 que les lignes de force magnétiques se conduisent (dans un 
fluide où o — œ) comme des lignes « fluides ». Donc le déplacement 
transversal des particules du fluide les courbe et, par conséquent. 
les distend ou les épaissit par endroits. Mais le caractère des forces 
(exprimées par le tenseur des contraintes de Maxwell) agissant 
dans un champ magnétique est tel que les lignes de force magné- 
tiques semblent se rétrécir tout en se repoussant *). C'est pourquoi. 
lors de ce processus des forces « quasi élastiques » apparaissent, 
tendant à les redresser de nouveau, ce qui conduit à l'apparition 
d'oscillations. 

Il faut remarquer que, dans un fluide incompressible, une onde 
magnéto-hydrodynamique plane décrite par les formules (52,10) 
et (52,13) est, en réalité, la solution exacte des équations, valide 
pour tous les champs transversaux h, non obligatoirement petits 
(cependant ceci ne concerne pas la superposition de plusieurs ondes 
planes se propageant dans des directions différentes). En effet, 
reportons-nous aux équations exactes (52,1-4). La troisième 
de ces équations pour un fluide incompressible se réduit à div v = 0. 
Si l'on cherche la solution pour laquelle toutes les grandeurs ne 
dépendent que de la coordonnée x (et du temps £) cette équation 
nous donnera v, — const; en passant à un autre système de coor- 
données se déplaçant uniformément suivant l’axe des z on peut 
toujours obtenir v, — 0. De plus, l'équation div H = O0 donne 
H, = const. En désignant par h les composantes transversales 
de H, les équations (52,2) et (52,4) donnent (pour v, = 0) 

ôh_ y 0V Ôv_ Hx ôh 
_ ot Oz” où  änp ur” 


c'est-à-dire que les équations exactes se réduisent automatiquement 
à des équations linéaires décrivant une onde plane de vitesse de 
phase (52,10), v et h étant liés par la relation (52,13). La composante 


1) Elles sont parfois appelées ondes magnéto-hydrodynamiques. Dans le 
cas général des champs magnétiques non faibles, on ne peut plus séparer les 
ondes magnéto-hydrodynamiques et les ondes sonores. 

2) En effet, supposons que la ligne de force coïncide avec l'axe des :. La 
contrainte longitudinale I,, (51,8) contient alors,le terme négatif —H*/8x, 
et les contraintes transversales T,., 11, le terme positif H1/8x. 
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z de l'équation ‘(52,4) donne 
4 op ( ch 0 


gp x 3np 0x — 


d'où 
P + : = const, 


ce qui détermine la variation de la pression dans l'onde. 
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(52,14) 


Revenons aux formules (52,8) et (52,12) et considérons le cas 
limite inverse où H° > 4npui. En première approximation on 


a pour u2: 


Dr 
Var 


Comme cette expression ne dépend pas de k, la vitesse de groupe 
coïncide en grandeur avec u, et est dirigée suivant k. Dans cette 


Fig. 28 


onde le vecteur v est perpendiculaire à H (fig. 28) et sa valeur abso- 


lue est liée à k — h, par la relation: 
h 
= —— . 
V'änp 
Dans ce cas, pour u:, on a: 


Us = uo TE 


La vitesse de groupe est alors : 


2 _, H 
0k  °H° 


19° 
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Dans cette onde le vecteur v est antiparallèle à H, et sa grandeur 
est liée à k de la manière suivante: 
H? 
h AnpuoH,, ‘ 
Lorsque la relation entre H° et puÿ est arbitraire, tant u: que 
u; dépendent de la direction du vecteur d'onde. Lorsque l’angle 
entre k et H augmente, u, augmente et u; diminue d’une manière 
monotone. Il est facile de voir que l'on a toujours les inégalités 


U = 


U3 LU Us Ur Us Us <Uo- (52,15) 


Sik||H (4, = 0, H,=1H), u: et u; sont respectivement égaux aux 
valeurs maximale et minimale de u, et u, — H/V 4np. Si au con- 
traire k L H (7, = 0, H, = H), on obtient 


Fe He 
= + (52,16) 


et u, et u, s'annulent, c’est-à-dire qu'il ne reste que des ondes d’un 
seul type. 

Dans ce dernier cas, il est possible de trouver les solutions exactes 
des équations de la magnéto-hydrodynamique pour une onde plane, 
sans qu'il soit nécessaire de supposer son amplitude petite 
(S. A. Kaplan et K. P. Stanukovitch, 1954). Pour H, = 0,H, = H 
l'équation (52,1) est satisfaite identiquement, et les équations 
(52,2-4) donnent: 


0H, (rxH) 
LPACIEIEETS (52,17) 
dp , 9 (rxp) _ 
PTE er (52,18) 
dx de 14 OH? x 1 op 
to na pe 621) 


{ 

Il est facile de voir, d'après les deux premières équations, que le 
* rapport H/p = b doit satisfaire à l'équation 
9b 9b 
a tte 0 


PC d 


ou db/dt = 0, où la dérivée totale correspond à la variation de cette 
grandeur lors d’un déplacement de l'élément considéré de fluide. 
Ï1 s'ensuit que si à l'instant initial le fluide est homogène, de sorte 
que b est constant, on aura toujours !): 

= —b= const. (52,20) 


1) Ceci conformément aux résultats généraux pour la relation entre /7/p 
et les lignes de force « fluides » ($ 51), si l’on tient compte du fait que dans 
le cas présent la longueur de ces dernières ne varie pas dans le temps. 
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En substituant A —pb dans la troisième équation, on obtient 
: ; b? - 
—= = ——— = p° 52,2 
ôt + Vx dx (+ ) * (© 1) 


Ainsi, le champ magnétique se trouve éliminé des équations, et le 
problème se réduit à la solution des équations (52,18) et (52,21). 
Mais ces équations ne diffèrent des équations du mouvement unidi- 
mensionnel de l’hydrodynamique que par l’équation d’état du gaz: 
au lieu de l'équation p — p (p) (pour une entropie s donnée) il 
faut prendre l'équation 


P°(P)= PP) +5 6° 


Ceci permet d'appliquer pour le cas de la magnéto-hydrodynamique 
tous les résultats de l’hydrodynamique. En particulier, cela 
concerne les formules de la solution exacte pour les ondes pro- 
gressives unidimensionnelles (solution de Riemann; voir VI, $ 94), 
la grandeur 

_ 


7 (ôp* Ts 0 ; 2, H° 
"eV (sv étre Vutr 
jouant le rôle de la vitesse du son, conformément à la formule (52,16). 


Problème 


Déterminer le coefficient d'absorption d’une onde magnéto-hydrodynami- 
que (en supposant qu’il est petit) dans un fluide incompressible. 
Solution. Le coefficient d'absorption de l'onde est donné par 


où Q est la valeur moyenne (dans le temps) de l'énergie dissipée par seconde dans 
cm3, et q la densité moyenne du flux d'énergie dans l'onde ; l'amplitude de l’onde 
décroît au fur et à mesure de sa propagation proportionnellement à e—Ÿ*, 
Q est donné par le membre de droite de l'équation (51,6); dans un fluide incom- 
pressible pour une onde se propageant suivant l’axe des z (v,. = 0), on a 


ge ei rt … 

(3) Tiénio (& j 

Dans la densité du flux d'énergie (51,9) les petits termes dissipatifs peuvent 
être omis et l'on a 


{ 
Ax— An H>hv. 
£n utilisant les formules (52,10) et (52.13). on obtient : 


nn Lee 
Lo 2u3 ( p +4) î 
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$ 53. Discontinuités tangentielles et rotatoires 


Les équations du mouvement d’un milieu magnéto-hydrodyna- 
mique « parfait » (milieu sans viscosité, conductibilité! thermique 
et résistance électrique) permettent des écoulements discontinus, 
tout comme dans l'hydrod ynamique. 

Pour trouver les conditions qui doivent être remplies sur la 
surface de discontinuité, considérons un élément quelconque de 
cette surface; nous allons utiliser un système de coordonnées se 
déplaçant avec cet élément !). 

Sur la surface de discontinuité, le flux de la substance doit 
rester continu: la quantité de gaz entrant d’un côté de la surface 
doit être égale à la quantité de gaz sortant de l’autre. Ceci veut 
dire que Pin — Palrn, où les indices 1 et 2 se rapportent aux deux 
côtés de la discontinuité, et l’indice z dénote la composante du 
vecteur normale à la surface. Ci-dessous nous allons désigner la 
différence des valeurs d'une grandeur quelconque des deux côtés 
de la surface de discontinuité en la mettant entre accolades. Ainsi, 


on a: 
{our} = 0. 


Le flux d'énergie doit lui aussi être continu. En utilisant l'ex- 
pression (51,9) (et en négligeant les termes dissipatifs) on obtient: 


{on} = {ove (5+w) + Elo —H, (VE) =0 


Le flux de l'impulsion doit également être continu. Cette con- 
dition signifie que ({Il;zr:} — 0, où Il;, est le tenseur de la 
densité du flux de l'impulsion, et n le vecteur unitaire de la normale 
à la surface. A l’aide de (51,8) on obtient les équations: 

La 1 re œ 
! {p-+ po + SE (Hi — 5) } = 0. 


(era LH} =0, 


- Et 
où l'indice t dénote les composantes des vecteurs tangentes à la 
surface. 

Enfin il y a deux autres grandeurs qui doivent être continues. 
Ce sont la composante normale du champ magnétique et la compo- 
sante tangentielle du champ électrique. Si la conductibilité du 
milieu est infinie, le champ électrique d'induction sera: 


E=—tvxH. 
1) Cette condition ne fixe le système de coordonnées que par rapport à sa 


vitesse dans la direction normale à la surface, tandis que l'on peut ajouter 
un vecteur arbitraire constant à sa vitesse tangentielle. 
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Donc, la condition {E;}=0 donne: 
{Havi — H, Un} =(. 


Ci-dessous, il sera plus commode d’utiliser non pas la densité 
du gaz, mais son volume spécifique V = 1/p. Quant à la densité 
du flux de masse à travers la discontinuité nous la désignerons 
par j, soit: 

” 


CI 


Î= Pün = 


<| 


Compte tenu de la continuité de j et de H,, on peut écrire les 
autres conditions aux limites sous la forme suivante: 


j{w+ ++) = F2 {Hive}, (53,1) 
{p} +2 {7} + (Hi) = 0, (53,2) 
j{v) = 72 (Ho), (53,3) 

Ha {vi} = j {VHL}. (53,4) 


C'est le système d’équations fondamental décrivant les disconti- 
auités en magnéto-hydrodynamique. 

En hydrodynamique deux types de discontinuité tout à fait 
différents sont possibles — ce sont les ondes de choc et les 
discontinuités tangentielles (voir VI, $ 81). Mathématiquement 
l'apparition de deux types de discontinuité est liée au fait que cer- 
taines des équations des conditions aux limites peuvent être pré- 
sentées sous la forme d’un produit de deux facteurs s’annulant ; 
lorsque l’on annule chacun des facteurs séparément, on obtient 
deux solutions tout à fait indépendantes. 

Cependant en magnéto-hydrodynamique la forme des équations 
(53,1-4) est différente, et l'on pourrait penser qu'il n’y a qu'un 
seul type de discontinuité englobant tous les cas particuliers possi- 
bles. Il se trouve toutefois qu'ici on a aussi différents types de dis- 
continuité, qui ne se réduisent pas les uns aux autres (F. Hoff- 
man, E. Teller, 1950). 

Considérons avant tout des discontinuités pour lesquelles j = 0. 
Ceci signifie que vin — Van — 0, c’est-à-dire que le fluide se déplace 
parallèlement à la surface de discontinuité. Si de plus 4, 0, 
les équations (53,1-4) montrent que la vitesse, la pression et le 
champ magnétique doivent être continus. Quant à la densité (ainsi 
que l’entropie, la température, etc.) elle doit faire un saut arbitraire. 
Une telle discontinuité que l’on peut appeler « discontinuité de 
contact » est tout simplement la frontière entre deux milieux immo- 
biles de température et de densité différentes. 
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Si pour j = 0 on a également Y, = 0, trois des quatre équa- 
tions (53,1-4) sont alors vérifiées identiquement, et, par consé- 
quent, nous avons là un cas particulier. Nous avons ici un type 
de discontinuité que l’on peut appeler, tout comme en hydrodyna- 
mique, discontinuités tangentielles. Dans ce cas la vitesse et le 
champ magnétique sont tangents à la surface de discontinuité et 
font des sauts arbitraires, tant en grandeur qu’en direction: 


j=0, H,=0, {v}#0, {H}40. (53,5) 


Le saut de densité est également arbitraire et le saut de pression 
est lié à celui de H, par l'équation (53, LE 


W}20, {p+f i = = 0. (53,6) 


Quant aux sauts des autres grandeurs thermodynamiques (entropie, 
température, etc.), ils sont déterminés par les sauts de V et de p 
à l’aide de l'équation d’état du gaz. 

Les .discontinuités pour lesquelles la densité du gaz ne fait pas 
de saut correspondent à un autre type. Par suite de la continuité 
du flux j = v,/V, l'absence du saut de densité conduit immédia- 
tement à ce que la composante normale de la vitesse est également 


continue : 
iÆ0, {V}=0, {v,}=0. (53,7) 


Puis, dans le membre de droite de l'équation (53,4) on sort V 
des accolades et en divisant cette équation par l'équation (53,3) 
on obtient: 


H, 
= Var (53,8) 
pre quoi l'équation (53,3) ou (58, 4) donne : 
w}j=y ZM. (53,9) 


Dans l'équation (53.1), on écrit w — e + pV; compte tenu de la 
continuité de V, en substituant H, conformément à (53,8) et en 
regroupant les termes. on obtient: 


jt+iv {p+ Emi} +1 {(n-/ Em) =0. 


Le second terme s’annule conformément à (53,2) et le troisième 
conformément à (53.9) de sorte qu'il reste {e} — 0, c’est-à-dire 
qu'en plus de la densité, l’énergie interne est également continue. 
Mais toute autre grandeur thermodynamique est déterminée d’une 
manière univoque lorsque l'on se donne les deux grandeurs & et V. 
Ainsi. toutes les autres grandeurs thermodynamiques, y compris 
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la pression, sont également continues. L'équation (53,2) entraîne 
alors la continuité du carré HŸ, c'est-à-dire de la valeur absolue du 


vecteur H,: 
{p}=0, {H:}=0. (53,10) 


Le fait que H, et H, sont simultanément continus signifie que la 
valeur absolue totale du vecteur H et l'angle formé par ce vecteur 
et la normale à la surface restent constants. 

Les formules (53,7-10) déterminent toutes les proprietés 
des discontinuités considérées. Sur celles-ci les grandeurs thermody- 
namiques du gaz sont continues, et le champ magnétique tourne 
autour de la direction de la normale tout en restant constant en 
valeur absolue. La discontinuité du vecteur H,; provoque un saut 
(conformément à (53,9)) de la composante tangentielle de la vitesse. 
Quant à la composante normale de la vitesse v, — jV, elle est con- 
tinue et égale à 


= HV Let (53,11) 


Nous appellerons des discontinuités de ce type discontinuilés rota- 
loires. 

Il faut remarquer qu’un choix judicieux du système de coordon- 
nées permet de rendre la vitesse du gaz parallèle au champ des deux 
côtés de la discontinuité rotatoire. Il suffit de passer dans un nouveau 
système de coordonnées (voir note page 294), se déplaçant par rap- 
port au système initial à la vitesse 


T V 
Vie — His ÿ2 = Vat — H:: VE 5 


Dans ce nouveau système de coordonnées, des deux côtés de la 
discontinuité, les rapports des trois composantes de v aux compo- 


santes correspondantes de H sont les mêmes et égaux à V V/41. 


c'est-à-dire que 
n=HVZ, v=-Rÿ 2. (53,12) 


Ainsi, dans ce système de coordonnées la vitesse tourne avec le 
champ magnétique, tout en restant constante en valeur absolue; 
l'angle formé par le champ magnétique et la normale reste également 
constant. 

La vitesse v,, prise avec le signe inverse, est la vitesse de dépla- 
cement de la discontinuité par rapport au fluide. Elle coïncide avec 
la vitesse de phase (z,) de l’un des trois types d'ondes magnéto- 
hydrodynamiques ($ 52). C'est en quelque sorte par hasard que 
cette coïncidence a lieu pour une discontinuité rotatoire arbitraire: 
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cependant, pour des petits sauts des grandeurs une telle coïncidence 
est obligatoire. En effet, une telle discontinuité représente une 
faible perturbation, pour laquelle la vitesse v et le champ magnt- 
tique H ont de faibles accroissements, perpendiculaires au plan 
passant par H et la normale n à la surface. Cette perturbation se 
rapporte justement au type dont la vitesse de phase est u,. La vitesse 
physique de propagation du front de la petite perturbation est 
déterminée par la composante normale de la vitesse de groupe. 
c'est-à-dire la composante suivant le vecteur d'onde k. Mais comme 
la relation entre «w et k est linéaire, on a: 


40 

%k k=— œ, 

de la composante en question coïncide avec la vitesse de phase 
w/k — Ui. 

Bien que les discontinuités tangentielles et rotatoires soient 
de deux types différents, il y a des discontinuités qui ont à la fois 
des propriétés de ces deux types. Ce sont les discontinuités sur 
lesquelles v et H peuvent tourner tout en restant tangentiels et 
constants en valeur absolue. 

En hydrodynamique, les discontinuités tangentielles sont tou- 
jours instables par rapport à des perturbations infinitésimales. 
ce qui conduit rapidement à leur étalement dans le domaine turbu- 
lent. Le champ magnétique a un effet stabilisateur sur le mouvement 
du fluide conducteur, et les discontinuités tangentielles peuvent 
s'y trouver stables. C’est la conséquence naturelle du fait que les 
déplacements transversaux (par rapport au champ) du fluide lors 
de la perturbation sont liés à l'extension des lignes de force magnt- 
tiques qui lui sont « collées » et, par suite, conduisent à l'apparition 
de forces tendant à rétablir le mouvement non perturbé. L'étude 
des, discontinuités dans un fluide incompressible (effectuée par 
S.%. Syrovatski, 1953) conduit aux deux inégalités suivantes, qui 
doivent être remplies simultanément pour que la discontinuité soit 
stable: 

id H°+ H:> 2npv? 

is , (53,13) 
(H, X BH}? > 2xp [(Hi X v)* + (H2 x v)°], 
Où V — V2 — v, est le saut de la vitesse sur la discontinuité (voir 
problème 1 de ce paragraphe) !). 


1) Si les densités des milieux incompressibles des deux côtés de la dis- 
continuité sont différentes, il faut remplacer p par 
2p1Pe 
Pi +2 
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Cependant, comme la viscosité et la résistance électrique du 
fluide ne sont pas infinitésimales, bien qu'elles soient petites. la 
discontinuité tangentielle ne restera pas en tant que telle durant 
un temps infiniment long, même si les conditions (53,13) sont rem- 
plies. Bien que la turbulence n’apparaisse pas, nous avons, au lieu 
d'une discontinuité brusque, un domaine intermédiaire s'élargis- 
sant peu à peu; dans ce domaine la vitesse et le champ magnétique 
varient d’une manière continue d'une valeur à l’autre. 

Il est facile de s'en rendre compte au moyen des équations (51.12) 
et (51,13) en conservant les termes dissipatifs. Choisissons pour axe 
des zx la direction de la normale à la discontinuité. Supposant que 
toutes les grandeurs ne dépendent que de la coordonnée x (et peut- 
être du temps), écrivons les composantes transversales de ces équa- 
tions : 

0Hr _ c? 92Hr 

DL An dr? 
Over d2vt 
t or? 


(53,14) 


(le fluide est supposé incompressible). Si l'on suppose que le mou- 
vement est stationnaire, les membres de gauche de ces équations 
sont remplacés par des zéros. Mais alors l’unique solution, restant 
finie pour x —> +oo, est H, = const, v, -- const, ce qui est en con- 
tradiction avec l'hypothèse selon laquelle ces grandeurs doivent 
varier. Ainsi, la discontinuité tangentielle ne peut pas avoir une 
largeur stationnaire (qui s'établit par exemple pour une onde de 
choc faible). Les équations (53,14) ont la forme de l'équation de la 
conductibilité thermique. Conformément à la théorie de la conducti- 
bilité thermique, la discontinuité des grandeurs décrites par cette 
équation s'étale (dans le temps) formant une région intermédiaire 
dont la largeur croît proportionnellement à la racine carrée du temps. 
Comme les coefficients dans les deux équations (53,14) sont diffé- 
rents, les largeurs 6, et 6; des domaines de variation de la vitesse 
et du champ seront également différentes : 


&—VvE, on —- (53,15) 
Pour ce qui est des discontinuités rotatoires. elles se trouvent 
être stables (dans un fluide incompressible) par rapport à des per- 
turbations infinitésimales pour des valeurs arbitraires du champ 
magnétique (S. Z. Syrovatski, 1953). Cependant, tout comme les 
discontinuités tangentielles elles ne peuvent avoir la largeur station- 
naire, et sous l'influence de la viscosité et de la résistance électrique 
du milieu elles s’élargissent dans le temps (voir problème 2). 
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Problèmes 


1. Trouver les conditions de stabilité de la discontinuité tangentielle dans 
un fluide incompressible de conductibilité parfaite placé dans un champ 
magnétique ($. /. Syrovatski). 

Solution (comparer avec VI, $ 30). On écrit: 


V=vVo+v', P=po+4p". H=Ho+H”, 
où Vo, Po Ho sont les valeurs constantes non perturbées (des deux côtés de la 
discontinuité), et v’, p’, H’ des petites perturbations. En substituant dans les 
équations (51,11-13), on obtient pour un fluide parfait : 


divu’=0, divv'—0. (1) 
= (uv) v'—(v9)u’, (2} 


D + (49) v'= + Fp'—(uxXrotu’)= —+ V (p'+puu’)+ (uv) u’. (3} 


Pour plus de brièveté nous omettons l'indice zéro et introduisons la désignation 
u—H/Vänp. En prenant la divergence de l'équation (3), compte tenu de (1} 


on obtient: 
A (p°+ puu’) —0. (4) 


Soit z — à le plan de discontinuité; les vecteurs v et u lui sont parallè- 
les. Dans chacun des deux demi-espaces z > 0 et x << 0 on cherche les grandeurs 
v’,u’, p’ sous une forme proportionnelle à ef(K"—®1).Xx, où k est un vecteur 
bidimensionnel dans le plan y. :. L'équation (4) donne k? — x? = 0, de sorte 
qu'il faut poser x = +4 du côté z < 0 et x = —k du côté x > 0. Puis, élimi- 
nons vx des composantes suivant l'axe des z des équations (2) et (3); on 
obtient 1): 


p'+puu'= és [(@— kv)2— (ku)?]. (5) 


Soit à = & (y. =, t) le déplacement suivant l'axe des z de la surface de 
discontinuité lors de la perturbation. Sur la surface déplacée les conditions (53.5 
et (53,6) doivent être remplies, soit : 

{p+p(u+u'})?}e {p° Houu’}=0, 
L Una ur, au’, —(ui9) 0. (6) 


L3 


una tu, eu, —(uaV) L—0 


(là cendition de l’absence du flux de fluide à travers la surface de discontinuité 
est automatiquement remplie). | 

En posant & — const-e{(K"—%!) et en éliminant &, u,1, u,» des trois équa- 
tions (6). on obtient une équation déterminant les valeurs possibles de © : 


(@—kvi)? +(@—kve)2= (ku,)2 + (ku2)?. 
Cette équation du second degré n'a pas de racines complexes, si 
2 (kus)2+42 (ku2)?—(k, va— v1)25>0 
ou 
Quiuir + uoiuog — (voi — vi) (or —vir)] Kikr > 0. 


1) Le cas où l'expression entre crochets s’annule ne nous intéresse pas, 
car & est alors réelle, tandis que l'instabilité ne peut avoir lieu que si w est une 
grandeur complexe. 
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Cette forme quadratique est positive, si la trace et le déterminant du ten- 
seur du second ordre se trouvant entre crochets sont positifs, ce qui donne les 
conditions (53,13) dans le texte ci-dessus. 

2. Trouver la loi d'élargissement dans le temps de la discontinuité rotatoire. 

Solution. Supposant que toutes les grandeurs ne dépendent que de 
la coordonnée x (et du temps), on trouve à partir des équations div v — 0 et 
div H = 0 que v, = const, H, = const. Supposons que Île système de coordon- 
nées soit choisi de telle sorte que les valeurs de v et de H des deux côtés de la 
discontinuité (c'est-à-dire loin de la couche intermédiaire) sont liées par les 
relations (53,12); on a alors v, —u, (u est la même grandeur qu’au problème 1). 
Pour les composantes transversales u, et vs, (51,12) et (51,13) donnent les équa- 
tions: 


êu, out ve c? d°ur 

ns — = — ns 

dt “VX Gr 07 + ox? ? «) 
dv: dv? ôue dvi 


Fr me Er LIT 


Comme pour z = oo la différence v, — u, s’annule conformément à (53,12), 
elle est petite par rapport à la somme ve + us à l'intérieur de la couche inter- 
médiaire. En additionnant les équations (1), on peut donc négliger le terme 
contenant la différence vs — us et l’on obtient 


è 1 pet , V6 ,., 
ETS (veu) 2 (tv) atti us). 
Cequi montre que la largeur de la discontinuité varie suivant la loi: 
f 


ô — V (+) ê. 


$ 54. Ondes de choc 


Nous allons passer à l'étude du type particulier de disconti- 
nuité où: 
iÆ0, {V; #0. (54,1) 


Tout comme en hydrodynamique ces discontinuités s'appellent 
ondes de choc. Elles sont caractérisées par un saut de la densité et 
par le fait que le gaz se déplace à travers ces discontinuités (r,; 
et v,» sont différentes de zéro). Pour ce qui est de la composante 
normale du champ magnétique, elle est en général différente de 
zéro, mais pour cas particulier on peut avoir H, — 0. 

En comparant les équations (53.3) et (53,4) on voit que (pour 
H, = 0) les vecteurs H;: — H,, et VoHys — VH,, sont parallèles 
au vecteur Ve, — Vis, ils sont donc parallèles entre eux. Il s'ensuit 
également que les vecteurs H},, et H,, sont eux aussi parallèles. 
c'est-à-dire que les vecteurs H, et H: et la normale à la surface se 
trouvent dans le même plan, contrairement à ce qui a lieu pour les 
discontinuités tangentielles et rotatoires, pour lesquelles les plans 
H;,n et H:. n ne coïncident en général pas. Ce résultat est égale- 
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ment vrai dans le cas où H, = 0, lorsque selon (53,4), on a V,H,, = 
= V:H:, (ce cas sera examiné en détail ci-dessous). 

Pour ce qui est de la vitesse, le saut v,; — v,, se trouve dans le 
même plan que H;, H:. Avec autant de généralité, on peut évidem- 
ment supposer que les vecteurs v, et v, se trouvent eux aussi dans 
le même plan. de sorte que le mouvement dans l'onde de choc est 
bidimensionnel (plan). Plus encore, il est facile de voir qu’à l’aide 
d'une transformation appropriée du système de coordonnées on 
peut toujours (pour H, - 0) faire parallèles les vecteurs v et H 
des deux côtés de la discontinuité. Pour cela il faut passer à un 
nouveau système de coordonnées. se déplaçant par rapport au système 
initial à la vitesse : 

Un IV 
Ve 7. Me ve Hi 
(les valeurs de cette grandeur des deux côtés de la discontinuité 
sont égales par suite de la condition aux limites (53,4)). Dans les 
formules ci-dessous, nous n’allons cependant pas supposer un choix 
spécial du système de coordonnées. 

Introduisons maintenant la relation qui correspond, pour les 
ondes de choc de la magnéto-hydrodynamique, à l’adiabatique 
d'Hugoniot de l’hydrodynamique. En éliminant {v;} des équations 
(53,3) et (53.4) on obtient la relation suivante: 


(VH)= (Hi: (54,2) 


nous écrivons ici H, au lieu de H,, car H,, et H,, sont parallèles. 
Pour éliminer v, de l’équation (53,1) écrivons cette dernière sous 
la forme suivante: 

2 1 H 2 { n 1 
to +5 {v2}++ { (u-7 H:) } + (VA) — go A (H1} = 0. 


Le troisième terme s'annule en vertu de l’équation (53,3), ainsi 
v. est éliminée. Substituons j* de (54,2) dans le dernier terme et 
Ï5 de (53.2) dans le premier, c’est-à-dire écrivons 
1 
… Pa—ritgx (li, —H?) 
1 Vi V2 
Un calcul assez simple donne finalement : 

(ee—e)+ PP (V, Vi) + (Va Vi) (Hio— Hu)=0. (54,4) 


C'est l'équation cherchée de l’« adiabatique de choc » de la magnéto- 
hydrodynamique. Cette équation diffère de l'équation correspondan- 
te de l'hydrodynamique par la présence du dernier terme. 


(54,3) 
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Ecrivons une fois de plus l’équation (53,3): 
viva = RE (He — Hs). (54,3) 

donnant le saut de v, en fonction de celui de H,. Les équations 
(54,2-5) forment le système complet d'équations décrivant les 
ondes de choc. Lorsque les sauts de toutes les grandeurs tendent 
vers zéro, la vitesse de propagation de l’onde de choc doit tendre 
vers la vitesse de propagation des petites perturbations. En hydro- 
dynamique ceci signifie que la vitesse des ondes de choc faibles tend 
vers la vitesse du son. En magnéto-hydrodynamique il y a deux 
vitesses possibles (u et u:) de propagation des ondes de choc faibles !). 

Considérons plus en détail les ondes de choc faibles. Nous allons 
déterminer notamment comment varient les diverses grandeurs 
caractérisant ces ondes. En développant l'équation (54,4) suivant 
les puissances des sauts de la pression et de l’entropie, on 
obtient (voir VI, $ 83): 

T (—s)=5 (2), ep — (TE), @:—p) (Hi2— He). 


(54,6) 


Lorsque le gaz passe à travers l’onde de choc, son entropie ne 


peut qu’augmenter : s > s. Mais conformément à l’une des inégalités 
2 


thermodynamiques (Fr), <0, en outre la dérivée (SE), est en fait 
positive pour tous les milieux envisagés ici. C’est pourquoi d'a- 
près (54,6), on voit que la condition s, >> s, entraîne les inégalités 
P2 > pi et, par conséquent, V: < V,. Ainsi, tout comme en hydro- 
dynamique, l’onde de choc est une onde de compression. Ce résultat, 
qui a été démontré ici pour les ondes faibles, doit sans doute être 
vrai pour les ondes de choc d'intensité arbitraire. 

Pour les ondes de choc faibles on peut faire certaines affirmations 
quant au sens de la variation du champ magnétique. Les variations 
des différentes grandeurs, lors d’une faible perturbation de l'état 
du gaz, sont liées par les formules (52,8) et (52,9). Pour les varia- 
tions ôp — p2 — p1, Ô (HF) = Hi — Hf,, on trouve: 


Ô (H5) = 8nôp (u° — u}). 


Comme us > Uo, Us uo (voir (52,15)), et puisqu'on a toujours 
ôp > 0 (conformément à ce qui a été dit ci-dessus), on voit que 
dans les deux types d'ondes de choc faibles, le sens des variations 
de H? (et, par conséquent, de H° — H? + H£) est différent. Dans 


1) Quant aux perturbations du type des discontinuités rotatoires, elles 
se Pr pui à la vitesse u, (comme nous l'avons déjà mentionné au paragraphe 
précédent). 
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l'onde se propageant à la vitesse —u., le champ magnétique est 
amplifié, et dans une onde de vitesse —u; il est affaibli. 

Considérons maintenant des ondes de choc dans des champs 
magnétiques faibles, c'est-à-dire supposons que des deux côtés 
de la discontinuité on a H° & pu°. Nous n’imposons aucune restric- 
tion supplémentaire aux sauts de toutes les grandeurs; en particu- 
lier. le saut du champ magnétique peut être comparable au champ 
lui-même. 

Il ya ici, de nouveau, deux cas possibles. Si les sauts de la den- 
sité et de la pression ne sont pas trop petits, on peut, en première 
approximation. négliger le dernier terme dans l'équation (54.4), 
ainsi que le champ magnétique dans la formule (54.3). Nous reve- 
nons alors aux formules habituelles de l’hydrodynamique. De cette 
façon. tant la relation existant entre les sauts des diverses grandeurs 
thermodynamiques que la vitesse de propagation des ondes seront 
les mêmes que dans les ondes de choc ordinaires. Pour ce qui est 
des variations du champ magnétique, elles sont données par la 
relation (54,2). Comme le membre de droite de l'égalité est une 
grandeur petite du troisième ordre (par rapport au champ), le membre 
de gauche doit être du même ordre. En première approximation 
on peut poser {VH,} = VoHis — ViHn æ 0, d’où 


Comme dans une onde de choc ordinaire on a toujours Vi >> V2, 
on voit que dans une onde du type considéré le champ magnétique 
est amplifié. 

Les équations (54,2-4) donnent également une autre possi- 
bilité. L'hypothèse d'un champ petit est compatible avec l’équa- 
tion (54,2) également pour une onde dans laquelle V, = V: et j* 
es} une grandeur petite du second ordre, égale à 


= x (54,7) 


où” V est la valeur commune de V; et V2. L'équation (54,3) montre 
que si l’on pose V, — V2, on doit, à la même approximation, poser 


Papi — ge (Hi—Hh). (54,8) 


Le fait que la densité reste inchangée signifie qu’une onde de 
choc de ce type peut être considérée comme une discontinuité dans 
un fluide incompressible. Le vecteur H, (et v,) fait ici un saut en 
grandeur sans changer de direction, tandis que le saut de pression 
est déterminé (à densité constante) par le saut du champ magné- 
tique à l’aide de la formule (54,8). La vitesse de propagation de 
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cette discontinuité est 
ps 
V 
Vu = Vu = )V = H;h V FER 


Ce résultat est tout à fait naturel et on aurait pu prévoir d'avance 
l'existence de telles discontinuités. Nous avons vu au $ 52 que 
dans un fluide incompressible, il n’y a qu’une seule vitesse de pro- 
pagation des petites perturbations du champ magnétique, égale 
à H/V 410. Donc, les fronts des petites perturbations se déplacent 
à la vitesse u, — H,/V 4xp, pour une variation 6H, tant perpendi- 
culaire que parallèle au plan passant par H et n. Aux premières 
de ces perturbations correspondent les discontinuités rotatoires 
de faible intensité (ce qui a déjà été mentionné au paragraphe 
précédent), tandis qu'aux secondes (pour des sauts petits) — les 
discontinuités qui viennent d’être étudiées. 

Pour trouver la direction de la variation du champ magnétique 
dans ces discontinuités, considérons l'équation (54,4) que nous 
n'avons pas encore utilisée; écrivons cette équation sous la forme 
(54,6) (cette équation n'exige pas que le saut du champ magnétique 
soit nécessairement petit par rapport au champ lui-même). En 
substituant la différence p> — p, de (54,8), on trouve que le second 
terme du membre de droite de (54.6) est une grandeur petite du qua- 
trième ordre et le premier du sixième ordre et peut donc être négli- 
gé. La condition s: > s, donne 


His < Hi 


c'est-à-dire que le champ magnétique dans cette discontinuité 
décroît. 

Revenant de nouveau aux ondes de choc d'intensité arbitraire 
dans des champs magnétiques arbitraires, considérons deux cas 
particuliers. Supposons que du côté Z le champ magnétique soit 
perpendiculaire au front de l’onde de choc, c'est-à-dire que H,, = 0. 
L'équation (54,2) prend alors la forme suivante: 


da H; 
ÏVaHu= es Hz. 


Ceci montre soit que H,2 = 0, soit que H},: doit avoir une valeur 
arbitraire et que 


Dans le premier cas, étant éliminé de toutes les équations, le champ 
magnétique reste perpendiculaire à la surface de discontinuité 
et n'influe pas sur les propriétés de l'onde de choc. Dans le second 
cas nous avons une onde de choc avec changement de direction du 
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champ; cette onde se propage, par rapport au gaz restant derrière 
elle, à la vitesse 
Hn 


Vaänpz 

Un autre cas particulier est une onde de choc parallèle à la 
direction du champ des deux côtés de la discontinuité (H, — 0) 1). 
Dans ce cas, (54,5) donne vs: = V1, c’est-à-dire que la composante 
tangentielle de la vitesse reste continue. Un choix approprié du 
système de coordonnées permet toujours d'obtenir v, — O0 des deux 
côtés de la discontinuité, c'est-à-dire que le gaz se déplace per- 
pendiculairement à la discontinuité ; supposons que ceci est réalisé. 
L'équation (54,2) donne alors: 


V2Ho = VH:. 


Compte tenu de cette relation, il est facile de voir que les équations 
(5,43) et (54,4) peuvent être écrites sous la forme 


Une = jV2= 


ee + TPE (V,—v)=0, 


qui ne diffère de celle des ondes de choc ordinaires, en l'absence 
de champ magnétique, que par l'équation d'état: au lieu de l'équa- 
tion réelle p = p (V, s) il faut utiliser l'équation p* = p* (V,s), où 


b2 
P°=P+pys: 


la lettre b désignant le produit constant HV. e* doit donc être 
* 


décrite de telle sorte que la relation thermodynamique (T), = —p* 
sait satisfaite, d’où: 


. di sub 
: & sets. 

_- Dans le paragraphe précédent nous avons mentionné qu’il existe 
des discontinuités ayant à la fois les propriétés des discontinuités 
tangentielles et rotatoires. Une relation analogue existe entre ces 
discontinuités et les ondes de choc. Le cas intermédiaire entre les 
ondes de choc et les discontinuités rotatoires est la discontinuité 
dans laquelle la densité ne change pas et la variation du champ 
magnétique se réduit au changement de signe de H,. Le cas inter- 
médiaire entre les ondes de choc et les discontinuités tangentielles 


1) Pour Æ, = 0 on n’a qu’un seul type d'onde de choc, vu que l’une des 
vitesses u> où u3 est nulle. Aux perturbations correspondant à la vitesse us 
nulle correspondent des discontinuités tangentielles faibles, immobiles par 
rapport au fluide. 
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sont les discontinuités sur lesquelles v, =: 0 et H, — 0, tandis que 
H, fait un saut de grandeur arbitraire sans changer de direction. 
Pour conclure l'étude des discontinuités magnéto-hydrodynami- 
ques énumérons une fois de plus leurs types essentiels : 
1. Discontinuités de contact : 


j=0, {v}=0, {V}#0, {p}=0, HiÆ0, {H}=0. 
2. Discontinuités tangentielles : 

j=0, {#0 {V}#0, {+8} =0. Ha=0, {Hi} 20. 
3. Discontinuités rotatoires : 


Î Æ 0, {vi} Æ 0, {V} ou 0, {p} a 0, H, Æ 0; 
le vecteur H,; tourne sans changer de grandeur. 


4. Ondes de choc : 
1#0, {V}Æ0; 


les vecteurs H,, H;, n sont coplanaires. 
Des cas intermédiaires sont possibles entre ces quatre types 
conformément au schéma suivant: 


1 
| 
2 


FN 
3— 4 


$ 55. Champ magnétique spontané 
dans un fluide conducteur en mouvement turbulent 


Le mouvement turbulent d’un fluide conducteur a une propriété 
remarquable: il peut conduire à l’apparition spontanée de champs 
magnétiques relativement intenses. Dans un fluide conducteur 
il y a toujours de petites perturbations dues à des effets étrangers 
au mouvement du fluide ‘) et accompagnées de l'apparition de 
champs électriques et magnétiques très faibles. Nous nous proposons 
d'étudier la manière dont se conduisent ultérieurement ces pertur- 
bations; il s'agit de savoir si le mouvement turbulent conduira 
en moyenne à une amplification ou à un affaiblissement de ces 
perturbations dans le temps. Les considérations exposées ci-des- 
sous montrent que les deux cas sont possibles, suivant les 
propriétés du fluide ?). 

1) Par exemple, l'effet magnéto-mécanique dans les régions en rotation 
du fluide, ou même les fluctuations thermiques. 

Pre Les résultats exposés dans ce paragraphe sont dus à G. K. Batchelor 
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Deux facteurs entrent en jeu lors de la variation temporelle 
des perturbations du champ magnétique. D'un côté la dissipa- 
tion de l'énergie magnétique sous forme de chaleur Joule dégagée 
par les courants induits tend à diminuer le champ. D'un autre côté 
l'effet spécifique magnéto-hydrodynamique d'« extension » des !i- 
gnes de force tend à augmenter le champ magnétique. A la fin du 
$ 51 nous avons montré que lors du mouvement du fluide (de con- 
ductibilité suffisamment grande) les lignes de force magnétiques se 
déplacent également comme un fluide, le champ magnétique variant 
proportionnellement à l’extension de la ligne de force en chacun 
de ses points. Mais lors d’un mouvement turbulent, deux particules 
quelconques voisines de fluide s’éloignent en moyenne dans le temps. 
De sorte que les lignes de force se détendent et le champ magnétique 
s'amplifie. 

Nous allons montrer que dans des conditions appropriées ces 
deux effets opposés peuvent se compenser. Nous trouverons ainsi 
le critère déterminant les cas où les perturbations du champ ma- 
gnétique vont croître et où elles vont décroître. 

Tant que le champ magnétique apparaissant lors du mouvement 
du fluide est suffisamment faible, on peut négliger son influence 
réciproque sur le mouvement. En d’autres termes, nous aurons à 
faire à une turbulence purement hydrodynamique, créant un « fond » 
sur lequel des perturbations magnétiques se développent. Nous al- 
lons supposer que le champ turbulent des vitesses est stationnaire, 
dans le sens adopté dans la théorie de la turbulence, c'est-à-dire 
que les caractéristiques moyennes restent constantes !). 

Du point de vue mathématique l’approximation indiquée signi- 
fie que nous négligeons les termes quadratiques par rapport au 
champ dans l'équation du mouvement (51,13), c'est-à-dire que 
nous revenons à l’équation ordinaire de Navier-Stokes: 

ôv p 
! 2 NNV= = FvAr 
‘ (nous supposons le fluide incompressible). Si l’on écrit le terme 
{YS) vde la manière suivante: 


(V)v= grade —v X rot v 
et si l’on prend le rotationnel des deux membres, on obtient : 
2 rot (v X @)+ vAQ, (55,1) 


où l’on a introduit la désignation @ = 1/2 rot v. 


1) Il s’agit des moyennes prises dans des intervalles de temps de l’ordre des 
périodes des pulsations turbulentes correspondantes, qui sont évidemment 
petits par rapport au temps total de l’observation. 


CHAMP MAGNÉTIQUE SPONTANÉ 309 


Comparons cette équation avec l'équation (51,2): 


0H c? L 
x =rot(vxH)+7 AH, (55,2) 


déterminant (pour une distribution donnée des vitesses) la variation 
du champ magnétique dans le temps. Nous voyons que les équations 
pour @ et H ont des formes identiques et coïncident si v = c*/A4ro. 
Par conséquent, dans ce dernier cas, il existe une solution de l’équa- 
tion (55,2) telle que 


H= const-Q. (55,3) 
De sorte que, si 
c?2 
V= 7? (55,4) 


il peut alors exister un champ magnétique stationnaire (dans le 
même sens du terme). En moyenne ce champ ne peut ni décroître 
ni croître quelle que soit la valeur du coefficient constant dans 
(55,3). On peut dire que nous avons là un équilibre indifférent, 
dans lequel les deux facteurs mentionnés ci-dessus agissant sur la 
variation du champ magnétique se compensent. 

Il en résulte évidemment que si la conductibilité du fluide est 
supérieure à c‘/Anv, les pertes dissipatives d'énergie électromagné- 
tique sont insuffisantes pour compenser l'effet d'amplification du 
champ magnétique dû à l'extension des lignes de force. Nous arri- 
vons ainsi à l'inégalité suivante: 

Anvo 
c? 


>1 (55,5) 


qui est la condition de l’apparition spontanée des champs magné- 
tiques dus à l’accroissement des petites perturbations magnétiques !). 

On peut dire que c’est là la condition de l'instabilité du mou- 
vement turbulent par rapport aux perturbations magnétiques infi- 
nitésimales. Ce qui est remarquable, c’est que l’on peut établir non 
seulement l’ordre de grandeur de cette condition mais aussi le 
coefficient numérique exact *). 

En tant que critère de l’amplification du champ, la condition 
(55,5) est valable tant que l’on peut négliger l'influence inverse 


1) La condition (55,5) est très stricte. Ainsi, pour le mercure (o = 1016s-1, 
v = 1,2-10-%cm?/s) la grandeur se trouvant dans le membre de gauche de (55,5) 
n’est que 1,5-10-7. Comme o et v augmentent avec la longueur L libre parcours 
des porteurs de charges et de masse respectivement, la condition (55,5) peut 
être satisfaite pee exemple pour la chromosphère et la couronne solaire, le gaz 
ionisé interstellaire. 

2) 1 faut indiquer que les arguments donnés ne sont pas suffisants pour 
une démonstration correcte. Ainsi, /. B. Zeldovitch a montré qu’ils ne sont pas 
applicables au cas hypothétique de la turbulence « bidimensionnelle » (voir 
Soviet Physics (JETP) 4, 460, 1957). 
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du champ magnétique sur le mouvement du fluide (ce qui a été 
admis pour la démonstration de (55,5)). L'amplification du champ 
durera jusqu’à ce que s’établisse un certain état stationnaire, dans 
lequel on ne peut plus négliger l'influence inverse du champ. Bien 
qu’en toute rigueur, dans cet état, les propriétés purement hydrody- 
namiques de la turbulence ne coïncident plus avec les propriétés 
données a priori, pour déterminer le caractère qualitatif de 
la distribution et l’ordre de grandeur du champ magnétique établi, 
ceci est sans importance. 

Il est facile de voir que la distribution du champ magnétique 
doit être analogue à la distribution turbulente de @. En effet, on 
peut se représenter Q comme la vitesse angulaire du fluide en un 
point donné de l’espace. Puisque les lignes de force magnétiques 
se déplacent avec le fluide, le vecteur H tourne à la même vitesse. 
Par conséquent, si en deux points quelconques du flux turbulent, 
les valeurs instantanées de Q ne sont pas en moyenne corrélées, les 
vecteurs H en ces points vont également tourner sans corrélation 
et leur orientation relative va varier dans le temps d’une manière 
tout à fait chaotique. 

A cet effet, rappelons quelques propriétés purement hydrodyna- 
miques de la turbulence (voir VI, $ 31-33). Le mouvement turbu- 
lent peut être considéré comme un ensemble de « pulsations tur- 
bulentes » à des échelles différentes. en commençant par l’« échel- 
le externe » {/ maximale jusqu’à l'« échelle interne » Àÿ minimale. 
La première coïncide avec les longueurs caractéristiques déterminant 
les dimensions du domaine où il y a un mouvement turbulent. La 
seconde détermine l'ordre de grandeur des distances où la viscosité 
et, par conséquent, l'énergie dissipée deviennent importantes. À, peut 
s'exprimer en fonction de / et du nombre de Reynolds R e# du 
mouvement turbulent en entier (x est de l’ordre de la variation 
defla vitesse moyenne à des distances égales à {) ou en fonction 
de*l'énergie €, dissipée par seconde par gramme de fluide, confor- 
mément à la formule suivante: 


v3\1/4 l 
À Tr. (©) TR (55,6) 


æ 


La corrélation des vitesses v, et v° en deux points / et 2 se trou- 
vant à la distance À est déterminée par les pulsations de l'échelle À. 
Conformément à la loi de Kolmogorov-Oboukhov pour des distan- 
ces telles que À © 0, on a: 


AviAvg co A3, 
où Av=—v2—v;. Tandis que pour des distances À € A9 on a 
Avi ADR © A2. 
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On peut facilement en déduire la corrélation des vitesses angulaires. 
Comme les composantes @, et @. s'expriment respectivement en 
fonction des dérivées de v; et v», en dérivant Av,;Av, une fois par 
rapport aux coordonnées du point / et une fois par rapport aux 
coordonnées du point 2, on trouve: 


QuGon co As pour À © À 


Res (55,7) 
QuiQor — const pour À € À- 


Ces formules montrent que les corrélations importantes des vitesses 
angulaires n'existent qu'à des distances inférieures à À, en dimi- 
nuant rapidement à des distances plus grandes. 

Conformément à ce qui a été dit ci-dessus, la distribution du 
champ magnétique spontané qui s'établit a le même caractère. 
La distribution n’est corrélée qu’à des distances de l’ordre de —20. 
A des distances plus grandes l'orientation mutuelle des vecteurs H 
est pratiquement chaotique. 

L'ordre de grandeur du champ magnétique est maintenant facile 
à déterminer par l'évaluation des termes dans l'équation complète 
du mouvement, soit: 


av cu P SAS 
x + V)v= —V " +vAv FAX rot H. 


Comme le vecteur H change complètement de direction à des distan- 
ces æ, l’ordre de grandeur du dernier terme du membre de droite 
de l'équation est 
H? 
41pho ” 
Evaluons le terme (vA) v. Pour des pulsations à l'échelle à il est 
de l’ordre de v#/À, où vx est la variation de la vitesse à la distance À. 
Mais conformément aux formules bien connues de la théorie de la 
turbulence on a: 
A \!/ 
n—u(+) * pour À À 
pois (55,8) 
m—<VRA pour À € dl. 


| Es À 
Ainsi, ona + As pour À © À et + À pour À € À, par con- 


séquent, ce rapport est maximal pour À —'A. Ainsi, 
v? 
lo, 
(FV) Y — ns 


Enfin, en comparant les évaluations des deux termes, on 
trouve : 


H? = Anpvi,. (53,9) 
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Conformément à (55,6) et (55,8), on a vi, —uR-'/1— (ve)'/4. On 
peut donc écrire également 


H2— ee — hnp VE. (55,10) 


Ce sont ces formules qui déterminent l’ordre de grandeur du 
champ magnétique spontané. Il est intéressant de comparer l'énergie 
de ce champ à l’énergie cinétique du mouvement turbulent du fluide. 
Cette dernière est, comme on sait, concentrée essentiellement dans 
les pulsations d'échelle maximale (1!) et est de l’ordre de pu“. 
Quant à l’énergie magnétique, elle est essentiellement concentrée 
dans les « pulsations magnétiques » de petite échelle (<A0). Con- 
formément à (55,9), elle est comparable à l’énergie cinétique des 
pulsations turbulentes de cette même échelle, mais. selon (55,10). 
elle est petite par rapport à l’énergie cinétique totale. La formula- 
tion mathématique plus exacte de ces affirmations est donnée par 
le développement de la distribution spatiale des vitesses et du champ 
magnétique en intégrale de Fourier permettant de voir que l'énergie 
cinétique est concentrée principalement dans les composantes du 
spectre de vecteur d'onde petit À — 1/1, tandis que l'énergie magné- 
tique l’est dans les composantes de vecteur d'onde grand # — 1/A. 

Le mouvement turbulent est accompagné d’une transmission 
continue de l'énergie des pulsations de grandes échelles aux pulsa- 
tions de petites échelles, ce qui se produit pratiquement sans aucune 
dissipation d’énergie. Ce « flux d'énergie » n'est dissipé que dans 
les pulsations d'échelle À5. En l’absence de champ magnétique, le 
mécanisme de la dissipation est entièrement lié à la viscosité du 
fluide. Mais dans le mouvement turbulent du fluide conducteur 
que nous considérons, la dissipation dans les pulsations d'échelle 
Ào n’est due à la viscosité que partiellement, car une certaine partie 
de l'énergie passe dans l’énergie du champ magnétique et se dissipe 
en ge dégageant sous forme de chaleur Joule. 

-Evaluons le temps nécessaire pour l’établissement de l'état 
stationnaire; pour cela nous allons nous référer à l'équation (55.2). 
L'ordre de grandeur des deux termes de son membre de droite est 
respectivement : 


Hvy, _ Hviho HV à 4 
Em Aoké * 


LE À 
Comme nous connaissons la condition exacte (55,4) donnant un 
équilibre indifférent, nous connaissons, également, la relation 
exacte entre les coefficients dans ces deux termes; nous pouvons 


donc écrire: | 
LEA AE 
ot Aro) A5 * 
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On voit ainsi que les petites perturbations croissent dans le temps 
suivant une loi exponentielle : 


exp { (5) +). (55,11) 


Si 4nov/c? >» 1, on a simplement e*/#. Le temps t durant lequel 


une petite perturbation initiale —H, se transformera en un champ 
stationnaire H (55,10) est de l’ordre de 
2 H? v \1/2 1/a 
re ln FH (=) neo. (55,12) 
La variation chaotique du champ magnétique dans le temps 
lors du mouvement turbulent signifie que la valeur moyenne (dans 
le temps) de H s’annule. En d’autres termes, on peut dire que 
dans le cas considéré (c'est-à-dire dans les conditions permettant 
l'apparition spontanée du champ) la présence d’un champ moyen 
différent de zéro est incompatible avec la turbulence. Cette pro- 
priété doit conduire à ce que, lorsque l’on applique un champ ma- 
gnétique pas trop intense à un fluide en mouvement turbulent (dans 
un volume limité), le fluide se comportera comme un supraconduc- 
teur. Un champ magnétique suffisamment intense (H°? > pu°) 
doit nécessairement pénétrer dans le fluide et « supprimer» la 
turbulence. 


CHAPITRE IX 


ÉQUATIONS DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


$ 56. Equations des champs dans les diélectriques 
en. l’absence de dispersion 


Au $ 45 nous avons écrit les équations du champ électromagné- 
tique alternatif dans les métaux: 


4n 1 6B 
rot H=—- 60E, rotE=———>, 


qui sont valables lorsque les variations du champ sont suffisamment 
4 lentes »: les fréquences du champ devant être telles que les rela- 
tions entre jet E et entre B et H (si cette dernière relation est essen- 
tielle) restent valides pour le cas stationnaire !). 

Nous allons maintenant passer au problème analogue pour le 
cas du champ électromagnétique alternatif dans un milieu diélectri- 
que, et nous allons formuler les équations valables pour des fré- 
quences telles que les relations entre D et E et entre B et H conservent 
la même forme que pour les champs constants. Si ces relations 
se réduisent, comme c'est souvent le cas, à une simple proportionna- 
lité, la condition mentionnée signifie que l’on peut poser: 


D=eE, B=—pH (56,2) 


avec les valeurs statiques pour & et pu. 

Ces relations ne sont plus vraies (on dit alors qu’il y a disper- 
sion de € et de u) pour des fréquences comparables aux fréquences 
pfopres des oscillations moléculaires ou électroniques qui con- 

isent à la polarisation électrique ou magnétique de la substance. 
L'ordre de grandeur de ces fréquences dépend de la substance et 
-peut varier dans une gamme étendue de valeurs. Il peut être très 
différent pour des phénomènes électriques ou magnétiques ?). 


(56,1) 


1) Pour ce qui est de la condition ! € À, elle n’a rien à voir avec la pos- 
sibilité d'appliquer les équations (56,1) en tant que telles. Le rôle de cette 
condition, pour les questions étudiées au chapitre VII, était de permettre de 
négliger les effets retardateurs dans le champ à l'extérieur du conducteur. 

2) Ainsi, pour le diamant la polarisation électrique est due aux électrons 
et la dispersion de e ne commence que dans le domaine ultraviolet du spectre. 
Dans un liquide polaire, comme par exemple l’eau, la polarisation est liée à 
l'orientation des molécules de moment dipolaire rigide et la dispersion de & 
apparaît aux fréquences © — 101 (c'est-à-dire dans la gamme centimétrique). 
. dispersion de pu dans les corps ferromagnétiques peut apparaître encore 
plus tôt. 
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Les équations 


div B—0, (56,3) 
rot E= — + (56,4) 


peuvent être obtenues directement en remplaçant e et h dans les 
équations microscopiques exactes de Maxwell par les valeurs moyen- 
nes E et B. Ces équations sont donc toujours vraies. Pour ce qui 
est de l'équation 


divD—0, (56,5) 


on l’obtient ‘(voir $ 6) en prenant la moyenne de l'équation micro- 
scopique exacte div e — 41p et en utilisant seulement le fait que 
la charge totale du corps est nulle. Il est évident que cette démons- 
tration ne dépend aucunement de l'hypothèse faite au $ 6 suivant 
laquelle le champ est stationnaire, donc l’équation (56,5) conserve 
sa forme dans le cas des champs alternatifs. 

Il faut encore obtenir une équation en prenant la moyenne de 
l'équation exacte: 


An 
roth— =+ & — PY- (56,6) 


En prenant directement la moyenne on obtient: 


14 6E An — - 
rotB=—— Te PV. (56,7) 
Cependant, pour un champ macroscopique dépendant du temps, 


il est assez difficile d'établir une relation entre la valeur moyenne 
ov et les grandeurs introduites ci-dessus. Il est plus facile de prendre 
la moyenne, non pas directement, mais d'une manière plus formelle. 

Supposons, pour le moment, que des charges étrangères sont 
introduites dans le diélectrique, leur densité volumique étant 
oer. Leurs mouvements créent un courant « étranger» jæ- et la 
conservation de ces charges s'exprime par l'équation de continuité: 


_ 


+ div jétr = 0. 


Au lieu de l'équation oi on aura: 
div D = 4ñpatr 
(voir (6,8)). En prenant la dérivée de cette égalité par rapport au 
temps et en utilisant l'équation de continuité, on obtient: 


à 
2 div D = 47 Et = — An div jeur 


316 ÉQUATIONS DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


ou 

div (+ Aniur) =0. 
Il s'ensuit que le vecteur se trouvant entre les parenthèses peut être 
écrit comme le rotationnel d'un certain vecteur que nous désigne- 
rons par cl; on aura alors 


4n - 1 60D 
rot H=— jétr + 


St (56,8) 

A l'extérieur du corps cette èquation doit coïncider avec l’équa- 
tion exacte de Maxwell pour le champ dans le vide, et le vecteur H 
doit donc coïncider avec l'intensité du champ magnétique. A l’inté- 
rieur du corps, dans le cas statique, le courant j&- est lié au champ 
magnétique par l'équation 


rot H = Te jérr, 


où H est la grandeur introduite au $ 27 et liée d’une manière déter- 
minée à l'intensité moyenne B. Il s'ensuit qu’à la limite, lorsque 
la fréquence tend vers zéro, le vecteur H dans l'équation (56,8) 
coïncide avec la grandeur statique H (B), et l'hypothèse que nous 
avons adoptée et selon laquelle les variations du champ sont « len- 
tes» signifie que pour ces champs alternatifs la relation H (B) 
reste également inchangée. Ainsi H devient une grandeur bien 
déterminée, et en omettant la grandeur auxiliaire jer, On arrive 
finalement à l'équation suivante: 


rouH=—i. (56,9) 


Cette équation remplace, pour les diélectriques, la première 
des équations (56,1) qui décrivent le champ dans les métaux. On pour- 
rait penser que, dans les métaux, dans cette équation pour le champ 


alternatif, il faut également tenir compte de la dérivée Far à c'est-à- 
dire : 
Let an e 0E 

rot H=——0E PES , (56,10) 


où € est un coefficient constant. 

Cependant, pour les bons conducteurs (métaux) l'introduction 
d’un terme semblable n'aurait pas de sens. Deux termes dans le 
membre de droite de l'équation (56,10) sont, en fait, les deux pre- 
miers termes du développement suivant les puissances de la fréquence 
du champ. Comme cette dernière est supposée suffisamment petite, 
si l’on tenait compte du second terme, ceci conduirait tout au plus 
à l'introduction d'une petite correction. En réalité, il ne peut même 
pas jouer ce rôle, car, en fait, dans les métaux, les corrections dues 
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à l'influence de la non-uniformité spatiale du champ deviennent 
notables avant les corrections dues à la fréquence (voir note 
page 250). 

Il y a cependant une catégorie spéciale de corps (mauvais con- 
ducteurs) pour lesquels l'équation (56,10) peut avoir un certain 
sens. Pour des raisons particulières (petit nombre d'électrons de 
conduction dans les semi-conducteurs, faible mobilité des ions dans 
les solutions d’électrolytes), la conductibilité de ces corps est ano- 
malement petite et, par conséquent, le second terme dans le membre 
de droite de l'équation (56.10) peut être comparé au premier ou 
même lui être supérieur pour des fréquences pour lesquelles on peut 
encore admettre que © et e sont constants. Dans un champ mono- 
chromatique, le rapport du second terme au premier est 


ew 
46 


Si ce rapport est petit, le corps se comporte comme un conducteur 
ordinaire de conductibilité o. Par contre, pour des fréquences 
w > 4no/e le corps se comporte comme un diélectrique de constante 
diélectrique e. 

Dans un milieu homogène où € et u sont constantes, les équa- 
tions (56,3-5) et (56,9) prennent la forme suivante: 


divE=0, divH=0, (56,11) 
ee u 0H __e dE 
rot E — Te à rotH=——. (56,12) 


En éliminant comme d'habitude E (ou H) de ces équations on 
trouve : 


Pipe et 
rotrotH=—-rotE= FF on 
et comme rot rot H — grad div H — AH — —AH nous arrivons 


à l'équation d'onde 


en UN 


Il s'ensuit que la vitesse de propagation des ondes électromagnéti- 
ques dans un milieu diélectrique homogène est 


en 56, 
Veu Ne 
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La densité du flux de l'énergie électromagnétique dans un milieu 
diélectrique est donnée par la même formule 


S=--ExH (56,14) 


que pour les métaux. Il est facile de s’en rendre compte en calcu- 
lant div S. En utilisant les équations (56,4) et (56,9) on trouve: 


divS = 7x (HrotE—ErotH)= 


1 au 
ire + CL : +)=-+. (56,15) 


en accord avec l'expression 
dU =-À(E dD +H dB) 


pour la différentielle de l'énergie interne du diélectrique à densité 
et entropie données. 

On sait que les conditions générales d’invariance relativiste 
conduisent à ce que la densité du flux d’énergie coïncide obligatoi- 
rement (au facteur c* près) avec la densité spatiale de l'impulsion 
du champ :). Par conséquent, cette dernière est égale à 


1 F 
EXH. (56,16) 


On doit en tenir compte, en particulier, lorsque l’on détermine 
les forces agissant sur une substance diélectrique placée dans un 
champ électromagnétique alternatif. La force f (par unité de volu- 
me) peut être calculée d'après le tenseur des contraintes 6,4, confor- 
mément à 
fi = 2% 


{ 7 ÔZk 


1 faut cependant tenir compte du fait que o,;, est la densité du 
flux d'’impulsion contribuant à la diminution de l'impulsion tant 
de’Ta substance que du champ électromagnétique. Si f est la force 
n’agissant que sur le milieu, il faut retrancher de l'expression écrite 
la variation de l'impulsion par unité de volume du champ: 


= 28 +? (Ex H). (56,17) 


Dans un champ constant le dernier terme est nul, c’est pourquoi 
précédemment cette question ne se posait pas. 


1) C'est une conséquence de la symétrie du tenseur quadridimensionnel 
de l’énergie-impulsion (voir I1, $ 32). 
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Comme les variations du champ sont « lentes », on peut utili- 
ser, pour le tenseur des contraintes, les expressions obtenues pour 
des champs constants. Ainsi, pour un milieu diélectrique liquide, 
6; est donné par la somme de la partie électrique (15,9) et magné- 
tique (34,2). 

Mais, lorsque l’on prend la dérivée de ces expressions par rap- 
port aux coordonnées, on doit tenir compte du fait qu'au lieu des 
équations rot E = 0, rot H — O pour le cas du champ constant 
(en l'absence de courants) nous avons maintenant les équations 
(56,12). Les calculs donnent le résultat suivant: 


Pa — Vo Ve+V[p(Æ), 


—Hvu+V[o(SE) + MES (E x H). (656,18) 


$ 57. Electrodynamique des diélectriques en mouvement 


Le mouvement du milieu conduit à l'apparition d'interactions 
des champs électrique et magnétique. Pour les conducteurs ces 
effets ont été étudiés au $ 49. Maintenant nous allons passer à 
l'étude de cette question pour les diélectriques. Il s'agit des effets 
apparaissant dans les corps en mouvement en présence de champs 
extérieurs, électrique ou magnétique. Soulignons que ces effets 
n’ont rien à voir avec les effets d'apparition de champs par suite 
du UNE du corps lui-même (qui ont été étudiés aux $ 35 
et 50). 

Au $ 49 nous sommes partis des formules de transformation 
du champ lors d’un passage d'un système de référence à un autre. Il 
suffit pour cela de connaître les formules ordinaires de transforma- 
tion de l'intensité des champs électrique et magnétique dans le 
vide, dont les moyennes donnent directement les formules de trans- 
formation de E et de B. Pour les diélectriques la question est bien 
plus complexe, car le champ électromagnétique est décrit par un 
nombre plus grand de grandeurs. 

Lors du mouvement des corps macroscopiques il ne s’agit, en 
fait, que de vitesses petites par rapport à la vitesse de la lumière. 
Cependant, le plus simple est d'obtenir ces formules approchées 
à partir des formules relativistes exactes pour toutes les vitesses. 

En électrodynamique des champs dans le vide les composantes 
des vecteurs e et h des champs électrique et magnétique sont en 
réalité les composantes d’un tenseur quadridimensionnel (4-ten- 
seur) antisymétrique du second ordre (voir II, $ 23). Ceci concerne 
également E et B car ce sont les valeurs moyennes de e et de b. 
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Ainsi, on a un 4-tenseur F;, dont les composantes sont 1) : 


0 B, —By —iE, 
— B, 0 B, —iE, 
Br Be 0 it. 
Ex iEy iE 0 


Ce tenseur permet d'écrire la première paire d'équations de Max- 
well : 


(57,1) 


s 


: 1 9B = 
divB=0, rot. = Der (57,2) 
sous forme quadridimensionnelle de la manière suivante: 
9Fih dFri Fu 
CET su ôx; La CET =0. (57,3) 


On voit apparaître l'invariance relativiste de ces équations. 
Soulignons qu’il est évident a priori que les équations (57,2) sont 
applicables aux corps en mouvement, car elles ont été obtenues 
directement en remplaçant e et h dans les équations microscopiques 
de Maxwell par leurs valeurs moyennes E et B. 
La seconde paire d'équations de Maxwell : 

divD=0, rotH=——, (57,4) 
conserve elle aussi sa forme dans les milieux en mouvement. Ceci 
découle immédiatement des considérations du paragraphe précédent 
où seules ont été utilisées les propriétés générales (par exemple le 
fait que la charge totale est nulle) relatives tant aux corps en mou- 
vement qu'aux corps immobiles. Cependant les relations existant 
entre Det E et entre B et H ne doivent plus coïncider avec celles 
du cas des milieux immobiles. 

! Comme les équations (57,4) sont valides tant pour les corps 
ifmobiles que pour les corps en mouvement, elles doivent conserver 
leur forme lors de la transformation de Lorentz. Pour le champ dans 
Jewide les vecteurs D et H coïncident avec E et B et l’invariance 
relativiste de la seconde paire d'équations de Maxwell s'exprime 
en ce qu'elles peuvent s'écrire sous forme quadridimensionnelle 
au moyen du même tenseur F;;,: 4F;ir/0x, = 0 (voir II, $ 30). Il 
est ainsi évident que pour assurer l’invariance relativiste des 
équations (57,4), il est indispensable que les composantes des vec- 
teurs D et H se transforment comme les composantes d’un 4-ten- 


1) Dans le texte de ce paragraphe (mais non dans les problèmes) les in- 
dices des tenseurs prennens les valeurs 1, 2, 3, 4 correspondant aux coordonnées 
quadridimensionnelles x, = x, 22 = y, 23 = 5, z = ict. 
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seur analogue au tenseur F,,; désignons ce tenseur par H;,: 


0 H: —H, —iD, 
_[ —#4: 0 Hz —iD, case 
Hin = Hy —H 0 —ip. |” (57,5) 
iD, iD,  iD. 0 


A l'aide de ce tenseur les équations (57,4) s'écrivent sous 
la forme: 
9H ik 7 
oR — ; (57,6) 


Comme nous avons trouvé que les grandeurs E, D, H, B ont un 
caractère tensoriel quadridimensionnel, nous avons, par conséquent, 
obtenu la loi de leur transformation lors du passage d’un système 
de référence à un autre. Mais ici nous nous intéressons plutôt à la 
relation existant entre ces grandeurs dans les milieux en mouvement, 
qui généralise les relations D — &E et B — uH vraies dans les 
milieux immobiles. 

Désignons par u; le 4-vecteur de la vitesse du milieu ; ses compc- 
santes sont liées à la vitesse tridimensionnelle v de la manière 
suivante: 


c V: ES 4 1 = 

c* c® 
Formons, à partir de ce 4-vecteur et des 4-tenseurs F;, et H;,, des 
combinaisons telles que, dans les milieux immobiles, elles devien- 
nent E et D. Tels sont les 4-vecteurs F,,u, et H;,u,; pour v = 0 
leurs composantes temporelles s’annulent, et les composantes spa- 
tiales deviennent E et D respectivement. Il est ainsi évident que 
la généralisation quadridimensionnelle de l’égalité D = &E est 1) 


Hinur = eF;rux. (57,7) 


D'une manière analogue, on peut voir que la généralisation de 
la relation B — uH est l’égalité quadridimensionnelle suivante: 


Fini + Friui + Friur = (His + Hu: + Hiiux). (57,8) 


En passant de nouveau des désignations quadridimensionnelles 
aux grandeurs tridimensionnelles, on obtient les relations vectoriel- 


1) 11 faut remarquer qu’en écrivant les relations ne contenant que la va- 
leur locale de la vitesse, nous négligeons par là même les faibles effets liés à 
la possibilité de l'existence d’un gradient de la vitesse (par exemple effets gy- 
romagnétiques; voir $ 35). 


21-532 
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les suivantes 1) : 
1 41. 
D+vxH=e(E+v {B) , 


B+<Exv=u(H+{Dxv). 


Ces formules ont été obtenues par H. Minkowski (1908) et sont 
exactes en ce sens qu'aucune hypothèse concernant la grandeur de la 
vitesse n’a encore été faite. En supposant le rapport v/c petit et en 
résolvant ces équations par rapport à D et B on obtient pour les 
termes du premier ordre: 


D-eÆE+# tv; H, (57,10) 


B=pH+ TE x v. (57,11) 


Ces équations et les équations de Maxwell (57,2) et (57,4) sont à 
la base de l’électrodynamique des diélectriques en mouvement. 

Les conditions aux limites des équations de Maxwell subissent 
également quelques modifications. Les équations div D -- 0, 
div B = 0 entraînent comme toujours les conditions de continuité 
des composantes normales de l'induction: 


Dni = Daa, Bai + Ba. (57,12) 


Quant aux ‘conditions des composantes tangentielles, le plus 
simple est de les obtenir en passant du système de référence immo- 
bile À au nouveau système X” se déplaçant avec l'élément considéré 
de la surface du corps; désignons par v, la vitesse de ce dernier 
(dirigée suivant la normale n). Les conditions habituelles, à savoir 
que E; et H; sont continues, restent vraies dans le système Æ”. 
Conformément aux relations relativistes de transformation (voir 11, 
$ 24) ces conditions sont équivalentes à celle de continuité des 
composantes tangentielles des vecteurs suivants: 


E+livxB et H—!vxpD. 
PR À C c 


En les projetant sur le plan perpendiculaire à n et en tenant compte 
de l'égalité (57.12), on obtient les conditions aux limites cherchées : 


n X (E:—E:) = (B:—B:), 
Ne (57,13) 
n X (H, — H;) = = (D: — D;). 


1) Si l’une des relations D — &E cet B = LH, dans un milieu immobile, 
n’est pas vraie, la relation correspondante dans (57,9) se trouve remplacée 
par une autre relation fonctionnelle entre les deux sommes vectorielles se trou- 
vant dans les deux membres de cette égalité. 
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En y substituant les expressions (57,10-11) et en négligeant 
les termes d'ordre supérieur (par rapport à v/c) on obtient : 


n x (EE) =“ (ep) He 
, (57,14) 
n Pe (H, —H,) — — > (8: —E:) E.. 


A cette approximation, dans les membres de droite des égalités, 
H et E sont les mêmes des deux côtés de la surface de séparation. 

Si le corps se meut de telle sorte que sa surface ne se déplace 
pas suivant sa propre normale (par exemple un corps de révolution 
en rotation), on a v, — 0. C'est seulement dans ce cas que les con- 
ditions aux limites (57,13) ou (57,14) se réduisent aux conditions 
habituelles de continuité de E;, et de H.. 


Problèmes 


1. Une sphère diélectrique tourne uniformément (dans le vide) dans un 
champ magnétique constant uniforme 8. Déterminer le champ électrique 
apparaîssant autour de la sphère. 

Solution. Lors du calcul du champ électrique apparu on doit prendre 
la même valeur du champ magnétique que dans le cas de la sphère immobile, car 
l'influence inverse de la variation du champ magnétique conduirait à une correc- 
tion d'ordre plus élevé. A l’intérieur de la sphère le champ magnétique est 
uniforme et égal à 


3 
HG — 
ZFa 9 


(comparer avec (8,2)). 

Comme la rotation est stationnaire, le champ électrique apparu est constant, 
et comme tout champ électrique constant, il dérive d'un potentiel: E = —grad q. 
Hors de la sphère le potentiel satisfait à l'équation At = 0 et à l’intérieur 
de la sphère à l'équation: 

not! i 
Ag =2— CH, (1) 
où Q est la vitesse angulaire (cette équation s'obtient à partir de div D = 0 
en y substituant l'expression (57,10) où v = @ X r). La condition de conti- 
nuité de la composante normale de D sur la surface de la sphère est : 
eu—1 


2e |  Leu—1 (Ts bn _ 2 
| + a (on — (0) (me 


(2) 


(a est le rayon de la sphère, n le vecteur unitaire dans la direction de r). 

Par suite de la symétrie de la sphère, le champ électrique cherché est déter- 
miné par deux vecteurs constants seulement: Q et $. Leurs composantes peuvent 
former un scalaire #9Q et un tenseur linéaires par rapport à $ et Q: 


9 
GiQn + PaQ— Ô1R6Q ; 
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la somme des termes LE Pere du tenseur est nulle. On cherche donc le poten- 
tiel du champ, hors de la sphère, sous la forme: 


: 1 o® 1 Din ninx 
CD — fl Em 
PSG Di re (>) 2 rs ? (3) 


où D;, est un tenseur constant (avec D;; = 0); D;, est le tenseur du moment 
électrique quadrupolaire de la sphère (voir II, $ 41). Quant au terme de la forme 
const/r, il ne peut figurer dans qt* car il donnerait un flux électrique total diffé- 
rent de zéro à travers la surface entourant la sphère (tandis que la sphère n'est 
as chargée). On cherche le potentiel du champ, à l’intérieur de la sphère, sous 
a forme suivante: s 


i 2 eu —1 i 2 2 
qe Dani HE CH (r2— 42). (4) 


Le pente terme est la solution de l'équation homogène Ag = 0 et le choix du 
coefficient assure la continuité du potentiel (et, par conséquent, de E;) sur la 
surface de la sphère. En substituant (3) et (4) dans (2) on trouve: 


aë 3 (eu —1) OL. 2 à. 
Dong (Ou Go + dns) . (5) 
De sorte qu'autour d'une sphère tournante on observe un champ électrique de 
caractère quadrupolaire, le moment quadrupolaire de la sphère étant donné 
par la formule (5) !). En particulier, si la sphère tourne autour de la direction 
du champ extérieur (axe des :), Dix n'a que des composantes diagonales 


Din= — 


as .4(eu—1) 1 
pra een 2 


2. Une sphère aimantée tourne uniformément (dans le vide) autour de son 
axe qui est parallèle à la direction d'aimantation. Déterminer le champ élec- 
trique apparaissant autour de la sphère 2). 

Solution. Le champ magnétique à l'intérieur de la sphère est uniforme 
et s'exprime en fonction de l’aimantation constante M conformément aux 
équations Bt + 2Htÿ — 0 (comparer avec (8,1)) et Bt’—Htt—4n M, d'où 


8rM 4rM 
! LR DRE a 


La? seconde des formules (57,9) n'est pas valable ici (car la formule B = uH 
-n'est pas vraie dans le cas d'un corps ferromagnétique immobile), et la première 
des formules (57,9) donne à l'intérieur de la sphère: 


Bt) _— 


DeE+£vxB—{}vxH=e 4H EH (vx M). 


Le potentiel du champ électrique apparu hors de la sphère satisfait 


1) D’une manière analogue un champ magnétique quadrupolaire est observé 
autour d'une sphère tournant dans un champ électrique uniforme. Le moment 
magnétique quadrupolaire de la sphère est donné par une formule analogue 
à (5) où le signe est changé et e, 1, # remplacés respectivement par u, e, G. 

3) Si la direction d’aimantation et l’axe de rotation ne coïncident pas le 
problème change essentiellement, car la sphère émet alors des ondes électroma- 
gnétiques. 
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à l'équation Apt’—0, tandis qu’à l'intérieur de la sphère on a: 
2 

ee DyS. 
3ce 


La condition aux limites de la continuité de D, sur la surface de la 
sphère est : 


pl 4n(2e+i) oi en 0 
Dre Ha F5 — QI sin 80— — En et 


où 6 est l'angle formé par la normale n et la direction de @ et de M (axe 
des :). On cherche pt® et pti sous la forme: 


Ag — 


Dinning _ Di: 2 
DS = 4 (3 cos? 8—1), 


2 in (2e +1 
Ze Dee (3 cos? 81) + CH 


et la condition aux limites donne l'expression pour le moment électrique 
quadrupolaire apparaissant dans une sphère en rotation: 

DS CE) 

+ 3c (22 +3) 


(eft étant le moment magnétique total de la sphère). Pour une sphère 
métallique il faut poser e — ©, et nous obtenons: 


pe) 


qu — MQ (r2—a?), 


OM, Dex =Dyy= + D., 


Des + Qcila?. 


$ 58. Dispersion de la perméabilité diélectrique 


Nous passons maintenant à l'étude des champs électromagné- 
tiques variant très rapidement, leurs fréquences n’étant pas restrein- 
tes par la condition d’être petites par rapport aux fréquences qui 
caractérisent l'établissement des polarisations électrique et ma- 
gnétique de la substance. 

Le champ électromagnétique variable dans le temps est obliga- 
toirement variable dans l'espace. A la fréquence « la périodicité 
spatiale est déterminée par la longueur d'onde dont l’ordre de gran- 
deur est donné par À — c/o. Lors de l'augmentation ultérieure 
de la fréquence, À devient. en fin de compte, comparable aux dimen- 
sions atomiques a. Dans ces conditions la description macroscopique 
du champ devient impossible. 

On peut alors se poser la question de savoir s’il existe un domaine 
de fréquences où les effets dispersifs sont déjà assez importants, 
bien que la description macroscopique reste encore possible. Il 
est facile de voir qu'un tel domaine doit exister. Le plus rapide 
des mécanismes de l'établissement des polarisations électrique 
et magnétique de la substance est le mécanisme électronique. Son 
temps de relaxation est de l'ordre de grandeur des temps atomiques 
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a/v où a sont les dimensions atomiques, et v la vitesse des électrons 
dans l'atome. Mais comme v < c, la longueur d'onde À = ac/v 
correspondant à ces temps est encore grande par rapport à a. Ci-des- 
sous nous supposons que la condition À > a est remplie !). Il faut 
toutefois mentionner que cette condition peut s'avérer insuffisante : 
pour les métaux. aux basses températures, il existe un domaine 
de fréquences où la théorie macroscopique n’est pas applicable 
bien que l'inégalité c'w 9 a soit remplie (voir $ 67). 

La théorie formelle exposée ci-dessous décrit tant les métaux 
que les diélectriques. Et pour des fréquences correspondant aux 
mouvements intra-atomiques des électrons (fréquences optiques) 
et encore plus élevées, il ne reste même plus de différence quan- 
titative entre les propriétés des métaux et des diélectriques. 

Les considérations données au $ 56 sont suffisantes pour mon- 
trer que la forme des équations de Maxwell : 


divD=0, divB—0, (58,1) 
1 6B 14 6D 
rot E — Te cor À rot Te de (58,2) 


reste la même pour des champs électromagnétiques alternatifs 
arbitraires. Mais ces équations sont peu utilisables à moins que 
l'on’établisse des relations entre les grandeurs D, B et E, H. Pour 
les fréquences hautes que nous envisageons ces relations n'ont 
rien à voir avec celles du cas statique que nous avons utilisées pour 
les champs alternatifs en l'absence de dispersion. . 

Tout d’abord, c'est l’univocité des relations entre D et E et 
entre B et H, propriété fondamentale existant auparavant, pour 
tout instant donné. qui est rompue. Dans le cas général d’un champ 
alternatif arbitraire, les valeurs de D ct B-pour un certain instant 
ne,sont, en aucune sorte. déterminées par les seules valeurs de E 
et{H pour ce même instant. Au contraire, on peut affirmer que les 
valeurs de D et B, à l'instant considéré, dépendent en général des 
valeurs des fonctions E (t), H (t) à tous les instants antérieurs. Ceci 
sefprime par le fait que la polarisation électrique ou magnétique 
de la substance « n’a pas le temps » de suivre les variations du champ 
électromagnétique. Les fréquences donnant lieu à des effets disper- 
sifs peuvent être tout à fait différentes pour les propriétés électri- 
ques ou magnétiques de la substance. 

Dans ce paragraphe nous allons parler de la relation entre D 
et E; les phénomènes spécifiques de la dispersion des propriétés 
magnétiques d’une substance seront étudiés au $ 60. 


1) Les effets (activité optique naturelle) liés aux termes d'ordres plus éle- 
vés par rapport à a/À seront étudiés au $ 83. 
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Dans le $ 6, le vecteur de la polarisation P a été défini par 
p = —div P, où p est la densité réelle (microscopique) des charges 
dans la substance. Cette égalité exprimait la neutralité électrique 
du corps en entier; elle était suffisante (avec la condition P = 0 
à l'extérieur du corps) pour montrer que le moment électrique total 


du corps est égal à l'intégrale | P dV. Il est évident que cette démons- 


tration est valable tant pour les champs alternatifs que pour les 
champs constants. Ainsi, dans tout champ alternatif, même dans 
le cas de la dispersion, le vecteur P — _ (D — E) conserve son sens 
physique en tant que moment électrique par unité de volume de 
la substance. ; 

Dans les champs variant rapidement on a pratiquement toujours 
à faire à des intensités relativement faibles. Donc, la relation entre 
D et E peut toujours être supposée linéaire !). La forme la plus 
générale de la relation linéaire entre D ({) et les valeurs de la fonc- 
tion E ({) à tous les instants antérieurs peut être écrite sous la 
forme de la relation intégrale suivante: 


D(H=E()+ (EG) à (58,3) 
0 


[pour des raisons que nous allons exposer ultérieurement, il est 
commode de séparer le terme E (#)]. f (t) est ici une fonction du 
temps dépendant des propriétés du milieu. Par analogie avec la 
formule électrostatique D = &E nous allons écrire la relation (58,3) 
sous la forme symbolique suivante: 


D — &E, 


où re un opérateur intégral linéaire, agissant conformément 
à (58,3). 

Tout champ alternatif peut se réduire (au moyen d’un dévelop- 
pement en série de Fourier) à un ensemble de composantes mono- 
chromatiques où toutes les grandeurs dépendent du temps au moyen 
du facteur e-itt. Pour de tels champs la relation (58.3) entre D et E 
prend la forme suivante: 


D—e(0)E, (58,4) 


1) Nous sous-entendons ici que D dépend linéairement de E, mais non 
de H. Dans un champ constant, la relation linéaire entre D et H cest impossible 
vu la condition d’invariance par rapport au changement de signe du temps. 
Dans un champ alternatif, cette condition n’a plus lieu et la relation linéaire 
entre D et H est possible pour certains types de symétrie de la substance. 
Cependant c'est un effet petit de l’ordre de a/À ; c'est l'effet qui a été mentionné 
dans la note précédente. 
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où la fonction e (w) est déterminée par la relation: 
e (©) =1+ \ f (r) eivr dr. (58,5) 
ns 


De sorte que pour les champs périodiques, on peut introduire la 
notion de perméabilité diélectrique en tant que coefficient de pro- 
portionnalité entre D et E, ce coefficient dépendant. non seulement 
des propriétés du milieu, mais également de la fréquence du champ. 
e en tant que fonction de la fréquence représente la loi de sa dis- 
persion. 

La fonction e (w) est en général complexe. Désignons par € 
et e” ses parties réelle et imaginaire: 


La 


e (o) = &’ (w) + ie” (w). (58,6) 
La définition (58,5) montre directement que 
e(—@)=Ee* (o). (58,7) 


En séparant dans cette relation les parties réelle et imaginaire, 
on obtient : 
e"(—o)=e" (w), €e”(—w)— —£&” (w). (58,8) 


De sorte que e’ est une fonction paire et &” une fonction impaire 
de la fréquence. 

Pour des fréquences basses (par rapport aux valeurs où la disper- 
sion apparaît) la fonction & (w) peut être développée en série sui- 
vant les puissances de w. Le développement de la fonction paire 
€” (w) ne contient que des termes de puissance paire, et le dévelop- 
pement de la fonction impaire €” (w) des termes de puissance im- 
paire. A la limite © — 0 la fonction € (w) dans les diélectriques tend 
évidemment vers la constante diélectrique électrostatique (que 
noûs désignerons ici par €o). Donc, dans les diélectriques, le déve- 
loppement de &’ (w) commence par le terme constant £&,; quant au 
développement de &” (w), il commence en général par un terme 
proportionnel à &. 

Dans les métaux on peut également considérer la fonction € (w) 
pour des fréquences basses, si toutefois on la détermine de telle 
sorte qu'à la limite w — 0 l'équation 


se transforme en l'équation 
An 
rotH="06E 


pour le champ constant dans les conducteurs. En comparant les 


PERMÉABILITÉ MAGNÉTIQUE POUR DES FRÉQUENCES ULTRA-HAUTES 32% 


deux équations on voit que pour w —+ 0 la dérivée 9D/0t doit être 
égale à 410E. Mais dans un champ périodique = —ioeE et 


nous arrivons à l'expression limite pour e (w) pour des fréquences 
faibles : 


e(w)=i 2. (58,9) 


De sorte que dans les conducteurs, le développement de la fonc- 
tion e (w) commence par un terme imaginaire proportionnel à 
4/w s'exprimant en fonction de la conductibilité ordinaire © pour 
les courants continus ‘). Le terme suivant du développement de 
e (w) est une constante réelle. Cependant, pour les métaux, cette 
constante n'a pas le même sens que dans le cas des diélectriques *). 
I1 faut de nouveau indiquer qu'il peut se trouver que ce terme du 
développement n'ait aucun sens, si les effets de non-uniformité 
spatiale du champ de l’onde électromagnétique apparaissent avant 
les effets de sa périodicité temporelle. 


$ 59. Perméabilité magnétique 
‘pour des fréquences ultra-hautes 


A la limite 6 — œ la fonction € (w) tend vers l'unité. Ceci 
est évident à partir des considérations simples suivantes : lors d'une 
variation suffisamment rapide du champ les processus de polarisa- 
tion, conduisant à une induction D différente de E, n'ont pas le temps 
de se produire. 

Il est donc possible de trouver pour un corps quelconque (métal 
ou diélectrique) la forme limite de la fonction € (o) pour les fré- 
quences ultra-hautes. A savoir, la fréquence du champ doit être 
grande par rapport aux « fréquences » du mouvement de tous (ou 
tout au moins de la majorité) les électrons dans les atomes de la 
substance donnée. Lorsque cette condition est satisfaite, on peut, 
lors du calcul de la polarisation de la substance, considérer les élec- 
trons comme libres en négligeant leur interaction mutuelle et 
leur interaction avec les noyaux des atomes. 


1) Parfois, on présente la partie imaginaire de la fonction & (w), pour toutes 
les M sous la forme (58.9), ce qui revient à remplacer 8” (w) par une 
nouvelle fonction © (w); cette désignation ne donne aucun sens physique 
principiel à cette fonction. 

2) Pour éviter tout malentendu, indiquons certaines nouvelles désiguations 
différentes de celles du $ 56. Pour les mauvais conducteurs, dans l'équation 


bai 
(56,10) la somme = + & correspond à la grandeur e& (w). 
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Les vitesses v du mouvement des électrons dans les atomes sont 
petites par rapport à la vitesse de la lumière. C’est pourquoi les 
distances v/w, qu'ils parcourent durant la période de l’onde sont 
petites par rapport à la longueur d'onde c/o. Donc lorsque l'on 
détermine la vitesse acquise par l’électron dans le champ de l'onde 
électromagnétique, on peut considérer ce dernier comme étant 
uniforme. 

L'équation du mouvement est 


dv” : 
=eE— eE,e-ist 


CET 


{e, m étant la charge et la masse de l’électron); d’où v’ — LE : 
Quant au déplacement r de l’électron sous l'influence du champ, 
_—_ . La polarisa- 
tion P de la substance est le moment dipolaire par unité de volume. 
En prenant la somme pour tous les électrons on trouve: 

NE, 

mt) 
où V est le nombre d'électrons dans tous les atomes par unité de 
volume de la substance. D’un autre côté, conformément à la défi- 
nition de l'induction électrique, on a D — &E — E + 4nP. Ainsi, 
on obtient finalement la formule suivante: 


AanVe? 
8 (w) = 1 — TE 


il est lié à v’ par la relation r — v’; ainsi r — — 


P — © = — 


(59,1) 


Le domaine où l’on peut, en fait, appliquer cette formule com- 
mence dans l’ultraviolet lointain pour les éléments les plus légers 
ou aux fréquences des rayons X pour les éléments plus lourds !). 


! $ 60. Dispersion de la perméabilité magnétique 


‘Au contraire de e (w) la perméabilité magnétique pu (w) perd 
très rapidement son sens physique lorsque la fréquence augmente. 
+ Pour étudier cette question nous allons chercher en quelle mesure 
la grandeur M = (B — H)/4r conserve dans un champ alternatif 
son sens physique de moment magnétique par unité de volume. 
Par définition, le moment magnétique du corps est l'intégrale 
suivante : 


_ \ (e X pv) dv. (60,1) 


1) Pour que la grandeur e (w) conserve le sens qu'elle a dans les équations 
de Maxwell, la fréquence doit encore satisfaire à la condition © < c/a. 
Cependant nous verrons au & 97 que l'on peut attribuer à l'expression (59,1) 
un sens physique bien déterminé même pour des fréquences plus hautes. 
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La valeur moyenne de la densité microscopique de courant est 
liée à la valeur moyenne du champ par l’équation (56,7): 


rotB= pri, (60,2) 
En retranchant l'équation : 
rot H=1® : 
on obtient : 
pv=crotM+. (60,3) 


Quant à l'intégrale (60,1) elle ne peut être mise sous la forme 
\ M dV qu'à condition que pv = crot M (et M = 0 à l'extérieur 


du corps) tout comme nous l'avons montré au $ 27. 

Ainsi, le sens physique de la grandeur M (et, par conséquent, 
de la susceptibilité magnétique) dépend de la possibilité de négliger 
le terme 6P/ôt dans la formule (60,3). Nous allons chercher à quel 
point on peut réaliser les conditions permettant cette approximation. 

Pour une fréquence donnée les conditions les plus favorables 
pour déterminer la susceptibilité exigent que le corps soit de volume 
suffisamment petit (pour augmenter les dérivées spatiales dans rot M) 
et que le champ soit suffisamment faible (pour diminuer P). Le 
champ des ondes électromagnétiques ne satisfait pas à cette der- 
nière condition, car il est caractérisé par £ — H. Considérons donc 
le champ magnétique alternatif, par exemple dans un solénoïde, 
le corps étudié se trouvant sur son axe. Le champ électrique n'appa- 
raît que par suite de l’induction due au champ magnétique alter- 
natif. On peut trouver son ordre de grandeur à l’intérieur du corps 
en évaluant les deux membres de l’équation: 

1 dB 
rot E = Te 
d'où E/l!— wHilc ou E — (wl/c) H, où Z est la dimension du corps. 
En posant e — À on aura: 
ôP 


7 of 
Tél RE 


Pour les dérivées spatiales du moment magnétique M = ;H on a 


crotM— 7H. 


En comparant les deux expressions, on trouve que la première 


332 ÉQUATIONS DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


est petite par rapport à la seconde, si 
By (60,4) 


o © 

Il est évident que la notion de susceptibilité magnétique ne 
peut avoir de sens que si cette inégalité admet des dimensions macro- 
scopiques du corps (quoique pas trop grandes), c'est-à-dire si elle 
est compatible avec l'inégalité ! 5 a, où a sont les dimensions 
atomiques. Cette condition cesse d’être réalisée däns le domaine 
des fréquences optiques. En effet. la susceptibilité magnétique 
pour ces fréquences est toujours une grandeur de l'ordre de 
1) (vétant les vitesses électroniques dans l'atome); quant aux 
fréquences optiques elles sont telles que w — v/a, ainsi le membre 
de droite de l'inégalité (60,4) est —a°. 

De sorte qu'il est dénué de tout fondement d'utiliser la perméa- 
bilité magnétique à partir des fréquences optiques, et lors de l'étude 
des effets correspondants il faut toujours poser pu — 1. Dans ce 
domaine de fréquences il serait injustifié de considérer la différence 
entre B et H et la précision obtenue serait illusoire. En fait, déjà 
pour des fréquences bien inférieures aux fréquences optiques, pu ne 
diffère pas de l'unité, ceci avec un grand degré de précision. 


$ 61. Energie du champ dans les milieux dispersifs 
La formule 
Cc 
S=— 7x ExXH (61,1) 


donnant la densité du flux d’énergie reste valide dans des champs 
électromagnétiques alternatifs arbitraires, y compris le cas de la 
dispersion. Ceci est évident à partir des considérations données à la 
fin du $ 29: par suite de la continuité des composantes tangentielles 
de E et de H, la formule (61,1) découle d'une manière univoque de la 
-condilion de continuité de la composante normale de S sur la surface 
du corps et du fait que cette formule est vraie dans le vide, à l'exté- 
rieur du corps. 

La variation (par seconde) de l'énergie concentrée par uni- 
té de volume du corps est égale à div S. Les équations de Maxwell 
permettent d'écrire cette expression sous la forme suivante: 


: 1 ôD 5B 
(voir (56,15)). Dans un milieu diélectrique, en l'absence de disper- 
sion, lorsque € et u sont des grandeurs constantes réelles, on peut 


1) Les temps de relaxation des processus para et ferromagnétiques sont 
bien supérieurs aux périodes optiques. 
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considérer cette grandeur comme la variation de l'énergie électro- 
magnétique : 


= (eE°+pH°). (61,3) 


Elle a un sens thermodynamique déterminé: c’est la différence 
entre l’énergie interne par cm° de substance en présence de champ 
et l'énergie en l’absence de champ. pour les mêmes valeurs de la 
densité et de l’entropie. 

En présence de dispersion. une explication aussi simple n’est 
plus possible. Dans le cas général. où la dispersion est arbitraire. 
toute définition sensée de l'énergie électromagnétique en tant que 
grandeur thermodynamique est impossible. Ceci provient du fait 
que la présence de dispersion est accompagnée, en général, de la 
dissipation simultanée d'énergie: le milieu dispersif est à la fois 
absorbant. 

Pour déterminer cette dissipation considérons un champ électro- 
magnétique monochromatique. En prenant la moyenne par rap- 
port au temps de la grandeur (61,2), nous trouverons la variation 
systématique de l'énergie qui est justement la valeur moyenne de 
la chaleur Q dégagée par seconde par cm” de milieu. 

Comme l'expression (61,2) est une forme quadratique par rap- 
port aux champs, toutes les grandeurs doivent être écrites sous forme 
réelle. Si l'on écrit E et H, comme c’est commode pour un champ 
monochromatique, sous forme de grandeurs complexes, il faut pour 
E et 0D/ôt substituer dans (61.2) respectivement les expressions : 


L(EHE*) et +(—iveE+ive"E"); 


même chose pour H et 6B/ôt. Les valeurs moyennes dans le temps 
des produits EE et E*E* contenant les facteurs eF2ie! s’annulent ; 
il reste: 


Q= gr {(e*—e) EE + (u°—p) HH°) = ("Elu [He 


Cette expression peut également être écrite sous la forme sui- 
vante: 


Q= + (e"Ei+ pH), (61,4) 


où E et H sont les intensités réelles du champ, le trait indiquant 
la moyenne dans le temps. 

Cette formule importante montre que l'absorption (la dissipa- 
tion) de l'énergie est déterminée par les parties imaginaires de & 
et de L; les deux termes dans (61,4) sont appelés respectivement 
pertes électriques et magnétiques. Conformément à la loi de la crois- 
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sance de l’entropie, ces pertes ont un signe bien déterminé: la dis- 
sipation d'énergie s'accompagne d’un dégagement de chaleur, 
c'est-à-dire que l’on a toujours Q = 0. La formule (61,4) montre 
ainsi que les parties imaginaires de & et de y sont toujours positives : 


e">0, p">0 (61,5} 


pour toutes les substances et toutes les fréquences 1). Quant au 
signe des parties réelles de & et de p (pour © 0) il n’est lié à aucune 
condition physique, de telle sorte que €’ et u’ peuvent être tant 
positives que négatives. S 

Tout processus non stationnaire dans une substance réelle est 
toujours, en quelque sorte, irréversible. C'est pourquoi il y a tou- 
jours des pertes électriques ou magnétiques (quoique faibles) dans 
un champ électromagnétique alternatif. En d’autres termes, les 
fonctions &”(w) et un” (o) ne s’annulent jamais lorsque la fréquence 
est différente de zéro. Nous allons voir, dans le paragraphe suivant, 
que cette affirmation a une importance de principe, bien qu'un 
domaine de fréquences où les pertes sont relativement faibles soit 
possible. 

Les domaines de fréquences où £&” et u” sont très petites (par 
rapport à e” et u’) sont appelés domaines de transparence de la subs- 
tance. En négligeant l'absorption, il se trouve possible d'introduire, 
pour ces domaines de fréquences, la notion d'énergie interne du 
corps dans le champ électromagnétique dans le même sens que pour 
le champ constant. 

Pour déterminer cette grandeur, il ne suffit pas de considérer 
un champ purement monochromatique car, comme il est rigoureuse- 
ment périodique, il n’y a aucune accumulation systématique d’éner- 
gie électromagnétique. Nous allons donc considérer un champ re- 
présentant l'ensemble de composantes monochromatiques. dont les 
fréquences se trouvent dans un intervalle étroit autour d'une cer- 
taihe valeur moyenne &. Les intensités d’un tel champ peuvent 
s'étrire sous la forme suivante: 

E= Eo(the- iso, I H,(t)e-ivot, (61,6) 


où E (t), Ho (?) sont des fonctions du temps variant lentement 


1) En toute rigueur, cette affirmation concerne les corps se trouvant (en 
l'absence de champ alternatif) à l'état d'équilibre thermodynamique. ce que 
nous supposons avoir lieu partout. Si le corps ne se trouve pas à l'équilibre 
thermique. Q aurait pu en principe être également négatif. La seconde loi de 
la thermodynamique n'exige que la croissance totale de l’entropie, tant par 
suite du champ électromagnétique alternatif que du non-équilibre thermodyna- 
mique indépendant de la présence de champ. Un exemple, en principe, pos- 
sible d'un tel corps peut être une substance dont tous les atomes ont été arti- 
ficicllement (c’est-à-dire non sous l'influence d'une excitation thermique spon- 
tance) portés à des états excités. ? 
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(par rapport au facteur e-it!). Les parties réelles de ces expressions 
doivent être substituées dans le membre de droite de (61,2). puis 
on doit prendre la moyenne dans le temps sur la période 21/0, 
petite par rapport au temps de la variation des facteurs E, et Hi. 

Le premier terme du membre de droite dans (61,2), après que 
l'on est passé à la représentation complexe pour E, prend la forme: 
4 E+E* D+D* 

2 


4n 2 


(même chose pour le second'terme). Lorsque l’on prend la moyenne 

dans le temps, les produits ED et E*D* disparaissent; il ne faut 
donc pas les prendre en considération. Ainsi, il ne reste que 

1 8D* « D £ 

me (Et): 619 


Ecrivons la dérivée 6D/ôt sous la forme fE, où f désigne l'opé- 
rateur : 


et cherchons l'effet de cet opérateur sur une fonction de la forme 
(61,6). Si Es était constant, on aurait simplement: 


ÎE=/()E, 


f (&) = — iwe (w). 

Dans notre cas, on effectue le développement en série de Fourier 
de la fonction E, (ft) en la présentant sous la forme de la superpo- 
sition de composantes de la forme Esce”i% avec Es constant. Le 
fait que les variations de E, (t) sont lentes signifie que ce dévelop- 
pement ne contient que les composantes avec & & «9. En en tenant 
compte, on a: 

ÎEoge- ot) = f (a + wo) Eoge-ioota) 


2 f (we) Eur” ito+a) + @ A Epue- ira, 


En effectuant maintenant la sommation des composantes de Fou- 
rier, on obtient : 


ÏEo (t) e-ioot — j (w) Ege-ivot + à A (00) 280 à -iuot, 


do ôt 
Omettant l'indice 0 auprès de &9, on obtient ainsi: 
D _ , d'(we) 0Eo ju 
TT — — LOE (G)E+— Te are (61,8) 
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En substituant cette expression dans (61,7) et en négligeant la 
partie imaginaire de la fonction & (@) on obtient: 

1 d(we) E* 0 25 4 d(we) d 

16% du (E 6 | Éo À) = 167 dw dt 
(le produit EçES coïncide avec ee, En ajoutant l'expression 
analogue pour le champ magnétique, nous arrivons à la conclusion 
que la vitesse de la variation systématique de l'énergie par cm° 


de milieu est donnée par la dérivée dU/dt, où 
L d (we) d'(ou) : 
U-— [= ÉE*-+ "CP HH®| : (61,9) 


Cette expression s'écrit en fonction des parties réelles des champs 
E et H de la manière eee 


D [see (we) 75 LOH 7 HE (61,10) 


C'est là le résultat ere U est . he moyenne de la par- 
tie électromagnétique de l'énergie interne par unité de volume 
du milieu transparent. En l'absence de dispersion, € et pu sont cons- 
tants et (61,10) devient, comme il se devait, la moyenne de l’expres- 
sion (61,3). 

Si l'on cesse l'apport d'énergie électromagnétique de l’exté- 
rieur, l'absorption qui existe toujours (même si elle est très petite) 
conduit à ce que, en fin de compte, toute l'énergie U se transforme 
en chaleur. Comme selon la loi de la croissance de l’entropie, cette 


chaleur doit être émise et non absorbée, on doit avoir U > 0. Con- 
formément à la formule (61,9) cela exige que les inégalités 


2) — 0, 2H — 0 


soient vérifiées. En réalité, ces conditions sont automatiquement 
végifiées par suite d’inégalités plus fortes auxquelles doivent tou- 
jours satisfaire les fonctions & (w) et p (w) dans le domaine de trans- 
-parence (voir $ 64) 1). 


$ 62. Relation entre les parties réelle 
et imaginaire de £ (o) 


La fonction f (rt) dans (58,3) est finie pour toutes les valeurs 
de son argument, y compris t = 0 ?). Pour les diélectriques, cette 


1) En prenant la demi-somme des inégalités (64,1) et (64.2) on trouve que 
Le dérivée d(we)/dw est non seulement positive, mais même supérieure à 
’unité. 
à C'est justement pour cela que dans la relation intégrale (58,3) on a sé- 
paré le terme E (t); dans le cas contraire, la fonction f (t) aurait pour t = 0 
une singularité du type de la fonction 6. 
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fonction tend vers zéro pour t —> co. Ceci exprime le fait que les 
valeurs de E ({) aux instants assez antérieurs ne peuvent influer sur 
la valeur de D (t). Le mécanisme physique se trouvant à la base 
de la relation intégrale (58,3) est l'établissement de la pola- 
risation électrique. Donc, l'intervalle des valeurs dans lequel la 
fonction f (+) est nettement différente de zéro est de l’ordre de gran- 
deur du temps de relaxation caractérisant la vitesse de ces processus. 

Ce qui vient d'être dit concerne également les métaux, avec 
cette seule différence que ce n’est pas la fonction f (rt) qui tend vers 
zéro pour t —+ co, mais la différence f (t) — 4xo. Cette différence 
provient de ce que le passage d’un courant stationnaire de conduc- 
tion, bien qu'il ne conduise pas à une variation réelle de l’état 
physique du métal, correspond dans nos équations à l'apparition, 


du point de vue formel, de l'induction D conformément à 1 = 
= us 6E ou 
D(t)= AnoE (t) dt = 4no Î E(t—7+) dt. 
Nous avons défini la fonction e (w) Re 
e(o)=1+ F eiutf (t) dt. (62,1) 
0 


Il se trouve possible d'obtenir pour cette fonction certaines rela- 
tions générales en utilisant la théorie des fonctions de la variable 
complexe. Considérons &© comme une variable complexe (wo — 
= @©” +io”) et cherchons les propriétés de la fonction € (w) dans 
le demi-plan supérieur de cette variable. Par suite de la défini- 
tion (62,1) et des propriétés mentionnées de la fonction f (t), dans 
tout le demi-plan supérieur € (w) est une fonction univoque, qui 
n’est nulle part infinie, c'est-à-dire qu’elle n’a pas de points singu- 
liers. En effet, pour ©” > 0 dans l'expression sous l’intégrale dans 
la formule (62,1) il y a un facteur e-®"* qui décroît exponentielle- 
ment. et comme la fonction f (t) est finie dans tout le domaine 
d'intégration, l'intégrale est convergente. La fonction e (w) n'a 
pas de singularités sur l'axe réel (w” — 0) sauf peut-être l'origine 
des coordonnées (pour les métaux & (w) a, en ce point, un pôle sim- 
ple) *). 

!) Dans le demi-plan inférieur la définition (62,1) est inapplicable. car 
l'intégrale est divergente. Ainsi. dans le demi-plan inférieur, la fonction £ (w) 
ne peut être définie que comme le prolongement ce de la formule (62.1) 


du demi-plan supérieur. En général, dans ce domaine Îa fonction £ (w) a des 
points singuliers. 


22—532 


338 ÉQUATIONS DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


Notons que l’absence de points singuliers pour la tonction & (w) 
dans le demi-plan supérieur découle, du point de vue physique, 
du principe de causalité. Conformément à ce dernier l'intégration 
dans (58,3) ne s'effectue que sur le temps antérieur à l'instant con- 
sidéré t; par suite dans la formule (62,1) le domaine d'intégration 
s'étend de 0 à o (et non de —oo à oo). 

Puis, conformément à la définition (62,1) nous avons: 


e(—o*)—Ee* (w). | (62,2 


C'est la généralisation de la relation (58,7) pour les valeurs réelles 
de «. En particulier, pour les valeurs purement imaginaires de © 
on a ei”) — e* (iw”), c’est-à-dire que sur l’axe imaginaire 
e(w) est réelle: 

Ime—0 pour wo = iv”. (62,3) 


Soulignons que la propriété (62,2) exprime simplement le fait 


que la relation opératorielle D = &E doit assurer que D soit réelle 
pour E réel. Si la fonction E (t) est donnée par l'expression réelle 


E = Ege- io + Egeio®t, (62,1) 
en appliquant l'opérateur € à chacun de ces deux termes. on a: 
D — € (@) Ege- ist Le (—o*) Ejeiv*! ; 


la condition rendant cette grandeur réelle coïncide avec (52,2). 

Conformément aux résultats du $ 61 la partie imaginaire de 
e (w) est positive pour des valeurs positives réelles © = &”’, c’est- 
à-dire sur le demi-axe droit réel. Comme selon (62,2), Im e (—w’) — 
= —]Im e (w’), la partie imaginaire de € (w) est négative sur le 
demi-axe gauche. Ainsi, 


, Ime>0 pour &—w >0, | 


(62,5) 
, Ime<0 pour © —w <0. 


Au point &© = 0 la fonction Im & change de signe, en passant par 

- réro (pour les diélectriques) ou par l'infini (pour les métaux). C’est 
le seul point sur l'axe réel où Im & (w) peut s’annuler. 

Lorsque & tend vers l’infini d'une manière arbitraire (dans 

le demi-plan supérieur), la fonction e (o) tend vers l'unité. Ceci 

a déjà été mentionné au $ 59 pour le cas où & —> oo suivant l’axe 


Dans le demi-plan supérieur la fonction € (w) a non seulement un sens 
mathématique formel, mais également un sens physique: elle détermine la 
relation entre D et E pour les champs dont l'amplitude croît (comme e“”!). 
Par contre, dans le demi-plan inférieur unc telle interprétation physique est 
impossible, ne serait-ce que parce que la présence d'un champ amorti (comme 
e71%"11) suppose que ce dernier est infini pour t > — 0. 
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réel. Dans le cas général, on peut le voir d’après la formule (62,1): 
si © — oo de sorte que &” — co, l'intégrale dans (62,1) s'annule 
par suite de la présence du facteur e”tw" dans l'expression sous 
l'intégrale; si au contraire &” reste finie tandis que | ©’ | + , 
l'intégrale s'annule par suite de la présence du facteur oscillatoire 
eiu'T, 

Ces propriétés de la fonction € (w) sont suffisantes pour formuler 
le théorème suivant: la fonction e (w) ne prend pas de valeurs réelles 


€ 


Fig. 29 


en aucun point fini du demi-plan supérieur à l'exception des points 
de l’axe imaginaire; sur ce dernier € (w) décroît d’une manière 
monotone, de la valeur €, > 1 (pour les diélectriques) ou de -:- 
(pour les métaux) lorsque © = i0, à 1 Lorsque w = ico. Il s'ensuit, 
en particulier, que la fonction € (@) n’a pas de zéros dans le demi- 
plan supérieur. 

La démonstration coïncide avec celle du théorème général 
concernant la « susceptibilité généralisée » !) (et les propriétés de e (w) 
sont analogues). Pour cette raison, la fonction & (œ) satisfait à la 
relation générale entre les parties réelle et imaginaire de’ la 
susceptibilité généralisée. Nous allons obtenir ces relations faisant 
apparaître certaines différences entre les diélectriques et les métaux. 

Choisissons une valeur réelle quelconque w& = ©, et intégrons 


. E — ° ° a 
l'expression Se Sur le contour représenté sur la fig. 29. Ce contour 


inclut tout l'axe réel, contournant par-dessus le point © = &w, > 0, 
ainsi que le point w = 0 si ce dernier est (pour les métaux) un pôle 
de la fonction € (w). Le contour se referme pie un demi-cercle infi- 


niment éloigné. A l'infini € —+ 1, la fonction + Fe tend donc vers 
zéro plus rapidement que 1/o©. Par conséuent, , l'intégrale 


\ tele (62,6) 
C 


w— 09 


1) Voir V, $ 125. La susceptibilité généralisée & (w) correspond à € (©) — 1 
qui s’annule lorsque © —+ co. 


22% 
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est convergente; comme la fonction e (w) n’a pas de points singu- 
liers dans le demi-plan supérieur et que le point © = &, est exclu 


du domaine d'intégration, la fonction _— est analytique dans 


tout le domaine intérieur au contour C et l'intégrale (62,6) est nulle. 

L'intégrale sur le demi-cercle infiniment éloigné s’annule éga- 
lement. Quant au point w,, nous allons le contourner dans le sens 
des aiguilles d'une montre. suivant un demi-cercle de rayon infini- 
tésimal p—>0; la contribution correspondante à l'intégrale est 
égale à —in [e (wo) — 1]. Si nous avons à faire à une fonction 
e (w) correspondant à un diélectrique, il est superflu de contourner 
l'origine des coordonnées, et l'intégration suivant tout l'axe réel 
donne alors: 


+00 co 
lim { Î ne Jon Je ONE 


Le premier terme est une intégrale étendue de —oo à +oo dans 
le sens de sa valeur principale. En dénotant ceci par le signe d'’inté- 
grale barrée on a: 


+0 
$ EE dû — in [e (00) —11=0. (62,7) 


—œo 


La variable d'intégration © ne prend ici que des valeurs réelles. 
Remplaçons-la par la lettre z, tandis que w désignera la valeur 
donnée réelle de w,; écrivons également la fonction e (w) de la 
variable réelle w, tout comme au $ 58, sous la forme e (w) = 
= €’ (w) +ie” (w@). En séparant dans (62,7) les parties réelle et 
imaginaire, nous trouvons finalement les deux formules suivantes: 


+00 
1 e (w)—1=+ $ "D 47, (62,8) 
Ed 1 os LA 4 
F e(w)=— + $ D Gr. (62,9) 


qui ont été obtenues en premier par H. Kramers et R. Kronig (1927). 
Soulignons que la seule propriété importante de la fonction e (o) 
que nous avons utilisée pour trouver les formules ci-dessus est 
l'absence de points singuliers dans le demi-plan supérieur !). Ainsi, 


1) Pour ce qui est de la propriété e — 1 pour & —+ oc elle est peu importante: 
si la limite e (oo) différait de 1, il faudrait simplement considérer, au lieu de 
la différence e — 1, la différence 8 — & (œ), en modifiant les formules (62,8) 
et (62,9). 
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on peut dire que les formules de Kramers-Kronig (tout comme la 
propriété indiquée de & (w)) sont une conséquence physique directe 
du principe de causalité. 

Comme e’(r) est une fonction impaire, on peut écrire (62,8) 
sous la forme: 


&’ (w) — 1 — fe su) + 1 ee dx 
ou 
e'(o)—1=+ j EP dx. (62,10) 
0 


S'il s’agit d'un métal, au point © = 0 la fonction e (w) a un 
pôle au voisinage duquel e = 4roi/o (58,9). Lorsque l’on contourne 
ce pôle suivant un demi-cercle, on obtient dans l'intégrale un terme 


réel supplémentaire — ses que l'on doit ajouter au membre de 


gauche de l'égalité (62,7). Un terme analogue apparaît également 
dans la formule (62,9) : 


e(o)= +2 Lee LO + (62,11) 


Quant à la formule (62,8) ou (62,10), elle reste inchangée. Dans le 
cas des métaux, il faut encore faire la remarque suivante. A la 
fin du $ 58 nous avons indiqué que pour les métaux il peut exister 
des domaines de fréquences où la fonction e (w) perd son sens phy- 
sique par suite des effets liés à la non-uniformité spatiale du champ. 
Mais dans les formules considérées l'intégration doit s'effectuer 
sur toutes les fréquences. Dans de tels cas, e (w) dans les domaines 
de fréquences correspondants doit être considérée comme une fonction 
obtenue lorsque l’on résout le problème formel d’un corps placé 
dans un champ (fictif) électrique périodique uniforme (et non dans 
le champ forcément non uniforme d’une onde électromagnétique). 

La formule (62,10) est particulièrement importante. Elle permet 
de calculer la fonction €’ (w), lorsque l’on connaît, même d’une 
manière approchée (par exemple empiriquement), la fonction &” (w) 
pour le corps considéré. Il est alors essentiel de souligner que pour 
une fonction e” (w) quelconque, satisfaisant à la condition physique 
indispensable e” > 0 pour w > 0, la formule (62,10) donne une 
fonction e” (w) satisfaisant à toutes les conditions physiques requises, 
c’est-à-dire une fonction possible en principe (le signe et la grandeur 
de &’ ne sont soumis à aucune restriction physique). Ceci permet 
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d'utiliser la formule (62,10) même d'après la fonction approchée 
e” (w). Par contre, la formule (62,9) ne donne pas (dans le cas géné- 
ral d’une fonction arbitraire e’ (w)) une fonction e” (w) possible 
du point de vue physique, car la condition &” (w) > 0 n’est pas 
automatiquement remplie. 

Habituellement dans la théorie de la dispersion, on écrit l’ex- 
pression pour &’ (w) sous la forme: 


âne @_ f(x) 


m D2— rt 
0 


e"(@)—1— — dx, (62,12) 


où e, m sont la charge et la masse de l'électron, et f (w)do la force 
d'oscillateurs (ou « nombre d'électrons dispersifs ») dans l'intervalle 
de fréquence dw. Conformément à (62,10) cette grandeur est liée 
à e” (o@) par la formule: 


fo) = 0€" (0). (62,13) 


Pour les métaux f (w) tend vers une limite finie pour © —+ 0. 

Pour des valeurs de & suffisamment élevées dans l'expression 
sous l'intégrale de (62,10), on peut négliger x par rapport à ©. On 
a alors: 


f ze” (x) dx. 


0 


; : 2 
e(o)—1= —— 
D'un autre côté, pour la constante diélectrique, pour des fréquences 
hautes, on a la formule (59,1). En comparant ces deux expressions 
on obtient la formule: 


L:, 02 


! us \ 6e” (6) do = \ f(6) dw=N, (62,14) 
. U 0 
où N est le nombre total d'électrons par unité de volume de la subs- 
tice. 

Si &” (w) n’a pas de singularité pour © = 0, dans la formule 
(62,10) on peut passer à la limite © —+ 0, d'où l'on obtient: 


, __ 2 Ê 8” (x) 

e (O)—1=+\ © q7. (62,15) 
0 

Par contre, si le point © — 0 est un point singulier de la fonction 

e” (©) (métaux), la limite vers laquelle tend l'intégrale (62,10) 

pour w —> 0 ne coïncide pas avec la valeur obtenue en supprimant 

tout simplement © dans l'intégrale. Pour calculer la limite indi- 
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quée, il est indispensable de remplacer dans l'expression sous l’in- 
tégrale æe” (x) par 


: 416 
e” (x) — RÉ 


ce qui ne change pas la valeur de l'intégrale, car on a identi- 
quement : 


Pour les diélectriques, on peut écrire (62,15) sous la forme: 
4re2N — 


8 —1=——0*#, (62,16) 


où la barre indique que l’on prend la moyenne à l’aide du « nombre 
d'oscillateurs »: 


On peut se servir de cette expression lorsque l’on a besoin d'estimer 
les valeurs de €. 

La formule suivante (voir V, (125,19)) donne les valeurs de 
& (w) sur le demi-axe imaginaire supérieur, en fonction des valeurs 
de €” (©) sur l’axe réel: 


4 _ 2 ç ze” (x) à je 
e(iu)—1= + (EE ar. (62,17) 
0 
En intégrant cette relation par rapport à © on obtient: 
\ {e (io) — 1] do = \ e” (w) du. (62,18) 
0 0 . 


Tous les résultats obtenus, à condition d’être un peu modifiés, 
peuvent être appliqués à la perméabilité magnétique pu (w). La 
différence essentielle tient à ce que la fonction u (©) perd son sens 
physique lors de l'augmentation de la fréquence. Ainsi, les formu- 
les de Kramers-Kronig doivent être appliquées à u (w) de la manière 
suivante. Au lieu d’un intervalle infini, on considère un intervalle 
fini de w (de O à w,) s'étendant à des fréquences telles que u con- 
serve encore son sens, mais cesse de varier, sa partie imaginaire 
pouvant être supposée nulle ; désignons par pu, la valeur réelle de u. 
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La formule (62,10) doit alors être écrite sous la forme: 


o1 
; 2 zu” (x ; 
u (@w)—m=<$ Eo dt. (62,19) 
0 

Au contraire de €, la valeur y = pu (0) peut être tant inférieure 
que supérieure à 1. La variation de pu (w) suivant l'axe imaginaire, 
décroît de nouveau d'une manière monotone, mais cette fois de 
Ho à Hi < Ho- 


s 


$ 63. Onde monochromatique plane 


Les équations de Maxwell (58,2) pour un champ monochroma- 
tique sont: 


iou(wo) H=crotE, iwe(o) E— —crotH. (63,1) 


Ces équations, par elles-mêmes, forment un système complet, car 
les équations (58,1) en découlent automatiquement, et ne doivent 
donc pas être considérées séparément. En supposant que le milieu 
est homogène et en excluant de ces équations H (ou E) on obtient 
une équation du second degré: 


AE+eu-% E— 0 (63,2) 


(et une équation analogue pour H). 

Considérons une onde électromagnétique plane se propageant 
dans un milieu homogène illimité. Dans une onde plane, dans le 
vide, le champ dépend des coordonnées par un facteur de la forme 
eikr, où k est un vecteur d’onde réel. Lorsque l’on étudie la propa- 
gation des ondes dans des milieux matériels, dans le cas général, 
il Et indispensable d'introduire également les valeurs complexes: 


‘ k=k’+ik", 
k’ et k” étant des vecteurs réels. 


---En supposant que E et H sont proportionnels à eikr et en déri- 
vant les équations (63,1) par rapport aux coordonnées on obtient : 


ouH=ckXE, œoE=—ckxH. (63,3) 


En éliminant de ces deux relations E ou H, on trouve l'expression 
suivante pour le carré du « vecteur d'onde »: 


= ki KE DK" = ep À . (63,4) 


On voit que k ne peut être réel que si e et p sont réels et positifs. 
Mais dans ce cas k peut tout de même être complexe, si k’k” = 0 
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(nous rencontrerons ce cas lors de l’étude de la réflexion totale; 
voir $ 66). 

I1 ne faut pas perdre de vue que dans le cas général où k est 
complexe, le terme « onde plane» est purement conventionnel. 
En écrivant 

eikr — eik're—k"r, 


on voit que les plans perpendiculaires au vecteur k” sont des plans 
de phase constante. Quant aux plans d'amplitude constante, ce 
sont des plans perpendiculaires au vecteur k” dans la direction 
duquel l'onde est amortie. Pour ce qui est des surfaces de valeur 
constante du champ, elles ne seront pas en général planes. De telles 
ondes sont appelées « ondes planes hétérogènes » par opposition aux 
ondes planes « homogènes » ordinaires. 

La relation existant entre les composantes des champs électrique 
et magnétique est donnée, dans le cas général, par les formules (63,3). 
En particulier, en prenant le produit scalaire de ces formules 
par k, on obtient: 


kE=—0, kH—0; (63,5} 
en prenant le carré de l’une d'elles et en utilisant (63,4), on trouve : 
E= He. (63,6) 


Jl1 faut cependant rappeler que, comme les trois vecteurs k, E, H 
sont complexes, ces relations n'ont en général pas d’explication 
aussi évidente comme dans le cas des grandeurs réelles. 

Sans nous arrêter sur les relations générales très compliquées, 
nous considérons seulement quelques cas particulièrement impor- 
tants. 

On obtient des résultats assez simples pour une onde se propa- 
geant sans amortissement dans un milieu homogène (transparent). 
non absorbant. Dans ce cas le vecteur d'onde est réel et égal à: 


Venu 2=n2 7 
k=Veut=n—, (63,7) 
où n — V/ ep est l'indice de réfraction du milieu. Tant le champ élec- 
trique que le champ magnétique se trouvent dans un plan per- 


pendiculaire au vecteur k (onde purement transversale); ces champs 
sont perpendiculaires et liés par la relation suivante: 


H=— ViixE (63,8) 


(1 étant le vecteur unitaire dans la direction k). Il s'ensuit que 
eE? — uH®; ceci ne signifie cependant pas que les énergies élec- 
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trique et magnétique dans l’onde sont égales (comme dans le cas 
où il n'y a pas de dispersion), car elles sont données par d’autres 
expressions (deux termes dans la formule (61,10)). 

La vitesse w de propagation de l'onde dans le milieu est déter- 
minée par l'expression bien connue pour la vitesse de groupe !): 


du c 


HE d (ñw)/de . (63,9) 


U —= 


11 est facile de voir que la vitesse 
u= SU, (63,10) 
correspond bien à son sens de vitesse de transport de l'énergie dans 


le paquet d'onde; ici U est la densité d'énergie donnée par la for- 
mule (61,9), et 


S = y <EE* (63,11) 


est la valeur moyenne du vecteur de Poynting. En l'absence de 
dispersion, lorsque l'indice de réfraction ne dépend pas de la fré- 
quence, l’expression (63,9) se réduit simplement à c/r (comparer 
avec (56,13)). 

Ensuite, considérons un cas plus général: la propagation d'une 
onde électromagnétique dans un milieu absorbant, le vecteur d'onde 
ayant une direction déterminée, c’est-à-dire k’ et k” étant paral- 
lèles. Une telle onde est littéralement plane, car les surfaces de 
valeurs constantes du champ sont les plans perpendiculaires à la 
direction de la propagation (onde plane « homogène »). 

Dans ce cas, on peut introduire la « longueur » À du vecteur 
d’onde conformément à k = Æl (où 1 est le vecteur unitaire dans 


la direction k” et k”) et (63,4) donne 4 = V eu _ . Habituellement 


LT — Ds HUE 
on écrit la grandeur complexe V eu sous la forme n + ix, où net x 
sont réels, de sorte que l'on a: 


= k=Veu=(n+ix) +. (63,12) 


La grandeur » est appelée indice de réfraction, et x coefficient d'ab- 
sorption ; ce dernier détermine la vitesse d'amortissement de l'onde 
au fur et à mesure de sa propagation. Soulignons cependant que 
l'amortissement de l’onde n’est pas obligatoirement lié à la pré- 
sence d’une absorption réelle ; la dissipation d'énergie n’a lieu que 


1) Lorsque l'absorption est importante, il est en général impossible d'in- 
troduire la notion de vitesse de groupe, car les paquets d'onde s'étalent ra- 
pidement dans un milieu absorbant. 
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si € ou L sont complexes, tandis que le coefficient x peut être diffé- 
rent de zéro même pour des & et p réels (négatifs). 

Nous allons exprimer les grandeurs » et x en fonction des parties 
réelle et imaginaire de la constante diélectrique, en supposant 
de plus que p—=1. L'égalité n° — x? + 2inx = e—e +ie” 
donne: n° — x° — €’, 2nx — e”. En résolvant ces équations par 
rapport à z et x on obtient !): 


Rp EU Ve 6 


En particulier, pour les métaux dans le domaine de fréquences 
où la formule (58,9) est applicable, la partie imaginaire de e est 
grande par rapport à la partie réelle; elle est liée à la conducti- 
bilité par la relation €” — 4no/w; en négligeant €’ par rapport 
à e”, on trouve que 7 et x coïncident et sont égaux: 
910 : 
n=x=)/ ©. (63,14) 
w 
Pour trouver la relation entre les champs E et H dans l’onde 
plane homogène considérée, on obtient de nouveau la formule (63,8), 
mais cette fois pour des & et complexes. Nous voyons de nouveau 
que les deux champs et la direction de la propagation de l'onde 
Sont, tous les trois, perpendiculaires. Si u = 1, en écrivant Ve 
sous la forme: 


> —— | 
Ve Vitre ei arcte (x/n), 


on voit que le champ magnétique est en valeur absolue n° + x? 
fois supérieur au champ électrique avec un déphasage égal à 


arctg _ ;en particulier, dans le cas (63,14) le déphasage est 1/4. 


Problème 


A un instant donné (t — 0) dans une certaine région de l’espace se produit 
une perturbation électromagnétique. Sans être maintenue par une source exté- 
rieure, cette perturbation va décroître dans le temps. Trouver les conditions don- 
nant le décrément de cet amortissement. 

Solution. Développons la perturbation initiale en intégrale de 
Fourier suivant les coordonnées et considérons une composante quelconque de 
vecteur d'onde k (vecteur réel!). Celle-ci dépend du temps (pour des t 


suffisamment grands) au moyen du facteur e"*!. La e fréquence » complexe 
o est à déterminer ; le décrément de l'amortissement est égal à — Im «. 


1) Comme &° > 0, n et x doivent être de même signe car l’onde s’amortit 
dans le sens de sa propagation. Le choix dans (63,13) des signes positifs cor- 
respond à une onde se propageant dans le sens positif de l'axe des z. 
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Les équations 
rot E=ikXE, LD=rotH=ik x H 
donnent, après avoir éliminé H: 
4 
—5 D=kX(kXE). (1) 


Prenons la direction k pour axe des z. Pour la partie « longitudinale + 


de la perturbation, on a D. = 0, et, par conséquent, D. = 0. À 
. D'un autre côté, la relation entre D, et E. est donnée par un opérateur 
intégral de la forme 

t 


Ex (t)= E-1D, = \ F(t—*) Da (x) dr (2) 
(comparer avec $ 58). Comme dans ce cas D; (t)—0 pour T>0, ona: 
0 
Ex()= À F5) Det dr. 3) 


Il s'ensuit que, pour des t grands, E, en fonction du temps est principalement 
déterminée par la fonction F (+). 
Pour un champ monochromatique, (2) donne: 


n L-. 2 
Cu LL es 


et inversement : 
{ 1 
F Gr \ ET do. 


{ 
Pourévaluer cette intégrale pour des grandes valeurs de t, on déplace le contour 
d'intégration dans le demi-plan inférieur &, où l'expression sous l'intégrale 
décroît rapidement. Il faut de plus contourner tous les points singuliers de 
la fomction 1/e(w), c'est-à-dire les zéros de la fonction e(w) et ses points de 
branchement. En définitive, l'intégrale sera essentiellement proportionnelle 
à e if, où w, est le point singulier qui est le plus près de l’axe réel. C’est 
ce qui donne la partie longitudinale de la perturbation. 

Pour les composantes transversales on a, à partir de (1): 


+ Dur: + MEy :=0. 


Une étude analogue montre que la « fréquence » cherchée w, est, dans le cas 
résent, celui des zéros qui est le plus près de l'axe réel ou bien un point 
e branchement de la fonction suivante: 


2e (o)—c?k2. 
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$ 64. Milieux transparents 


Appliquons les formules générales du $ 62 aux milieux faible- 
ment absorbants (dans la gamme considérée de fréquences), c’est- 
à-dire que nous allons supposer que pour ces fréquences, la partie 
imaginaire de la perméabilité diélectrique peut être négligée. 

Il est alors inutile de prendre dans la formule (62,10) la valeur 
principale, car en fait le point x — «© disparaît du domaine d’inté- 
gration. Puis, on peut prendre la dérivée de cette intégrale par rap- 
port au paramètre ®, tout comme pour une intégrale ordinaire 
dont l'expression sous l'intégrale n’a pas de points singuliers. En 
prenant cette dérivée on obtient: 


Rte 
do x (w2— 272)? ° 
0 
Comme l'expression sous l'intégrale est positive dans tout le 
domaine d'intégration, on en conclut que 


de (w) 
2 0, (64,1) 


c'est-à-dire que, dans la gamme de fréquences sans absorption, 
la perméabilité diélectrique est une fonction croissante monotone 
de la fréquence. 

D'une manière analogue, dans la même gamme de fréquences 
on obtient une autre inégalité: 


d __ 4o ç 23e" (x) 
de AUS \ Gus 2 > 0, 
ou 
de 2 (1 —e) 
du (62,2) 


Si e < 1 ou même négative, cette inégalité est plus forte que 
l'inégalité (64,1). 

Remarquons que les inégalités (64,1) et (64,2) (et les inégalités 
analogues pour u(w)) garantissent automatiquement l'inégalité 
u << c pour la vitesse de propagation des ondes. Ainsi, pour u = 1 
on a n = Ÿ e et en introduisant n au lieu de e dans (64,1) et (64,2), 
on obtient: 

d (no) d (now) 1 
do 7% Ed . (64,3) 


n 


Donc pour la vitesse uw (63,9), on obtient deux inégalités: u < c/n 
et u << cn, d'où l’on voit que u<c tant pour rz > 1 que pour 
n << 1. Ces inégalités montrent également que u > 0, c’est-à-dire 
que la vitesse de groupe est dirigée dans le même sens que le vecteur 


350 ÉQUATIONS DES ONDES ÉLECTROMAGXNÉTIQUES 


d'onde. Cette propriété est tout à fait naturelle, bien que du point 
de vue logique elle ne soit pas indispensable. 

Supposons que le domaine de faible absorption s’étende à 
la gamme de fréquences de &, à œ2 (avec &2 © w1) et consi- 
dérons des fréquences © telles que wi - © & w:. Le domaine 
d'intégration dans (62,10) se sépare en deux parties: z << w, et 
æ> 2 Dans le premier de ces domaines, on peut négliger, dans 
le dénominateur de l'expression sous l'intégrale, x par rapport à w, 
et dans le second domaine w par rapport à x; ainsi: 


oo &1 
5, 
e(w)-- 1+È \ e” (x) ce \ ze” (x) dx, (64,4) 
We 0 

c'est-à-dire que la fonction € (&) dans le domaine considéré a la 
forme a — b/w*. où a et b sont des constantes positives. La seconde 
de ces constantes peut s'exprimer en fonction du « nombre d'élec- 
trons dispersifs » W,, donnant l'absorption dans la gamme de 0 
à 1 (comparer avec (62,14)): 

4aN ie? 
—. (64,5) 

Cette expression montre que dans un domaine suffisamment 
étendu d'absorption faible, la perméabilité diélectrique passe en 
général par zéro. À ce propos, rappelons que c’est le milieu où € (w) 
est non seulement réelle, mais également positive, qui est réelle- 
ment le milieu transparent ; lorsque & est négative l’onde s’amortit 
à l’intérieur du milieu, bien qu’il n’y ait pas de dissipation réelle 
d'énergie. 

Pour la fréquence qui donne e = 0, l'induction D est identique- 
ment nulle et les équations de Maxwell permettent l'existence 
d'un champ électrique alternatif qui ne satisfait qu’à la seule 
équation rot E — 0, pour un champ magnétique nul. En d’autres 
térmes, ce cas admet l'existence des ondes électriques longitudina- 
lés. Pour déterminer la vitesse de leur propagation, il est indispen- 
sable de tenir compte de la dispersion de la perméabilité diélectrique, 
nôh seulement suivant la fréquence, mais également suivant le 
vecteur d'onde. La valeur de &w pour laquelle e = 0 devient alors 
également une fonction du vecteur d'onde. Par suite de l’isotropie 
du milieu, le premier terme différent de zéro (après &,) du dévelop- 
pement de la fonction scalaire © (k) est proportionnel à k*: 


© = 09 + !/,ak?. 
Par conséquent, la vitesse de propagation 


€ (Oo) — a — 


do 
7 = 
est proportionnelle au vecteur d'onde. 
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Problème 


Une onde électromagnétique plane de front (avant) raide tombe suivant 
la normale sur la frontière d'un demi-espace (zx >-0) rempli d’un milieu transparent 
(u = 1). Déterminer la structure du front de l'onde transmise (A. Sommerfeld' 
et L. Brillouin, 1914). 

Solution. Supposons que l'onde tombe sur la frontière du milieu 
à l'instant ? = 0, de sorte que pour z — 0 le champ de l'onde incidente (E ou H} 
est pour 10: E=0; pourt>0: Ee7“%f, Développons ce champ en 
intégrale de Fourier par rapport au temps; le problème revient alors à l'étude 
des ondes infinies de fréquence différente tombant sur la même frontière. 
L'amplitude de la composante de Fourier de fréquence w est proportionnelle à 

Le. 


Ÿ ete a 
0 
Pour une onde incidente de fréquence w, l'onde transmise est de la forme: 
—iot+i 2 nx 
a (w)e E 
où l’amplitude a (w) est une fonction variant lentement avec la fréquence. 
Donc, dans ce cas, le champ de l'onde dans le milieu est 


+ jwt +-i CR © 
Siwr-£i & 
ES \ dwa(o)e € \ ei) qr. 
Es 0 
Au voisinage du front de l'onde, ce sont les valeurs de & voisines de w, 
qui jouent un rôle de première importance. En introduisant la nouvelle variable 
ë = © — «9, on remplace a (w) par a (9) et on développe l’exposant suivant 


les puissances de ë. En omettant toutes les constantes peu importantes, ainsi 
que les facteurs de phase, on obtient: 


© + ” 2 : 
ES \ \ exp { (142) | de dt, 
0 —œ 


où u = u (wo) est la vitesse de propagation (63,9) et u’ = a | . En 
© | o—&0 


effectuant l'intégration sur dE, il est facile d'écrire E sous la forme suivante” 
z—ut 
Vilu] 


(le signe dans l’exposant dépend du signe de u”’). La loi de distribution de l'n- 
œ 


E \ ei dan, w— 
w 


a 
= 
. 


tensité de l'onde au voisinage du front est: 7 | \ ei* dn 


Cette expression est de la même forme que celle qui donne la distribution 
de l'intensité au voisinage du bord de l’ombre lors de la diffraction de Fresnel 
(voir II, $ 60). Pour x >> 0 l'intensité décroît d’une manière monotone lors- 
que # augmente, mais pour w < 0 elle effectue des oscillations s’amortissant 
autour d’une valeur constante vers laquelle elle tend pour x —> —0o 1). 


1) A de grandes distances à l’amont du front considéré, celui-ci est précédé 
par des « annonciateurs » se propageant à la vitesse c. Ils correspondent à des 
composantes de Fourier de fréquences élevées, pour lesquelles 8 —+ 1. 
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$ 65. Optique géométrique 


L'optique géométrique est applicable (voir II, $ 57) si la longueur 
d'onde À est petite par rapport aux dimensions caractéristiques L 
du problème. L’optique géométrique est liée à l'optique ondulatoire 
par le fait que pour À < L toute grandeur q décrivant le champ de 
l'onde (l’une quelconque des composantes de E ou de H) s'exprime 
par une formule de la forme: 


P — aeiŸ, 


où l’amplitude a est une fonction des coordonnées et du temps 
variant lentement, et la phase 1 est une grandeur notable, qui est 
une fonction « presque linéaire » des coordonnées et du temps. 
En optique géométrique cette dernière grandeur s'appelle eikonale 
et joue un rôle fondamental. Sa dérivée par rapport au temps donne 
la fréquence de l’onde, soit: 


ap 
: TE = — 0, (65,1) 
les-dérivées par rapport aux coordonnées donnant le vecteur d'onde: 
| Vp=k (65,2) 


ef par là même la direction des rayons en chaque point de l'espace. 

Pour une onde monochromatique dans des conditions station- 
naires, la fréquence est une grandeur constante et l’eikonale dépend 
du temps au moyen du terme —ot. Introduisons alors, au lieu de +, 
une autre fonction 1, (que nous appellerons également eikonale) 
conformément à: 


= —0t+ hr, y, 2); (65,3) 
Ÿ, n'est fonction que des coordonnées, et son gradient est 
Vi =n. (65,4) 
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où n est un vecteur lié à k par la relation 
k=n. (65,5) 


La valeur absolue du vecteur n est égale à l'indice de réfraction 
n du milieu‘). Donc l'équation de l’eikonale pour la propagation 
des rayons dans un milieu d'indice de réfraction nr (x, y, z) (fonc- 
tion donnée des coordonnées) est: 


ce ()+() + (M) fene (656) 


L'équation de propagation des rayons (pour des conditions sta- 
tionnaires) peut également être obtenue à partir du principe de Fer- 
mat selon lequel pour la trajectoire du rayon entre deux points 

B 


donnés À et B de l’espace l'intégrale \ k dl doit être minimale ou: 
A 


B 
= (nd= (na. 
A 


En annulant la variation de cette one on a: 
B 


Gi = | (ôr- di + n8 dl) = 0. 
A 


Soit ôr le déplacement de la trajectoire du rayon lors de la varia- 
tion. On a alors: 


Ôôn = ôr-Vn, Ôôdl=—1 dôr, 


où I est le vecteur unitaire de la tangente au rayon. En substituant 

dans à, et en effectuant l'intégration par parties dans le second terme 

(compte tenu de ce que, aux points À et B, ôr = 0) on obtient: 
BR 


Gb: = \ Ôr-Vn dl + \ pr (vn— HU ôr-dl=0. 
A À A 
D'où 


d (nl) 
En prenant la dérivée et en substituant D = In écrivons cette 
équation sous la forme suivante : 
dl 1 ï 
Pb [Va—] (1Vn)]. (65,8) 


C'est l’équation déterminant la forme des rayons. 


1) En optique géométrique on ne considère que des milieux transparents. 
23—532 
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Conformément à la géométrie différentielle, la dérivée dl/dt 
le long du rayon est égale à N/R, où N est le vecteur unitaire de la 
normale principale, et À le rayon de courbure du rayon. En 
multipliant les deux membres de l'équation (65,8) par N et compte 
tenu du fait que N et 1 sont perpendiculaires, on obtient: 


1 Vn æ 
H =N— = (65,9) 


Le rayon se courbe dans le sens de l’augmentation de l'indice de 
réfraction. ; 

En optique géométrique la vitesse de propagation des rayons est 
dirigée le long de 1 et est donnée par la dérivée: 


à = 
u — FF ; (65.10) 


Elle s'appelle vitesse de groupe, et le rapport w/k vitesse de phase. I1 
ne faut cependant pas oublier que cette dernière ne correspond pas 
à la vitesse de propagation physique réelle d’une grandeur quel- 
conque. 

Il est également facile d'écrire l'équation déterminant la varia- 
tion de l'intensité de la lumière le long du rayon. L’intensité Z est 
la valeur absolue moyenne (dans le temps) du vecteur de Poynting. 
Ce dernier est dirigé, tout comme la vitesse de groupe, le long de 1: 


S— 11. 


Dans des conditions stationnaires la densité moyenne de l'énergie 
du champ, en chaque point de l’espace, ne varie pas dans le temps. 


Donc l'équation de la conservation de l'énergie est div S = 0, ou 
div(71)=0. (65,11) 


C'est l'équation cherchée. 

+ Enfin passons à l’étude de la variation de la direction de polari- 
sation de la lumière polarisée linéairement le long du rayon 
(S_ M. Rytov, 1938). 

” Conformément à la géométrie différentielle, une courbe spatiale 
(ici le rayon) est caractérisée en chacun deses points par trois vecteurs 
unitaires perpendiculaires qui suivent la tangente 1, la normale 
principale N et la binormale b (trièdre naturel). Comme les ondes 
électromagnétiques sont transversales, le vecteur E (ou H)se rouve 
toujours dans le plan normal (plan N, b). 

Supposons qu’en un certain point du rayon la direction de E coïn- 
cide avec celle de N, c’est-à-dire qu’elle se trouve dans le plan tan- 
gent (plan N, 1). La déviation de la courbe sur la longueur d! par 
rapport au plan tangent est une grandeur petite d'ordre supérieur 
(troisième). On peut donc affirmer que lors du déplacement le long 
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du rayon à une distance d! le vecteur E reste dans le plan tangent 
initial. En même temps, le nouveau plan tangent tourne autour 
de l’ancien de l'angle do = d!/T, où T est le rayon de torsion de la 
courbe. L'’angle dont a tourné le vecteur E par rapport au vecteur 
N dans le plan normal aura, par conséquent, la même valeur. Ainsi, 
lorsque l’on se déplace le long du rayon, la direction de polarisation 
tourne dans le plan normal de sorte que l'angle qu'elle fait avec 
la direction de la normale principale varie conformément à l'équa- 
tion: 

d __1 

TT (65,12) 
En particulier, en l’absence de torsion, c’est-à-dire lorsque le rayon 
est une courbe plane, la direction du vecteur E dans le plan normal, 
reste inchangée, ce qui est évident d’ailleurs à partir de consi- 
dérations de symétrie. 


Problème 


Déterminer la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu en mou- 
vement (par rapport à l’observateur). 

Solution. Soit w et k la fréquence et le vecteur d'onde de l'onde lumi- 
neuse dans un système de référence immobile A ,et w’, k”’ les mêmes grandeurs 
dans le système X”, se déplaçant avec le milieu fluide, à la vitesse relative v. 
En première approximation par rapport à v/c le mouvement dans la direction 
perpnicueie à k n'influe pas sur la propagation de la lumière ; sans restreindre 
a généralité, on peut donc considérer que les directions de v et de k coïncident. 

Dans le système X’ le fluide est immobile, donc w’ et &’ sont liés par la 
relation : 

ck'= "nr (w'). (1) 


Conformément aux formules relativistes de transformation (voir 11. & 48), on a, 
aux termes du premier ordre (par rapport à v/c) près: 

@'—=@—kv, K'=k— Tv. 
En substituant ces expressions dans (1) et en développant la fonction n (o'), 
on obtient avec la même précision : 

_, ©, vo d (no) ) 5 

ERP a (sr do J' (2) 

ai n = n(w). Pour la vitesse de propagation (vitesse de groupe) on trouve 
alors: 


uœug+e (1-5) © 0, (3) 
c do 
où ug = JE (no) est la vitesse de propagation dans un milieu immobile. 
Quant à la vitesse de phase, elle est égale à: 
Q c 1 w dn 
arte (it). 


Les deux premiers termes dans (3) peuvent être obtenus en appliquant sim- 
plement la formule relativiste de composition des vitesses, et le troisième corres- 
pond à l'effet de dispersion (qui a été étudié par H. À. Lorent:). 


23* 
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$ 66. Réflexion et réfraction des ondes 


Considérons la réflexion et la réfraction d’une onde électro- 
magnétique plane monochromatique sur la frontière plane de deux 
milieux homogènes *). L'onde incidente vient du milieu transpa- 
rent (milieu 7); pour l'instant, nous n’allons pas supposer que le 
milieu 2 est également transparent. Les grandeurs relatives à l'onde 


Fig. 30 


incidente et l'onde réfléchie seront dotées des indices 0 et 1 respec- 
tivement; quant à l'onde réfractée, elle sera dotée de l'indice 2 
(fig. 30). La direction de la normale au plan de séparation est choisie 
pour axe des z (la direction positive étant prise vers l’intérieur du 
milieu 2). 

Par suite de l'homogénéité complète dans le plan zxy, les équa- 
tions du champ doivent dépendre d’une manière analogue de x et 
de-y dans tout l’espace. Cela signifie que les composantes k,, k, 
du vecteur d'onde pour les trois ondes sont identiques. Il s'ensuit 
immédiatement que la direction de propagation de toutes les ondes 
se trouve dans un même plan; choisissons ce plan pour plan xz. 


L'égalité 
Kox = Kix = kox (66,1) 
donne pour la composante z de ces vecteurs : 
ki = — ko: = —<Ve cos 6o, 
_ ee ki = + V8 —e, sin 60. (66,2) 


1) Dans les deux milieux on pose pu = 1. 
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Le vecteur k, est réel par définition. Le vecteur k, est également 
réel. Quant à la grandeur #:,, elle est complexe dans un milieu 
absorbant, le signe de la racine carrée devant être tel que Im k2, > 0 
car l'onde réfractée s'amortit à l’intérieur du milieu 2. 

Si les deux milieux sont transparents, l'égalité (66,1) donne 
les lois bien connues de la réflexion et de la réfraction: 


_ sin ® € __ A : 
6; = 60, Sin 0 — V4 ru (66,3) 

Pour déterminer l’amplitude des ondes réfléchie et réfractée 
il faut se référer aux conditions aux limites sur la surface de sépara- 
tion (x = 0). Nous allons considérer deux cas: lorsque le champ 
électrique E, se trouve dans le plan d'incidence et lorsque le champ lui 
est perpendiculaire; cela signifie que nous étudions également 
le cas général où E, peut être décomposé en deux composantes. 

Supposons d’abord que E, est perpendiculaire au plan d'incidence. 
Des considérations de symétrie montrent qu'il en est de même pour 
les champs E,; et E: des ondes réfléchie et réfractée. Quant au vec- 
teur H, il se trouve dans le plan zx, :. Les conditions aux limites 
exigent que E, = E et H, soient continues); conformément 


à (63,3) H, = —<k.E,. 
Le champ dans le milieu Z est la somme des champs des ondes 


incidente et réfléchie, de sorte que nous obtenons les deux équations 
suivantes : 


Eo+E;=E>, ko:(Eo—E;)=ks:E. 
Les facteurs exponentiels dans Æ disparaissent dans les deux mem- 
bres de l’égalité, car #. (ainsi que la fréquence w) est le même dans 
les trois ondes; ci-dessous nous allons toujours supposer que E est 
l'amplitude complexe des ondes. La solution des équations écrites 
donne les formules de Fresnel : 


E = huh p LL Ve cos 05 — V'Er— e; sin? 6 
hote Veicos0o+ V/e—e sin ® 


E, = — 2ko Fes 2 Ve cos 
“ Khoz+ko: VE cos 00 + V/E2 — € sin? & 
Si les deux milieux sont transparents, les équations (66,3) per- 
mettent d’écrire ces expressions sous la forme suivante: 
à: sin (82 = 60) 
E1= Sin (@2+ 80) 2° 
__ 2cos 60 sin 8& 
Ein (Ge+80 2° 
1) Les conditions aux limites pour les composantes normales de B et D 


ne donnent ici rien de nouveau car les équations div B = O0, div D = O dé- 
coulent des équations (63,1). d 


0» 


(66,4) 


(66,5) 
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D'une manière analogue on peut considérer le cas où E se trouve 
dans le plan d'incidence; il est alors plus facile de faire les calculs 
pour un champ magnétique perpendiculaire au plan d'incidence. 
Ceci donne encore deux formules de Fresnel : 


H, = 220 —tihes pr. €2 C0S Op — Ves (82 — 25 sin? 60) 
17 ekoeike © epcoS0p+ Veytee—ei sin) 66.6 
H. = 28»k0: 2e cos 8 (66,6) 


7 eketeke © 2 cos 00 V/E1 (E2 — €1 sin? 60) < 
Si les deux milieux sont transparents, ces formules peuvent 
s'écrire comme : 
H, = 8 (Bo— 02) 
1 t@(Bo+8) 
1 sin 280 
LE 7” sin (80 + 82) cos (89 — 8) Ho- 


(66,7) 


Le coefficient de réflerion R est défini comme le rapport du flux 
d'énergie moyen (dans le temps) réfléchi sur la surface au flux 
incident. Chacun de ces flux est donné par la valeur moyenne de la 
composante z du vecteur de Poynting (63,11) de l’onde correspon- 
dante: : 

_ Vucos0, El _1E 
Ve cos 801 Eol? lEol° ‘ 
Lorsque l'incidence est normale (0, = 0), les deux cas de pola- 


risation sont équivalents, et le coefficient de réflexion est donné 
-par la formule: 


HO 


_|Va-ve x 
# EVE RE) 


Cette formule est vraie tant pour un milieu transparent que pour 
un milieu absorbant réfléchissant. Si l’on introduit n: et x: tels 


que Ve = 7: +ix:, on obtient pour une onde issue du vide 
(a.=1): 

__ (n9—1)%+xi 

(m4 124 (6) 


L'étude ultérieure des formules obtenues suppose que les deux 
milieux sont transparents. Nous allons d’abord faire une remarque 
de caractère général. La surface de séparation entre deux milieux 
différents n’est pas, en réalité, une surface géométrique, mais une 

* couche intermédiaire fine. La validité des formules (66,1) n’est 
liée à aucune hypothèse sur le caractère de cette couche. Cependant 
les formules de Fresnel ont été trouvées en se basant sur les condi- 
tions aux limites qui exigent que l'épaisseur de la couche intermé- 
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diaire 6 soit petite par rapport à la longueur d'onde À. Générale- 
ment, l'épaisseur Ô est comparable aux distances interatomiques, 
‘ qui sont en tout cas petites par rapport à À (sinon il aurait été im- 
possible de faire une étude macroscopique du champ); donc la 
condition À > 6 est généralement remplie. Dans le cas limite inver- 
se, la réfraction aurait un tout autre caractère. Pour ô © À on peut 
appliquer l’optique géométrique (À est petit par rapport aux dimen- 
sions des hétérogénéités du milieu). Dans ce cas, on aurait pu consi- 
dérer la propagation de l’onde comme la propagation de rayons se 
réfractant dans la couche, mais la traversant sans aucune réflexion. 
En d’autres termes, le coefficient de réflexion serait égal à zéro. 
Revenons aux formules de Fresnel. Pour la réflexion sur un 
milieu transparent, les coefficients de proportionnalité entre E;, 
E; et E, dans ces formules, sont réels ). Ceci veut dire que suivant 
le signe de ces coefficients la phase de l’onde peut rester inchangée 
ou faire un saut égal à 7. En particulier, la phase de l’onde réfrac- 
tée coïncide toujours avec celle de l’onde incidente. Quant à la 
réflexion, elle peut s'accompagner d’une variation de phase ). 
Ainsi, lors de l'incidence normale la phase de l’onde ne change pas 
si € >> 8. Au contraire, si £&: >> e, les vecteurs E,; et E, sont de 
signe opposé, c’est-à-dire que la phase de l'onde change de x. 
Les coefficients de réflexion lors d'une incidence oblique sont 
donnés, conformément à (66,5) et (66,7), par les formules suivantes: 
sin? (02— 00) tg° (02 — 80) 
LE ne (8e 260) * A 167 (62 00) ‘ ce 


Ici, comme ci-dessous, les indices L et || correspondent au cas où E est 
perpendiculaire ou parallèle au plan d'incidence. Notons la symétrie 
suivante: les expressions (66,10) ne changent pas lorsque l'on inter- 
change 6, et 6, (quant aux phases des ondes réfléchies elles changent 
de x conformément à (66,5) et (66,7)). En d'autres termes, le coef- 
ficient de réflexion pour une onde issue du milieu Z sous un angle 
6, est égal au coefficient de réflexion pour une onde issue du milieu 2 
sous un angle 62. 

Nous arrivons à une propriété remarquable pour la réflexion 
de la lumière tombant sous un angle d'incidence égal à @, tel que 
6 + 02 = x/2 (les rayons réfléchi et réfracté sont alors perpendi- 
culaires). Désignons cette valeur par 6,; en écrivant sin 6, — 


1) Nous laissons, pour le moment, de côté le cas de la réflexion totale (voir 
ci-dessous). 
=) La réflexion sur un milieu absorbant conduit, en général, à l'apparition 
de la polarisation elliptique. Les expressions explicites pour les relations d'am- 
litude et de phase entre les trois ondes sont alors très complexes. On peut 
es trouver dans l'ouvrage de J. Stratton « Electromagnetic Theory », chap. IX, 
New York, 1941. 
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= sin (5 — 62) — cos 8 et en utilisant la loi de la réfraction (66,3), 
on obtient: 

tg0,= = (66,11) 
Pour 6, — 0,, on a tg (85 + 62) = et R| s’annule. Donc, pour 
toute direction de polarisation de la lumière de cet angle d’inci- 
dence la lumière réfléchie sera polarisée de telle sorte que le champ 
électrique y soit perpendiculaire au plan d'incidence. La lumière 
naturelle réfléchie sera polarisée d’une manière analogue: toutes 
les composantes de polarisation différente ne seront pas du tout 
réfléchies. L’angle 6, s'appelle angle de polarisation totale ou angle 
de Brewster. Remarquons que tandis que la réflexion peut conduire 
à la polarisation totale de la lumière naturelle, dans la lumière 
réfractée la polarisation totale ne peut être obtenue, quel que soit 
l'angle d'incidence. 

La réflexion et la réfraction de la lumière polarisée conduisent 
toujours à une lumière de polarisation plane, cependant la direction 
de cette dernière ne coïncide en général pas avec celle de la lumière 
incidente. Soit y, l'angle entre la direction de E, et le plan d’inci- 
dence, et y, et y2 des angles analogues pour les ondes réfléchie et 
réfractée. A l’aide des formules (66,5) et (66,7) il est facile d’obte- 
nir les relations suivantes: 


B— 8 es 
evi= —ES 1E Vo tg Y2 = C0 (09 — 02) tg Yo. (BG,12) 


Les angles Yo, Y1, Y2 coïncident pour tous les angles d’incidence 
seulement dans les cas évidents où y, = 0 et y, = x/2; ils coïnci- 
dent également pour l'incidence normale (8, = 8; = 0) et l’inci- 
dence rasante (0, = x/2) (dans ce dernier cas l'onde réfractée est 
absente). Dans tous les autres cas (66,12) conduit aux inégalités 
suivantes (puisque 0 << 65, 8: << x/2 et en posant 0 << y, < x/2, 
0 << Vis Ye < n) : 

j ZYo Y2< Yo: 


DE £orte que, lors de la réflexion, la direction de E tourne en s’éloi- 
gnant du plan d'incidence, et lors de la réfractionelle tourne vers 
ce plan. 

En comparant les deux formules (66,10), on voit que pour tous 
les angles d'incidence (à l'exception de 6, = 0 et 8, = 11/2) on a: 


R\ < R:. 
Ainsi, par exemple, lorsque la lumière incidente est naturelle, la 


lumière réfléchie se trouve partiellement polarisée, son champ 
électrique ayant une direction privilégiée perpendiculaire au 
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plan d'incidence. Quant à la lumière réfractée, elle sera partielle- 
ment polarisée, la direction privilégiée de E étant dans le plan 
d'incidence. 

R\y et R, dépendent de l’angle d'incidence d'une manière très 
différente. Lors de l'augmentation de 6, le coefficient R, croît d’une 
manière monotone, à partir de la valeur (66,8) pour 8, = 0. Le 
coefficient Rj qui est égal à la même valeur (66,8) pour 6, = 0, 
décroît au fur et à mesure de l'augmentation de 6, ets’annule lorsque 
6 = 6,; puis il commence à croître d’une manière monotone. 

Il faut ici distinguer deux cas essentiellement différents. S'il 
y a réflexion sur un milieu « optiquement plus dense », c’est-à-dire 


si te: >, Ry et R] croissent jusqu’à 6, — 5 (« incidence rasante ») 


où ils atteignent la valeur 1. Si le milieu réfléchissant est « opti- 
quement moins dense » (£2 << e1), les deux coefficients sont égaux 
à 1 dès que l'angle d'incidence est 0, = 6,, où 6, est déterminé 
par l'égalité 


sin0, = y"; (66,13) 


cet angle s'appelle angle limite de réflezion totale. Pour 86 = 0,, 
l'angle de réfraction est 6: — x/2, c’est-à-dire que l'onde réfractée 
se propage parallèlement à la surface de séparation. 

La réflexion sous des angles tels que 6, > 6,, sur un milieu 
optiquement moins dense, doit faire l’objet d’une étude spéciale. 
Dans ce cas, k2, (voir (66,2)) est une grandeur purement imaginaire, 
c'est-à-dire que, dans le milieu réfringent, le champ s’amortit. 
L’amortissement de l'onde à l’intérieur du milieu, en l'absence 
d'absorption réelle (dissipation d'énergie), signifie que la valeur 
moyenne du flux d'énergie du premier milieu vers le second est 


nulle (un calcul simple montre que le vecteur S du flux moyen 
d'énergie dans le second milieu n’a, en réalité, qu’une seule compo- 
sante, suivant l’axe x). En d’autres termes, toute l’énergie tombant 
sur la surface de séparation se réfléchit dans le premier milieu, 
c'est-à-dire que les coefficients de réflexion sont 


Ri=R; = 1. 


Nous arrivons à l'effet de réflexion totale *). La dernière égalité peut 
évidemment être déduite directement des formules de Fresnel 
(66,4) et (66,6). 


1) Remarquons que le coefficient de réflexion est toujours égal à l'unité 
lors de la réflexion sur un milieu avec e réel mais négatif. Dans un tel milieu, 
il n’y a également pas d'absorption réelle, mais l’onde ne peut pénétrer à l’in- 
térieur. 
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Pour 8, > 6. les coefficients de proportionnalité entre E, et E, 
deviennent des grandeurs complexes de la forme (a — ib)/(a -- ib). 
Quant aux grandeurs R, et À, elles sont données par les carrés 
des modules de ces coefficients, qui sont égaux à l’unité. Cependant 
ces formules permettent de déterminer non seulement les rapports 
des valeurs absolues du champ dans les ondes réfléchie et incidente, 
mais également la différence de leurs phases. Pour cela il faut les 
écrire sous la forme suivante: 


id N —i0 
Ei1=e "Eos E;y=e | lEoy- 


On a1) 
ô in? ù in? 
1 _ Ve sin? 85 —e il ei (1 Sin? 00 —E2) , 
ei Vaste 0 Vatasndo—e (661 
8 1e cos do 8 ë2 COS 00 (66,14) 


De sorte que la réflexion totale s'accompagne d’une variation de la 
phase de l’onde, en général différente pour les composantes du 
champ parallèle et perpendiculaire au plan d'incidence. Ainsi, 
lors de la réflexion d’une onde polarisée dans un plan incliné par 
rapport au plan d'incidence, l’onde réfléchie sera de polarisation 
elliptique. Pour la différence de phase ô — Ô, — ôy, on obtient 
facilement l'expression : 


__ cos 8 Veisin? 09 —E> (66,15) 
Ve sin? LA d \ 


Cette différence ne s’annule que pour 6,—8, et 8 = 1/2. 


te 


to] © 


Problèmes 


1. Trouver la loi suivant laquelle le coefficient de réflexion devient égal 
a 1 a voisinage de l'angle de réflexion totale. 
Solution. Supposons que 8, — 8, — à, où Ô est une grandeur petite, 
et Fées dans les formules (66,10) sin 6, et cos 8, suivant les puissances 
- 4 5. On obtient finalement : 


R,=1—47/28 (n2—1)7 "4, 
Ry=1—4 7/25 nt (n2—1)7"/4, 


où n°—= Eee > 1. Les dérivées dR/dô deviennent pour Ô — 0 infinies 
comme 67/2 

2. Trouver le coefficient de réflexion pour l'incidence presque rasante de 
la lumière issue du vide sur la surface d’un corps de € = 1 


al 


1) Si ce nié on a également tg _ 


ea 
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Solution. Les formules (66,10) donnent le même coefficient de ré- 
flexion : 


Lp - (@o—Voite—1)s 
R,= R; E (e— 1) ’ 


< h4 
OÙ Fo= 7 — 65. 
3. Déterminer le coefficient de réflexion pour une onde issue du vide tombant 


sur la frontière d’un milieu, où e et u sont différentes de l'unité. 
Solution. Les calculs sont analogues à ceux du texte et donnent: 


u cos 00 — V/eu — sin? 8 
u cos 05+ V/eu—sin?80 
e cos 6— V/eu— sin? 00 
e cos 60 V/Eu — sin? 66 


2 


— , 


R, 


e 
- 


HT 


4. Une couche à plans parallèles de substance 2 se trouve entre le vide 
{milieu 7) et un milieu arbitraire 3. La lumière issue du vide tombant sur la 
couche est polarisée dans le plan d'incidence (ou dans un plan perpendiculaire). 
Exprimer le coefficient de réflexion sur la couche R en fonction des coefficients 
de réflexion, lorsque la lumière tombe sur le milieu semi-infini 2 ou 5. 

Solution. Désignons par 4, et A1 les amplitudes du champ (E ou H, 
suivant celui des vecteurs qui est parallèle au plan de la couche) dans les 
ondes incidente et réfléchie. Le champ dans la couche est la somme de l'onde 
réfractée (d'amplitude 42) et de l’onde réfléchie sur la frontière 2-3 (d’amplitude 
A3). La condition aux limites donne sur la surface 7-2 une égalité de la forme 


Aÿ=@ (Ai—ris4o), (1) 
où a et r;° sont des constantes. Lors de la réflexion sur le milieu semi-infini 2, 
il n'y a pas d'onde 4:, de sorte que (1) donne ri2 — A:1/4,, c’est-à-dire que 
r12 est l'amplitude de réflexion dans ce cas. On obtient encore une équation à 
partir de (4) en interchangeant À; et À, et en remplaçant 4; par 42, ce qui 
correspond tout simplement au changement de signe de la composante z du vec- 
teur d'onde: 

Az= a (Ao—r1241). (2) 


Dans le milieu 3 il n’y a qu’une onde (transmise). Son amplitude 4, est donnée 
par les conditions 


Ant aAy Ase = — arpAs (3) 


{conditions analogues à (1), (2) où 4, — 0); les facteurs exponentiels tiennent 
compte de la variation de phase de l'onde suivant l'épaisseur À de la couche: 


p=+ h VE: —sin® 6. (4) 
En éliminant 43 de l'équation (3) on obtient : 
Aje TV = roAoeiŸ (5) 
(r23= — ra). 
Les équations (1), (2), (5) donnent l'amplitude de réflexion sur la couche: 


—ib,, 
PR LE Re me à res (6) 
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(le coefficient de réflexion est À = | r |[°). Le sens de la constante r:; devient 
évident lorsque À = 0: r doit alors coïncider avec l'amplitude de réflexion ris 


sur le milieu semi-infini 3; on trouve ainsi 


ri2 M13 
Toa—=— — , 7 
#7 ryrya— 1 () 


Les formules (6), (7) représentent la solution du problème posé. Soulignons que 
ces formules ont été obtenues sans aucune restriction pour les propriétés des 
milieux 2 et 3, qui peuvent donc être tant transparents qu’absorbants. 

Si les milieux 2 et 3 sont transparents, toutes les grandeurs %, ri2, ris sont 
réelles, et r23 est l'amplitude de réflexion sur la frontière des milieux semi-in- 
finis 2 et 3. (6) donne alors: 


 (M2+ 723)? — Arior2s sin? ÿ 
Rond De dresse ÿ dE 


Lorsque w varie, cette grandeur varie entre 


( ri2+ los ) ét (es) 


ryores + 1 rioro3— 1 


Ri— No 


A+ 
peuvent être écrites pour ris et res. Si nr = nyn3, ON à rie = r2s et R peut 
s'annuler pour un choix convenable de l'épaisseur de la couche. 


Lors de l'incidence normale de la lumière r;2 = ; des relations analogues 


Si le milieu 3 est le vide, on a r;3 = 0, r23 = —r;2 et (6) donne 
SEEN De à hp _ 
er, sh [ép+ln (—r2)] | 
Si de plus le milieu 2 est transparent, on a 
R= 4R sin? Ÿ 


(1— Rio) + 4Ry2 sin? % 


Le coefficient de transmission D pour une couche (dans le vide) ne coin- 
cigde avec 1 — À que si le milieu 2 est transparent. S'il ne l'est pas, pour le calcul 
dé D il faut partir des équations (1)-(3), en y posant r32 = r32. L'e amplitude 
dé transmission » d est égale à: 

2 #13 e 1—r$ 
ns 7 A9 ei r2,0Ÿ ? (40) 


et le coefficient de transmission est D = | d |°. 
5. Déterminer les coefficients de réflexion et de transmission lors de l’in- 
cidence normale sur une lame de constante diélectrique complexe très grande. 
Solution. Dans ce cas 


et conformément à la formule (9) du problème précédent, on a 


1 © - 
A 
Lovin, Perle 
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ho 


’ sure 1 ee 
Si la lame est si mince que « VE , On peut écrire: 


Vie 
1 
| 7 1+ (icJewh) ‘ 
On peut ici distinguer deux cas: 


 d— 


1 Q] 1 4c €” 
UK —h« —— R=i—-— —, 

PS ef: Vel oh |e[° 

o 1 oh? : 

pour EST R= ce pe 2. 


Conformément à la formule (10), le coefficient de transmission est 
1 2 


pour Dhs d= — —— 
© Viel VEshiÿ 
o 1 1 
pour RE To 
Dans le dernier cas on peut distinguer : 
1 [0] 1 4c? 
<—kh — D=—— , 
le Pr Viei œ’h?|e* 
h« 1 D=1—> se 
c lel 


$ 67. Impédance superficielle des métaux 


La perméabilité diélectrique des métaux est en valeur absolue 
grande par rapport à l’unité, pour des fréquences pas trop hautes 
(pour w —+ 0 elle tend vers l'infini comme 1/w). Dans ces conditions 


la « longueur d'onde » ô — c/w V | € | dans un métal :) est petite 
par rapport à la longueur d'onde À — c/w dans le vide. Si de plus 
ô (mais pas forcément À) est également petit par rapport aux rayons 
de courbure de la surface du métal, ceci simplifie beaucoup le pro- 
blème de la réflexion des ondes électromagnétiques arbitraires sur 
un métal. 

Puisque & est petit, les dérivées des composantes du champ 
à l’intérieur du métal suivant la normale à la surface sont grandes 
par rapport aux dérivées suivant les tangentes. Par conséquent. le 
champ à l’intérieur du métal, au voisinage de la surface, peut être 
considéré comme le champ d'une onde plane, de sorte que E, et H, 


1) Les grandes valeurs de V/e (w) sont pratiquement toujours complexes. 
Dans ce cas le champ électromagnétique s'amortit à l'intérieur du corps, de 
sorte que la e longueur d'onde » représente également la « profondeur de péné- 
tration + du champ. Si & (w) s'exprime en fonction de la conductibilité o (con- 
formément à (58,9)), la grandeur 6 coïncide avec la profondeur de pénétration 
introduite au $ 45. 
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sont liées par la relation suivante: 


E=J/Æ (Hi x n), (67,1) 


où n est la normale à la surface dirigée vers l'intérieur du métal. 
D'un autre côté, comme E, et H, sont continues, une relation ana- 
logue existe entre ces grandeurs à l'extérieur du métal, au voisinage 
de la surface. L'égalité (67,1) peut servir (comme l’a indiqué 
M. A. Léontovitch, 1948) en tant que condition aux limites lorsque 
l'on détermine le champ à l’extérieur du conducteur. On peut donc 
résoudre le problème électrodynamique extérieur sans tenir compte 
du champ à l'intérieur du métal. 

La grandeur V'u/e est appelée impédance superficielle du métal ; 
nous la désignerons par & = &’ + it" 1): 


= y +. (67,2) 


& 


Dans le domaine de fréquences où e s'exprime en fonction de la 
conductibilité ordinaire du métal, on a: 


sa) y 2. (67,3) 
La valeur moyenne (dans le temps) du flux d’énergie à travers 


la surface du métal est 
= € cè F - 
= Re(E: < H}) = S= | He F n. (67,4) 


Ce flux correspond à l'énergie entrant de l'extérieur dans le métal 
et s'y dissipant. Par conséquent, on doit, en particulier, avoir 


sé >0. (67,5) 


Cette inégalité détermine le signe de la racine dans (67,2). 

* Lors de l'augmentation de la fréquence la profondeur de péné- 
tration 6 est de l’ordre de la longueur de libre parcours moyen ! 
es électrons de conduction *). Dans ce cas la non-uniformité spa- 
tiale du champ rend impossible une description macroscopique 
à l’aide de la perméabilité diélectrique e (ce fait a été indiqué par 
H. London, 1940). Il est à remarquer que la condition v/l © ©, 
(v étant la vitesse des électrons de conduction) reste toujours vraie, 


1) Généralement on appelle impédance superficielle une grandeur qui 
diffère de & par le facteur 4x/c; cependant nous trouvons cette désignation 
peu commode. 

2) La longueur de parcours dépend essentiellement de la température du 
métal. En fait, il s’agit de températures très basses du domaine de l'hélium, 
tandis que les effets considérés apparaissent dans le domaine des radiofréquen- 
ces ultra-hautes. 
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ce qui assure l'absence de dispersion de la conductibilité, qui reste 
égale à sa valeur © pour le courant continu. 
Le fait que la condition aux limites de la forme 


E,—&(H X n) (67,6) 


soit également vraie pour de telles fréquences est très important. 
Le champ à l’intérieur du métal, au voisinage de sa surface, peut 
toujours être considéré comme une onde plane, bien que cette derniè- 
re ne soit plus décrite par les équations macroscopiques ordinaires 
de Maxwell. Dans une telle onde les champs E et H sont liés par une 
relation linéaire, et l'unique relation linéaire possible entre le 
vecteur polaire H et le vecteur axial E est (67,6). Dans cette rela- 
tion le coefficient & est l'unique grandeur caractérisant les proprié- 
tés du métal que l’on doit connaître pour résoudre le problème 
électrodynamique extérieur. 

Lorsque la fréquence devient encore plus haute (généralement, 
dans le domaine de l'infrarouge) une description macroscopique du 
champ est de nouveau possible et la grandeur e acquiert de nouveau 
son sens habituel. Ceci est dû à ce que, en absorbant un quantum kw 
grand, l’électron de conduction acquiert une énergie importante. 
ce qui diminue la longueur de son parcours, de sorte que l'inégalité 
L < 6 est de nouveau satisfaite. L’'impédance & redevient une gran- 


deur inversement proportionnelle à We). Dans ce domaine de 
fréquences la partie réelle de € (w) est négative et grande, tandis 
que sa partie imaginaire est petite. L'inégalité Z & Ô est la condi- 
tion qui donne un sens macroscopique aux deux grandeurs €’ et &”. 
Pour que seule &’ ait un sens macroscopique, il suffit cependant que 
soit remplie la condition moins restrictive v/w & 6, où v est la vitesse 
des électrons de conduction dans le métal (on peut alors considérer 
le mouvement des électrons, en négligeant la non-uniformité spa- 
tiale du champ). 

L'inégalité &’ > 0 est vraie pour la partie réelle de l’impédance 
dans tous les cas. Si de plus la formule (67,2) est vérifiée, on peut 
juger du signe de la partie imaginaire de €. Ainsi, si la dispersion 
de # est plus importante que celle de u (c'est-à-dire si l’on peut 
supposer p réelle), > 0 conduit à £’£" < 0 et, comme on a tou- 
jours &’ > 0, on a également: 

£< 0. 

1) Il faut cependant mentionner que l’on ne peut utiliser l'égalité (67,6) 
pour condition aux limites que tant que | e | est grand (c'est-à-dire & est petit); 
cette condition n’est pas remplie déjà aux fréquences optiques. On suppose 
que u — 1; les valeurs petites de © correspondent alors à des valeurs grandes 

e| e|. Indiquons que si u » 1, l'inégalité 6 € À, nécessaire pour appliquer 
la condition aux limites (67,6), signifie que l’on doit avoir V/yue » 1, de sorte 
que à — Vu/e peut ne pas être petit. 
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C'est le cas le plus général. Si la dispersion de & est déterminée 
par celle de , on obtient de la même façon &” > 0. 

La notion d'impédance peut également être appliquée aux su- 
praconducteurs. Ces derniers sont caractérisés par une petite pro- 
fondeur de pénétration même dans le cas statique (wo = 0). Pour 
des fréquences suffisamment basses, on peut supposer que la distri- 
bution du champ magnétique coïncide avec la distribution statique. 
Pour déterminer le champ électrique, on écrit l'équation: 


rot E=iH. 


L'axe des z est orienté suivant la normale extérieure à la surface 
du supraconducteur. En négligeant les dérivées dans les directions 
tangentielles, qui sont beaucoup moins grandes que les dérivées par 
rapport à z, on a: 


(même chose pour Æ,). En intégrant cette égalité suivant la pro- 
fondeur z, à l'intérieur du corps, on obtient: 


0 
E; (0) = \ H,dz; 


£, (0) est la valeur de E, pour z = 0, c’est-à-dire sur la surface 
du corps. Déterminons quantitativement la profondeur de pénétration 
de la manière suivante: 


0 
\ H,dz= H,(0)8. (67,7) 


On a alors 
! E. (0) = H,(0)6. 


En comparant avec la condition aux limites (67,6), on trouve que 
_.Limpédance du supraconducteur (pour le domaine considéré de 
fréquences pas trop hautes !)) est 


b= —i T6. (67,8) 


Cette expression correspond au premier terme du développement 
de & (w) suivant les puissances de la fréquence. Pour un supraconduc- 
teur ce développement commence donc par un terme proportionnel 
à o. Le terme suivant, qui est proportionnel à w, est une grandeur 
réelle et représente le premier terme du développement de £’. 


1) En fait, il s'agit du domaine de fréquences s'étendant jusqu'à la gamme 
des ondes centimétriques. 
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L'impédance & (w) en tant que fonction de la variable complexe 
w a des propriétés très semblables à celles de e (wo) (V. L. Ginsburg, 
1954). La condition aux limites, qui, pour une onde monochromati- 
que, a la forme (67,6), doit. dans le cas général, être comprise comme 
une relation opératorielle: 


E, = 6 (H: x 0), (67,9) 


exprimant la valeur de E, à un certain instant en fonction des valeurs 
de H, à tous les instants antérieurs (comparer avec $ 58). Tout 
comme au $ 62, il s’ensuit que la fonction & (w) n’a pas de points 
singuliers dans le demi-plan supérieur w, y compris l’axe réel (à 
l'exception du point w—0). La condition conformément à laquelle 
E, est réel pour H, réel donne: 


E(—ow*) =£* (o). 


Enfin, comme la dissipation d'énergie est déterminée par la 
partie réelle (et non par la partie imaginaire, comme c'était le cas 
de € (w)) de la fonction & (w), &” (w) est, par conséquent, positive 
et n’est jamais nulle, quelle que soit la valeur réelle de w, à l’excep- 
tion certainement de la valeur & — 0. Des considérations analogues 
à celles du $ 62 permettent de conclure que dans tout le demi-plan 
supérieur on a également 


Re & (w) > 0. 


I1 s'ensuit, en particulier, que & (w) n’a pas de zéros dans le demi- 
plan supérieur. 

Comme Ë(w) n’a pas de points singuliers dans le demi-plan 
supérieur, on obtient de nouveau les formules de Kramers-Kronig. 
Dans ce cas, la formule 

— 00 
om 1 L' (rx) —1 
AS ose QE 
est particulièrement importante. Tenant compte du fait que la 
fonction Ë’ (x) est paire, on peut l'écrire sous la forme 
T— z+o 


Faye —H+É rent gt fronts 
ou : 


g'(o=—-L£ EE gr (67,10) 
0 


(dans le numérateur de l'expression sous l'intégrale on peut omet- 
tre l'unité, car la valeur principale de l'intégrale de 1/(12° — w° 
est nulle). 


24-532 
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Tout ce qui vient d’être dit au sujet de la fonction & (w) est 
évidemment vrai pour la fonction réciproque 4/£ (w), l'opérateur 
&-! donne H,Xn en fonction de E;. En particulier, au lieu de 
(67,10), on aura 

(ty = — 2 LEE ge: dz (67,11) 

0 
pour des valeurs petites de & cette formule peut être plus commode 
que (67,10). Cependant, sous cètte forme, elle n’est pas applicable 
aux supraconducteurs où &-! a un pôle pour © = 0 conformément 


à (67,8). Une simple modification (comparer avec le passage de 
(62,9) à (62,11)) permet d'obtenir la formule: 


Le # 2 € 1 d = 
to)" = — + POP a+. (67,12) 


Pour conclure ce paragraphe considérons, à titre d'exemple 
de Ja notion d'impédance, la réflexion d’une onde électroma- 
gnétique plane, issue du vide, et tombant sur la surface plane d'un 
métal dont l’impédance superficielle est égale à &. Si le vecteur E 
est polarisé perpendiculairement au plan d'incidence, la condition 
aux limites (67,6) donne 


Eo+ Ei=C(Ho— H3) cos 00 = Ê(Eo— Ei) cos 69 


(les désignations sont les mêmes qu’au $ 66). D'où, comme & est 
petit, on a: 


E 
FE — (1 —26 cos 85) 
et le coefficient de réflexion est: 
? R, =1—4$ cos 60. (67,13) 


_æ Si E, se trouve dans le plan d'incidence, la condition aux limites 
s'écrit sous la forme tH; — n X E;, c'est-à-dire 


C(Ho+ H1) =(Eo— Es) cos 09 = (Ho— H3) cos 6, 


d'où l'on trouve le coefficient de réflexion : 


cos 60 — à |? 5 
Ri=|ssore (67,14) 
Pour des angles d’incidence qui ne sont pas trop voisins de x/2, on a 
Ri=1=22, (67,15) 


cos 89 
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D'un autre côté, si po= + — 00 € 4,on a 


_[P—iûlû 
met en 


Pour py—=|&l| cette expression a un minimum égal à 
Ry= (IS SYRIE). 


A l'exception du cas particulier (67,16), le coefficient de réflexion 
sur une surface avec une valeur petite de & est voisin de l'unité. 
La surface avec &—> 0 (ou surface « parfaitement conductrice »} 
est, en même temps, « parfaitement réfléchissante ». La condition 
aux limites pour une telle surface est tout simplement E; = O0, 
de même que la condition pour le champ électrostatique sur la sur- 
face du conducteur. Mais au contraire du cas du champ constant, 
pour le champ alternatif, cette condition exige automatiquement 
que soit remplie une certaine condition pour le champ magnétique. 
Par suite de l'équation (iw/c) H = rot E. l'égalité E, = O sur la 
surface signifie que nous avons H, = 0. De telle sorte que sur une 
surface « parfaitement conductrice » placée dans un champ électro- 
magnétique alternatif la composante normale du champ magnétique 
s'annule. En ce sens une telle surface est analogue à la surface d’un 
supraconducteur placé dans un champ magnétique constant. 


Problème 


Déterminer l'intensité du rayonnement thermique (de fréquence donnée} 
provenant d'une surface plane de faible impédance. 

Solution. Conformément à la loi de Kirchhoïff, l'intensité d/ du rayon- 
nement thermique (dans l'élément d'angle solide do) issu d’une surface arbitraire 
est liée à l'intensité du rayonnement issu de la surface d’un corps noir parfait 
df, par la relation dJ = (1 — À) dI,, où R est le coefficient de réflexion sur læ 


surface pour la lumière naturelle. En calculant R — 2 (R, +R) à l'aide 
des formules (67,13) et (67,14) et en tenant compte de l’isotropie du rayonnement 
issu de la surface d'un corps noir parfait (d/, = [0 do/2x) on obtient: 
x/2 
1 


1=210& \ im ) cos 6 sin 8 d6. 


En intégrant et en omettant les termes d'ordre plus élevé par rapport à &, on 
trouve : 


ire re 
—=l'|l0=—-5% +1——- arct |. 
Lo ë L'24+0" La Er er [a 


En particulier, pour un métal dont l'impédance est déterminée par la formu- 
le (67,3), on a (up = 1): 


I = 4no 1 
TV ser]. 
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$ 68. Propagation des ondes 
dans un milieu hétérogène 


Considérons la propagation des ondes électromagnétiques dans 
un milieu électriquement hétérogène (mais isotrope). Dans les 
équations de Maxwell 


rot E=©H, rotH=—ie® E 


{posant partout y = 1) e est une fonction des coordonnées. En subs- 
tituant H de la première équation dans la seconde, on obtient pour 
E l'équation suivante: 


AE+%%E—grad divE — 0. (68,1) 
D'un autre côté, l'élimination de E donne l'équation pour H: 
AH+ SH ++ Ve x rot H — 0. (68,2) 


Dans le cas « unidimensionnel », lorsque # varie suivant la 
seule direction, ces équations se simplifient beaucoup. Choisissons 
cette direction pour axe des z et considérons une onde dont la direc- 
tion de propagation se trouve dans le plan zz. Dans une telle onde 
toutes les grandeurs ne dépendent pas de la coordonnée y, et par 
suite de l’homogénéité de l’espace suivant l’axe des x, ce sont des 
fonctions de la forme eï** avec x constant. Pour x — 0 le champ ne 
dépend que de z, c'est-à-dire que l'onde traverse « normalement » 
la couche de substance avec & = & (z). Si x 0, on dit que l’onde 
est oblique. 

Il faut ici distinguer (pour x -£ 0) deux cas indépendants de 
polarisation. Dans l’un d'eux, le vecteur E est perpendiculaire au 
plan de propagation de l'onde (c’est-à-dire qu'il est dirigé suivant 
l'axe y) et le champ magnétique H se trouve dans ce plan. L'équa- 
tion (68,1) prend alors la forme suivante: 


. 2+ (ex) 5-0 (#9 


Dans l’autre cas, c’est le champ H qui est dirigé suivant l'axe des 
yet E se trouve dans le plan de propagation. Dans ce cas, il est plus 
commode de partir de l'équation (68,2), qui donne: 

9 1 oH o? x? 

sf — — | H —- / 

Ar a) +(S =) H 0. (68,4) 
Nous appellerons ces deux types d'ondes respectivement onde E 
et onde H. 
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Ces équations peuvent être résolues sous forme générale dans 
le cas important où les conditions de propagation sont voisines 
des conditions de l'optique géométrique; ci-dessous la fonction 
e (z) est supposée réelle !). Dans l'équation (68,3) la grandeur 
2n/V f, où 

f(z)=Eek—x° 


joue le rôle de « longueur d'onde » dans la direction de l’axe des z. 
L'inégalité 
COR 
ET] 
correspond à l’approximation de l'optique géométrique, et les deux 
solutions indépendantes de l’équation (68,3) ont la forme: 


st si 
le (68,6) 


£<1 (68,5) 


La condition (68,5) est nécessairement rompue au voisinage du 
point (s’il existe) où f — 0. Supposons que c'est le point z = 0, 
avec f>> 0 pour z<<0 et f<<0 pour : > 0. Pour des distances 
suffisamment grandes des deux côtés du point z = 0, la solution 
de l’équation (68,3) a la forme (68,6), mais pour établir la correspon- 
dance entre les coefficients dans cette solution dans les domaines 
z2>0etz< 0, il faut étudier la solution exacte de l'équation (68,3) 
à proximité de z — 0. Au voisinage de ce point la fonction f (2) 
peut être développée suivant les puissances de z et écrite sous 


la forme f — — az. La solution de l'équation : 
+ —asE =0, 
qui est finie pour tous les :, est: 
E=— @(a'#:), (68,7) 
œ 6 
où 


O(Ë) er cos (5-+ uë) du 
0 


est la fonction d'Airy (on omet partout le facteur e”iot +ixx dans E). 
Quant à la forme asymptotique de la solution de l'équation (68,3) 


1) Du point de vue formel, l'équation (68,3) cst semblable à l'équation 
de Schrôdinger pour le mouvement unidimensionnel d'une particule en mé- 
canique quantique, tandis que l’approximation de l'optique géométrique cor- 
Dre au cas quasi classique. Ci-dessous nous donnons seulement les résultats 
définitifs et renvoyons le lecteur désirant trouver la démonstration au cours 
de mécanique quantique (voir III, chap. VII). 
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pour des |z | grands, elle est 


z 
A _ 
rt pour z<0, 
z (68,8) 
4 = Trié: 
= ————— 0 CA A 
E CYPTLE e pour :>Û 


avec le même coefficient À que dans (68,7). La première de ces 
équations correspond à une onde stationnaire obtenue par super- 
position de l'onde incidente (dans la direction positive de z) et de 
l'onde réfléchie sur le plan z — 0. Les amplitudes de ces ondes sont 
les mêmes (égales à 4/2f1/4), c'est-à-dire que le coefficient de réflexion 
est égal à 1. De sorte qu'il n’y a qu’un champ s’amortissant exponen- 
tiellement qui pénètre dans le domaine z > 0. 

A l'approche du point de réflexion, l'amplitude de l'onde aug- 
mente, par suite ne serait ce que de la présence de f'/4 dans le déno- 
minateur de (68,8). Cependant pour déterminer la grandeur du champ 
au voisinage immédiat de ce point il faut utiliser l'expression (68,7). 
Cette fonction décroît d'une manière monotone à l'intérieur du 
domaine z> 0 et a un caractère oscillatoire dans le domaine z € 0, 
où la grandeur des maxima de | E| décroît peu à peu. Le premier 
et le plus grand des maxima est atteint pour æ3z = — 1,02, il 
est égal à 

E = 0,949. Aa-%e. 


Jusqu'à présent, nous avons écrit la solution pour l'onde £. 
Il est facile de voir qu'à l’approximation de l'optique géomé- 
trique, on peut écrire des formules analogues pour l'onde Æ. Si on 
substitue H = u Ve dans l'équation (68,4), les dérivées de & entre- 
roñt multipliées par u (et non par uv’); en négligeant ensuite les termes 
cohtenant ces dérivées (petites vu la condition (68,5)), on obtient 
‘pour la fonction uw (z) l’équation 
Fe d?u 


mt(e-#)u=0 


coïncidant avec l’équation (68,3). Donc, toutes les formules pour H 
ne diffèrent des formules (68,6-8) que par le facteur V/e. 

Une différence curieuse apparaît dans le comportement des deux 
types d’onde lors de la réflexion d’une onde oblique (x 0) 
sur une couche de substance dans laquelle æe (z) passe par zéro. 
La réflexion se produit alors sur le plan déterminé par l'équa- 
tion f (z) = ek? — x? — 0, c'est-à-dire que l'onde n'atteint pas le 
point où e = 0. L'onde E pénètre au-delà de ce plan seulement sous 
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la forme d’un champ à amortissement exponentiel. D'un autre côté, 
lors de la réflexion de l’onde Æ, sur le fond d’un tel champ s'amortis- 
sant, au voisinage du point où e = O0, il y a amplification brusque 
du champ (voir problème 1 de ce paragraphe) ?). 


Problèmes 


4. Déterminer le champ électrique au voisinage du point où e = 0, lors 
de la réflexion d’une onde Æ oblique (x -Æ 0). 
Solution. Soit e = 0 au point z = 0; au voisinage de ce point écri- 
vons € = az et l'équation (68,4) prend la forme suivante: 
d’H 1 dH mosrs 
Tes ge tek # ) H=0. 
Conformément à la théorie générale des équations différentielles linéaires, l'une 
des solutions de cette équation (que nous appellerons FÆ, (:)) n’a pas de singu- 
larité pour = = 0, et son développement suivant les puissances de : commence 
par le terme z?: 


La seconde solution indépendante a une singularité logarithmique, et son 
développement est S 
a 


H2(z)=4H;(:)ln Cu) +5 — EE 23+... 


Le champ Æ (z) est la superposition de ces deux solutions, donc pour z — 0 
il tend vers une constante (que nous désignerons par Æ/,). Les termes principaux 
des composantes du champ électrique sont : 


LE on Ge 
Ex=—2 oz *— ak In (x), 


i OH X y *xHo 1 


Fo mot ak = ° 

c'est-à-dire qu'ils tendent vers l'infini pour z —+ 0. Il est évident qu'en réalité, 
par suite de l'existence dans le milieu ne serait-ce que d'une faible absorption 
(c'est-à-dire si e a une partie différente de zéro), le champ peut at- 
teindre des valeurs grandes mais finies (par rapport au faible fond ambiant). 

2. Sur la frontière de deux milieux de constante diélectrique respectivement 
positive et négative (e, et — | e2 |), une onde X « superficielle » peut se propa- 
ger en s'amortissant vers l'intérieur des deux milieux. Déterminer la relation 
entre sa fréquence et son vecteur d’onde. 

Solution. Choisissons la frontière pour plan zy, l'onde se propageant 
suivant l'axe des z et le champ H étant parallèle à l'axe y. Supposons que le 
demi-espace z > 0 soit rempli d'un milieu de perméabilité positive (e,) et le 
demi-espace = << 0 d’un milieu de perméabilité négative (e-). Nous allons chercher 


1) Remarquons que c'est un point singulier pour l'équation (66,4), donc, 
à son voisinage, l'approximation de l'optique géométrique devient inappli- 
cable, bien que f (:) ne s’annule pas et que la condition (66,5) reste vraie. 
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le champ dans l’onde amortie, pour 5 -> oo, sous la forme: 


Hi= Hope #12, = )/ 1% €, pour : >0, 


Has Hoei** RCA = V LEE = [el pour :<0, 


k, #1. 42 étant réels. La condition de continuité aux limites H, — H est déjà 
satisfaite, et la condition de continuité de E, donne 


1 0H, 1 0H; De 
NET eo pour :=—0, 


ou %1/€1 = %X2/[e2 |. Cette égalité ne peut être remplie que si 
es Cle 
(£1€2 < 0 sous-entendu). La relation entre k et w est alors donnée par l'équation 
suivante : 
we, |e2| 
c?(]E2|—21) 


k2 — 


D'un autre côté il est facile de voir que la propagation des ondes E « super- 
ficielles » est impossible. 


$ 69. Principe de réciprocité 


Le rayonnement des ondes électromagnétiques monochromatiques 
issues d’une source formée par un fil fin, disposé dans un milieu 
arbitraire, est donné par les équations suivantes: 


rotE=iTE, rotH=—i$ D+Æ ju, (69,1) 
où jext est la densité des courants périodiques « extérieurs » (par rap- 
port au milieu) circulant dans le fil. 

pupposons qu'il y a deux sources différentes (de même fréquence) 
dont les champs seront dotés des indices 1 et 2. Le milieu peut avoir 
des hétérogénéités et une anisotropie arbitraires. L'unique hypo- 
thèse concernant ses propriétés est que les relations D; — e,;:E», 
B3 = 2H, sont linéaires, les tenseurs e;: et ;1 étant symétriques. 
Il est alors possible de trouver une certaine relation entre les champs 
des deux sources et les courants extérieurs. 

Multiplions les deux équations 


rot E; = ikB,, 
rot H;= —ikD, + TZ jext 


respectivement par H: et E:, et les équations analogues pour le 
champ E:, H: par —H, et —E;. En additionnant toutes ces équa- 
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tions, on obtient: 
(H, rot E, — E, rot H;) + (E; rot H, —H, rot E>) — 
: : AN hp .(2 
= i (BH —HiB2) + à © (E1D2— DIE) + (jttEr— JS Es). 


Mais B;H> = pixHixHas = HiB>, ED: = D,E>, de sorte que les 
deux premiers termes du membre de droite s’annulent. Quant au 
membre de gauche, il se transforme conformément aux formules 
de l’analyse vectorielle : 


div{E; X H— Es X Hi} = (jEe — Es). 


Lors de l'intégration étendue à tout l’espace, l'intégrale du membre 
de gauche disparaît se transformant en une intégrale sur une surface 
infiniment éloignée. On obtient donc 


Ÿ ie av, = ( j&E, dv. (69,2 


Ces intégrales ne sont différentes de zéro que dans les volumes 
de la première et de la seconde source, car c’est seulement là que 
les courants j{?. et j{x ne sont pas nuls. Comme les fils sont fins, 
on peut négliger l'influence de chacun d'eux sur le champ de l’autre, 
de sorte que E; et E: dans la formule (69,2) sont respectivement 
les champs des rayonnements dus à chacune des sources dans la 
position de l’autre. La formule (69,2) est la relation cherchée, on 
l’appelle théorème de réciprocité. 

Si les dimensions des sources sont petites par rapport à la longueur 
d'onde, ainsi que par rapport à la distance qui les sépare, le théorème 
de réciprocité peut être simplifié. Le champ de chacune des sources 
varie assez lentement le long de l’autre source, et dans (69,2), on 
peut sortir E, et E, des signes d’intégrale, en les écrivant tout simple- 
ment E, (2) et E: (1), où 1 et 2 désignent les points où se trouvent 
les deux sources: 


E: (4) À jt dV, = Es (2) À ji av. 
L'intégrale Vicse dV n’est rien d’autre que la dérivée par rapport 


au temps du moment dipolaire total & de la source. Comme P = 
= — io, on a finalement 

E, (1) 1 = Eu (2) Pa. (69,3) 
Ce théorème de réciprocité n’est évidemment applicable qu’au 
rayonnement dipolaire. Si le moment dipolaire de la source est nul 
(ou anomalement petit), l’approximation faite lorsque l’on passe 


de la formule générale (69,2) à la formule (69,3) est insuffisante 
(voir problème 1 de ce paragraphe). 
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Problèmes 


1. Démontrer le théorème de réciprocité pour les émetteurs quadrupolaires 
et dipolaires magnétiques. 


Solution. Si \ jext dV = 0, il faut prendre les termes suivants du 
développement des intégrales (69,2): 
: dE. 3: 1 /0E dE: É F 
Cie avi os DE (ann dir (PE 4) À auras + sufan) Vi + 
«1 14 /0E dE: $ ë 
+7 LE 7) \ (zrlsi— titan) dVa 


{pour plus de brièveté nous négligeons l'indice «ext » de j). Introduisons le ten- 
seur de moment quadrupolaire et le vecteur de moment magnétique: 


D —10Din = | 48 (aix +znf) —26mri} 4, 
1 : 
M=—— \ (r X j) dv. 


En utilisant l'équation rot E = 28 et en supposant qu'au voisinage des sour- 
ces e = const (et, par conséquent, div E = 0), on obtient: 
____io f 0E4 Fa) tp 
\ hEzdV= — (S2+52 Dik + twB (1) #4. 
Il s'ensuit que pour les émetteurs quadrupolaires le théorème de réciprocité est: 


dE21 (4) , Ex (1)\ pu [ dEu(2) , dEsn (2)\ ni 
( EI L. ôz )Px=( EE ji = ) pie. 


et pour les émetteurs dipolaires magnétiques : 
B2 (1) o#4 — Bi (2) #2. 


2. Déterminer l'intensité du rayonnement d'une source dipolaire, placée 


dans un milieu isotrope homogène, en fonction des perméabilités e et u du milieu. 
; Solution. En substituant 


E-yÉe, H=H’, 6—-% 
€ ’ Ven 


‘dans (69,1), on obtient les équations : 


LA , 
rot E’= + H, rotH=—i © p+ in, 


qui ne contiennent pas e et u. La solution de ces équations pour le rayonnement 
ipolaire donne le potentiel vecteur du champ dans la zone d’ondes (voir II, $ 67): 


ass Pr 
A A \ jext dV 


(Ro étant la distance de la source; ici et ci-dessous nous omettons les facteurs 
de phase qui n’affectent pas les calculs des intensités). On voit donc que pour 
jext donné, on peut écrire A’ = Ao, où l'indice 0 dénote le champ de la source 
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dans le vide. Pour les grandeurs H’, E’ on a: 
H'=i(k’xA")=i Veu(kxAo)= Ven Hn  E’=H", 


H— V eu Ho, E=uEs, 
et pour l'intensité on obtient 


d'où : 


T= Tou°/2e"/?, 
ce qui résout le problème posé, 


$ 70. Oscillations électromagnétiques 
dans les cavités résonnantes 


Considérons le champ électrique dans l’espace vide limité par 
des parois parfaitement conductrices. Les équations du champ 
monochromatique dans le vide sont: 


rotE=i®H, rotH=—ifE. (70,1) 

Quant aux conditions aux limites sur la surface d’un conducteur 
parfait (c’est-à-dire d’un corps d’impédance & = 0), elles sont 

E; = 0, n = 0. (70,2) 


Pour résoudre ce problème, il suffit de considérer E ou H. En éli- 
minant H des équations (70,1) on obtient pour E l'équation d'onde: 


AE+%E=0, (70,3) 
à laquelle il faut ajouter l'équation 
div E — 0, (70,4) 


qui ne découle pas automatiquement de (70,3). Résolvant ces équa- 
tions avec la condition aux limites E, = 0, on détermine le champ E, 
après quoi on calcule H à l’aide de la seconde des équations (70,1), 
la condition aux limites 4, — O étant remplie automatiquement. 

Lorsque les dimensions et la forme de la cavité sont données, 
les équations (70,3) et (70,4) n’ont de solution que pour certaines 
valeurs de ©. Ce sont les fréquences propres des oscillations électro- 
magnétiques de la cavité en question !). Pour & = 0 le ‘champ 


1) Toutes les formules pour une cavité résonnante contenant un milieu 
diélectrique non absorbant de € et u différentes de 1 sont obtenues à partir 
des formules pour une cavité résonnante vide en remplaçant les grandeurs w, 
E, H respectivement par w Ven, VeE, VuH. Il est évident que les équa- 
tions (70,1) se transforment alors en les équations de Maxwell pour un milieu 


rotE=i © uH, rot H=—iTeE. 


En particulier, la présence du milieu diminue toutes les fréquences propres 
de V/eu fois. 
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électromagnétique ne pénètre pas à l’intérieur du métal et il n’y 
a pas de pertes. C'est pourquoi toutes les oscillations propres ne 
sont pas amorties, c’est-à-dire que toutes les fréquences propres sont 
réelles. Le nombre de fréquences propres d’une cavité est infini. 
L'ordre de grandeur de la plus basse d’entre elles est 

O1 — + , 
où / sont les dimensions linéaires de la cavité. Ceci est évident ne 
serait-ce que par des considérations de dimensionnement, car L est 
l'unique paramètre à dimension caractérisant les conditions du 
problème (pour une forme donnée de la cavité). Quant aux fréquences 
propres plus hautes (w > c/l), elles sont très voisines les unes des 
autres. Le nombre de ces fréquences par unité d'intervalle de w 
est égal à 

Vo? . 

Drèes ? 
il ne' dépend que du volume V de la cavité, et non de sa forme- 
(voir II, $ 52). 

Les valeurs moyennes (dans le temps) de l'énergie électrique et 
de l'énergie magnétique du champ dans la cavité sont données 
respectivement par les intégrales 

1 6 [EP 16H} 

pi pad et (av. 
Nous allons montrer que ces deux grandeurs sont égales. La pre- 
mière des équations (70,1) permet d’écrire 


('HHe av = #5 ( rot E rot E* 4. 
En prenant la seconde intégrale par parties on a: 


: \ rot E rot E* dV — € rot E*(df x E)+ \ Erot rot E* dy. 


. Comme sur la frontière du volume E, = 0, l'intégrale sur la surface- 
s’annule et il reste: 


ché (iHpay=% (ErotrotE* av = | EAE*av, 
w* o 
ou par suite de (70,3): 


| H |? dV = \ |El[*4v, (70,5) 
ce qu'il fallait démontrer !). 


. 1) Partout E ct H sont les intensités du chaRp correspondant à une même 
fréquence propre. Il est facile de montrer que les champs correspondant à deux 
fréquences propres différentes w, et wy satisfont à la relation d'orthogonalité : 


\ FES av = ( HQHÈ dV —0. 
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On obtient des oscillations non amorties dans la cavité si l’on 
suppose que l’impédance de ses parois est nulle. Nous allons main- 
tenant chercher l'influence exercée sur les fréquences propres par 
l'impédance faible (mais pas infinitésimale) des parois. 

L'énergie moyenne (dans le temps), qui est dissipée par seconde 
dans les parois de la cavité, peut être calculée comme le flux 
d'énergie du champ électromagnétique entrant dans les parois de 
la cavité. Compte tenu de la condition aux limites (67,6) du corps 
d’impédance ë, la composante normale de la densité du flux d'énergie 
s'écrit : 

Sage Re(E x H}) = ||? 


(£’ étant la partie réelle de £). Dans cette expression qui contient 
déjà le petit facteur &’, H est le champ obtenu en première approxi- 
mation, lorsque l’on résout le problème pour & = 0. La dissipation 
totale d'énergie est donnée par l'intégrale: 


= Ÿ 5 IHFof, (70,6) 


prise sur la surface intérieure de la cavité. Le décrément d’amortisse- 
ment du champ dans le temps s'obtient en divisant cette grandeur 
par le double de l'énergie totale, qui est égal à 


1 ! 1 2 
Fa | (EP+IHMav = (IH av. 


Le décrément d'amortissement est donné par la partie imaginaire 
|w”| de la fréquence complexe © = &w° + iw’” !). En écrivant la formule 
sous forme complexe, on a: 


ie PtIHI®d/ 


QD — D = — 5 = — 
: 2 [iHf2dv 


(70,7) 
(wo et w, sont les valeurs de la fréquence avec et sans correction 
due à ©), on peut alors déterminer non seulement le décrément 
d'amortissement, mais également le déplacement des fréquences 
propres. Comme nous allons le voir, ce dernier est déterminé 
par la partie imaginaire de &. Dans le $ 67 nous avons mentionné 
que généralement &’”’ 0, le déplacement des fréquences propres 
ayant lieu dans le sens de leur diminution. 


1) En radiotechnique on introduit généralement au lieu du décrément 
d'amortissement | w”| le coefficient de surtension de la cavité déterminé 
comme le rapport w”/2| w”|. 
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Pour le calcul, il peut se trouver plus commode de transformer 
l'intégrale de volume du dénominateur de (70,7) en une intégrale 
de surface. Cette transformation donne !): 


( |H av=+$ ((HP—[E/?) (ràf). (70,8) 


Problèmes 


1. Déterminer les fréquences des oscillations propres dans une cavité de la 
forme d’un parallélépipède droit (Ja conductibilité des parois est parfaite). 

Solution. On choisit les axes z, y, z suivant les arêtes du parallé- 
lépipède dont les longueurs sont a, a2, as. Les solutions des équations (70,3) 
et (70,4), satisfaisant à la condition aux limites E; — 0, sont: 


Ex = A cos k,z sin k,y sin k,2-e 719, (1) 
de même pour £,, E: avec: 


noi 


nan 
kr =—— , ky = ; k;, LL 3 (2) 
a2 a3 


(ñn3, n2, n3 étant des nombres entiers positifs) ; les constantes A1, 42, 43 
sont liées par la relation 
Atkx+ Aoky + 43h: =0, (3) 
et les fréquences propres sont 
w?= ce? (k% + ki + ki). 
Le champ magnétique se calcule à l’aide de (1): 


. € à : et x 
He —i (kg — Aokz) Sin kxz COS kyy cos ke 1 


même chose pour H,, H:. 


1) Comme le vecteur H est tangent à la surface, on peut écrire identique 
ment 


n $ (HH®) (r df) = $ (HH*) (rdf)— $ (Hr) (H® df) — $ (H*r) (H df). 
‘Transformons les intégrales dans le membre de droite en intégrales de volume, 
ceci en substituant df —+ dV-V; en utilisant les équations (70,1) on obtient: 


| $ (HH®) (r df)= ik ( r (HXE*—H* x E) dV+ | HH° dÿ. 
D'une manière analogue, en tenant compte de l'identité r X (E X df)= 


—E (rdf)—(rE)df — 0 (qui découle de la condition aux limites E; = 0) on 
obtient : 


$ (EE*) (rdi)=— $ (EE*) (rdf)+ $ (Er) (E* di)+ 
+ (E®r) (E di) =ik \ r (HX E*— H® x E) dV— \ EE* qV. 


En retranchant membre à membre les deux égalités obtenues et en tenant compte 
de (70.5), on obtient la formule (70,8). 
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Si deux ou trois des n1, n°, n3 sont nuls, on a E = 0. Donc à la première 
fréquence (la plus petite) correspond une oscillation pour laquelle l'un de ces: 
nombres est nul, tandis que les deux autres sont égaux à 1. 

Par suite de la relation (3). la solution de (1) (avec n1, n2, n3 différents 
de zéro) ne contient en réalité que deux constantes indépendantes arbitraires, 
c'est-à-dire que chacune des fréquences propres est deux fois dégénérée. D'un 
autre côté, les fréquences pour lesquelles l’un des nombres »4, 2, n3 est nul, 
ne sont pas dégénérées. 

2. Déterminer les fréquences des oscillations dipolaires, électriques et 
magnétiques, dans une cavité résonnante sphérique (de rayon a). 

Solution. Dans une onde sphérique stationnaire du type dipolaire- 
électrique les champs E et H sont de la forme (voir II, $ 72): 


E—eiut rot rot (Er) $ H= —ike io! rot (= EL) ; 


où best un vecteur constant, et k = w/c. La condition aux limites n X E—0- 
pour r = a donne l'équation 


1 
ctgka = hs. 


La plus petite de ses racines est ka — 2,74. La fréquence © = 2,74 _ est la 


plus petite de toutes les fréquences propres d'une cavité résonnante sphérique. 
Dans une onde sphérique stationnaire du type dipolaire magnétique on a: 


E=ike-{! rot (EEE) , H=e7{% rot rot (= b) à 


La condition aux limites pour E donne l'équation : 
tg ka = ka. 
La première de ses racines est ka —4,19. 


$ 71. Propagation des ondes électromagnétiques 
dans les guides d’ondes 


Au contraire des cavités étudiées au paragraphe précédent, qui 
ont un volume fini, un guide d’ondes est une cavité (tube) de 
longueur infinie ?). Si les oscillations propres d’une cavité résonnan- 
te sont des ondes stationnaires, dans un guide d’ondes l’onde n’est 
stationnaire que dans les directions transversales, tandis que les 
ondes qui se propagent suivant la longueur du tube sont progres- 
sives. 

Considérons un guide d'ondes rectiligne dont la section trans- 
versale est arbitraire (simplement connexe), mais uniforme suivant 
la longueur. Supposons tout d’abord que les parois du guide d’onde 
sont parfaitement conductrices. Choisissons l’axe des z suivant la 


1) Toutes les formules écrites ci-dessous se rapportent à un guide d’ondes 
vide. On peut passer aux formules pour un guide d’ondes rempli d’un diélectri- 
que non absorbant, en effectuant la transformation indiquée dans la note de 
la page 379. 
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longueur du guide d'ondes. Dans l'onde progressive suivant l'axe 
des z, toutes les grandeurs dépendent de z au moyen d’un facteur 


ei: avec k. constant. 


Toutes les ondes électromagnétiques possibles dans un tel guide 
d'ondes peuvent être divisées en deux types: dans l’un d'eux Z. —0 
et dans l’autre Æ, — 0 (Rayleigh, 1897). Les ondes du premier type, 
avec un champ magnétique purement transversal, sont appelées 
ondes du type électrique ou ondes E. Quant aux ondes de champ 
électrique purement transversal, elles s'appellent ondes du type 
magnétique ou ondes X ?). 

Considérons d’abord les ondes Æ ; les composantes x et y des 
équations (70,1) donnent: 


PE — ik, Ey=itle —TtikE.=i H, 
ik H,=i © Es ik H, = —iEy. 
D'où 
__ ik; dE; __ ik, 0F: 
Ex no Es : 
He — 1% 6: __iw dE; Ge 
Fr cx® dy ? V— cx? ôr ? 


où l'on a introduit la désignation: 


oo? à 
= hi * 


De sorte que dans une onde £, toutes les composantes transversales 
de E et de H peuvent s'exprimer en fonction de la composante longi- 
tudinale du champ électrique. Cette dernière doit être déterminée 
par la solution de l'équation d'onde qui se réduit à l'équation 
bidimensionnelle suivante : 


: RE:.+%2E,=0 (71,2) 


(A2 étant l'opérateur bidimensionnel de Laplace). Les conditions 
aux limites pour cette équation exigent l'annulation des compo- 
santes tangentielles de E sur les parois du guide d’ondes. Pour cela 
il suffit que l’on ait 


E;=90 sur le contour de la section. (74,3) 


Conformément aux formules (71,1) le vecteur bidimensionnel de 
composantes Æ,, E, est proportionnel au gradient bidimensionnel 
de la grandeur Æ,. Donc, lorsque la condition (71,3) est remplie, 


1) Les ondes E et H sont aussi appelées respectivement ondes TM et TE 
« transversales magnétiques » et «transversales électriques ». 
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la composante tangentielle de E dans le plan xy s’annule, elle aussi, 
automatiquement. 

D'une manière analogue, dans une onde /7 les composantes 
transversales de E et H peuvent être exprimées en fonction de la 
composante longitudinale du champ magnétique conformément 
aux formules suivantes: 


PL ILE ik, 0H, 
* x? 0x ? V2 y ? 7414 
w 0, pp _ 0 0H: te 
* cx? dy ? u cx? Ôx 


Quant au champ longitudinal H., il est donné par les solutions 
de l'équation 


AH,+%H,=0, (71,5) 
avec la condition aux limites 
2%: 0 sur le contour de la section. (71,6) 


Grâce à cette condition, conformément aux formules (71,4), la com- 
posante normale de H s’annule. 

De sorte que le problème de la détermination du champ électro- 
magnétique dans un guide d'ondes revient à trouver les solutions 
de l'équation d'onde bidimensionnelle du type Aof + x*f = 0 
avec la condition aux limites f — 0 ou ôf/ôn = 0 sur le contour de 
la section. Pour un contour donné, de telles solutions n'existent 
que pour des valeurs « propres» bien déterminées du paramètres %°. 

A chaque valeur propre de x° correspond une relation appropriée 


@? = c? (KE + x?) (71,7) 


entre la fréquence w et le « vecteur d’onde » 4, de l'onde. La vitesse 
de propagation de l’onde suivant la longueur du guide d’ondes est 
donnée par la dérivée: 


MH, Var © (71,8) 


Pour un x donné, elle prend des valeurs comprises entre 0 et c lorsque 
k- varie de O0 à co. 

La densité moyenne (dans le temps) du flux d’énergie suivant 
la longueur du guide d’ondes est donnée par la composante z du 
vecteur de Poynting. Un calcul simple, à l’aide de la formule (71,1), 
donne pour l'onde E: 


5.2 Re(E x H'h= mr |VeEe?. 


25—532 
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Le flux total d'énergie q s'obtient en intégrant S, sur la surface 
de la section du guide d'ondes. On a 


\ FE. | df = & Et SE di— \ EE, df. 


La première intégrale est prise sur le contour de la section et s’annule 
en vertu de la condition aux limites £, — 0. Quant à la seconde 
intégrale, on y remplace A2E, par —%°E. et on obtient finalement : 
k. L 
q= mn À lE-f'df. (71,9) 
Pour une onde Æ on obtient une expression analogue avec H. au 
lieu de Æ,. 

D'une manière analogue, on peut calculer la densité de l’énergie 
électromagnétique W (rapportée à l'unité de longueur du guide 
d'ondes). Cependant, il est plus facile d’obtenir W directement 
à partir de q, car on doit avoir g — Wu,. Ainsi, à partir de (71,8) 
et (71,9) on obtient: 


W=-pbe VIE: Far. (71,10) 


En vertu de (71,7), pour chaque type d'onde (correspondant 
à une valeur déterminée de x°) il existe une valeur minimale de la 
fréquence égale à cx. Pour des fréquences plus petites, la propaga- 
tion des ondes du type donné devient impossible. Mais parmi toutes 
les valeurs propres de x, il en est une qui est minimale’ (min) et 
également différente de zéro (voir ci-dessous). Ainsi, nous arrivons 
à la conclusion qu'il existe une limite inférieure des fréquences 
Omin — CXmin, au-delà de laquelle aucune propagation suivant 
le guide d’ondes n’est possible. L'ordre de grandeur de cette fré- 
quence est min — C/a, où a sont les dimensions transversales 
du tube. 

* Cependant, cette affirmation n’est vraie que pour les guides 
d'ondes de section simplement connexe, dont il s'agissait jusqu'à 
Rrésent. Il en est tout autrement pour les sections multiplement 
connexes !). Il se trouve que, dans de tels guides d’ondes, en plus 
des ondes du type £ et Æ, un autre type d'onde peut exister, la 
fréquence n'étant limitée par aucune condition. 

Ce type d’onde appelé onde principale est caractérisé par le fait 
que k. — k (c'est-à-dire que x = 0); la vitesse de cette onde coïn- 
cide avec la vitesse de la lumière. Nous allons étudier les pro- 
priétés principales de cette onde; nous allons voir simultanément 


1) 11 peut s'agir tant de l’espace entre deux tubes coaxiaux que de 
l’espace extérieur à deux fils parallèles. 
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pourquoi ce type d'onde est impossible lorsque la section du guide 
d'ondes est simplement connexe. 

Toutes les composantes du champ dans l’onde principale satisfont 
à l'équation bidimensionnelle de Laplace A2f = 0. Pour la condition 
aux limites f — 0, l'unique solution de cette équation, qui est 
régulière dans tout le domaine (simplement ou multiplement con- 
nexe), est f = 0. Par conséquent, dans l’onde principale, on a E.— 0. 

Pour la condition aux limites 0f/0n — 0 la solution régulière 
est f — const. Cependant, il est facile de voir que pour f = 4, 
cette constante ne peut être que nulle (rappelons que const signifie 
une grandeur ne dépendant pas de zx, y; tandis que la fonction de 
z et de t est donnée par le facteur e*:°-ut)), En effet, en intégrant 
l'équation 
Ole | y 
dx 1 dy 
sur la surface de la section, on obtient 

$au+® Ÿ H af 0; 


par suite de l'égalité H, = 0 sur le contour de la section et du fait 
que À, est constant sur sa surface, on a H, = 0. 

Ainsi, l’onde principale est purement transversale. Pour E. — 
— H, = 0, les composantes x et y des équations (70,1) donnent 


Hx=—Ey, Hy=Es, (71,11) 


divH— 


+iH;=0 


c'est-à-dire que les champs E et H sont perpendiculaires et égaux 
en valeur absolue. Ces champs sont déterminés par les équations: 


dEx dE, : L dE 
dx de À (rot E). =————2—0 


div E — _ du 


avec la condition aux limites E, — 0. 

Nous voyons que E (et, par conséquent, H) en fonction de x, y 
est donné par la solution du problème électrostatique bidimension- 
nel: E = — V:p, où le potentiel œ satisfait à l'équation A:p — 0 
avec la condition aux limites @ = const. Dans le domaine simple- 
ment connexe cette condition aux limites donne @ = const (et, 
par conséquent, E — 0) qui est la seule solution régulière dans tout 
le domaine. Ceci montre que ce type d'onde ne peut se propager 
le long d'un guide d'ondes de section simplement connexe. Par contre, 
dans le domaine multiplement connexe, la valeur de const dans la 
condition aux limites n’est pas obligatoirement la même sur les 
différents contours limites et l'équation de Laplace peut donc avoir 
une solution non triviale. La distribution du champ électrique 
dans la section transversale du guide d'ondes correspond au champ 


25° 
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électrostatique plan entre les armatures d’un condensateur mises 
à une différence de potentiel donnée. 

Jusqu'à présent, nous avons supposé que les parois du guide 
d'ondes sont parfaitement conductrices !). Si les parois ont une impé- 
dance petite mais finie, des pertes apparaissent, et les ondes se 
propageant le long du guide d’ondes sont amorties. Le calcul du coef- 
ficient d'amortissement est analogue à celui de l'amortissement 
dans le temps des oscillations électromagnétiques dans une cavité 
résonnante donné au paragraphe précédent. 

La quantité d'énergie dissipée par seconde dans les parois du 
guide d'ondes (rapportée à l'unité de longueur) est donnée par 


l'intégrale 
LE £ |H F di, 


prise sur le contour de la section ; H est le champ magnétique cal- 
culé en supposant que & — 0. En divisant cette grandeur par le 
double du flux d'énergie q le long du guide d’ondes, on obtient le 
coefficient d'amortissement & cherché. Lorsque & est ainsi défini, 
il donne la vitesse d'amortissement de l’amplitude de l’onde, qui 
décroît le long du guide d'ondes proportionnellement au facteur e-%:. 
En exprimant toutes les grandeurs en fonction de £, ou de X, 
conformément aux formules (71,1) ou (71,4), on obtient les formules 
suivantes pour le coefficient d'absorption de l’onde E, soit: 


wi" Ÿ1V2E;: |? di 


TT DHk,c \ | E: | df (71,12) 
et pour l'onde H: 
ere d H, 2 k° 4 VoH- |?} dl 
ge SE PAUHe NE CHE) 1 Va EVA (71,13) 


2k.0 { |, | df 


Eh fait, pour le calcul, il peut se trouver commode de transformer 

les intégrales de surface des dénominateurs en intégrales curvilignes. 

Nous allons donner ici les formules obtenues, qui ont été trouvées 

de-la même manière que la formule (70,8): 
1 

ÎLE. Paf= 35 $ nv. F&, 


(14, Fa=4 À nt H.F—1VAf) a. 


Lorsque k,— 0 (c’est-à-dire que la fréquence w —+cx), les expres- 
sions (71,12) et (71,13) tendent vers l'infini. Cependant, ces formules 


(71,44) 


1) Remarquons en particulier que ce n’est 


cette condition que l'on 
peut en toute rigueur séparer les ondes avec E, 


qu’à 
— 0 et avec H, = 0 
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cessent alors d’être valables, car elles supposent que * est petit par 
rapport à .. 

Les formules (71,12) et (71,13) ne se rapportent pas à l'onde prin- 
cipale (dans un guide d'ondes de section multiplement connexe). 
où toutes les grandeurs E,, H, et x sont nulles. Dans ce cas, on peut 
exprimer toutes les composantes du champ en fonction du potentiel 
scalaire @. Comme les champs H et E — — V;,p sont perpendiculai- 
res et égaux dans l’onde principale, on obtient l'expression suivante 
pour son coefficient d'absorption: 

_ s'fIVap id 
2 | | Vap |? df 

La propagation de l'onde principale le long du guide d’ondes 
peut être également étudiée de façon très simple dans les cas où 
son coefficient d'absorption n’est pas trop petit [de sorte que la 
formule (71,15) n’est pas applicable] si de plus la longueur d’onde 
clo est grande par rapport aux dimensions transversales du guide 
d'ondes. 

Comme nous l'avons indiqué ci-dessus, le champ électrique trans- 
versal dans l'onde principale (à tout instant) correspond au champ 
électrostatique dans un condensateur formé par les parois du guide 
d'ondes, dont les charges sont égales et de signe contraire. Désignons 
par + e(z) ces charges rapportées à l'unité de longueur du guide 
d'ondes. Elles sont liées aux courants + J (z) circulant dans les 
parois du guide d’ondes par l’« équation de continuité »: 


(71.15) 


de — ôJ 
dt ôz ? 
ou, pour un champ monochromatique, 
: aJ 
ioe = — 


ôz 
Soit maintenant C la capacité par unité de longueur du guide d'ondes. 
La « différence de potentiel » entre ses parois est m2 — m1 = e/C. 
En la dérivant par rapport à z, on obtient la f.é.m. maintenant le 
courant dans les parois (rappelons que s’il y a absorption le champ 
n’est pas purement transversal). En le posant égal à ZJ (Z étant 
l’impédance par unité de longueur du guide d’ondes), on obtient: 


ô € 
Fc es 
ou 
(+) +io/ =0. (71,16) 


En substituant Z — R — iwL/c® (où R et L sont la résistance 
et la self-induction par unité de longueur du guide d'ondes), on peut 
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revenir des composantes monochromatiques du courant à une fonc- 
tion arbitraire du temps. Supposant également que la capacité C 
est constante le long du guide d'ondes, on obtient l'équation des 
télégraphistes, soit : 

109 RôJ Le 5 


"TC 6 ‘où c? où (71,17) 


Lorsqu'il n’y a pas d'absorption (R = 0), cette équation devient, 
comme il se devait, l'équation d’onde avec une vitesse de propaga- 
tion des ondes égale à Vc?/LC = c!). 


Problèmes 


1. Trouver les valeurs de x pour les ondes se propageant le long d’un guide 
d'ondes de section rectangulaire (de côtés a et b). Trouver le coefficient d'amor- 
tissement de ces ondes. 

Solution. Dans les ondes du type E ?) 

£,=—=const-sin k,zx sin kyy, 
où 


et »,. n, sont des nombres entiers commençant par l'unité. Dans les ondes # 
H,=—=const-cos k;z cos k,,y, 


l’un des nombres r;, #2 pouvant être nul. Pour {les deux types d'onde: 
2e pre a (ri, 7 
HRK + Ki =? (5 +7) 5 


La plus petite des valeurs de x correspond à l’onde #0 (les indices donnent les 
valeurs de n1, n2) et est égale à xmin = 7/a goss supposons que a >> b). 

Les coefficients d'amortissement se calculent au] moyen des formules 
(72.12) et (71,13) et sont égaux pour les ondes E à 


' CR Kb k2a) 
# *DGksat | x DA 


pofr les ondes H,,, à 


1) L'égalité LC = 1 découle de l’équivalence mathématique des pro- 
blèmes visant à déterminer 1/C et L pour une forme donnée des contours. Les 
champs électrique et magnétique entre les surfaces de conducteurs parfaits 
sont perpendiculaires et égaux (voir (71,11)), leur valeur sur les surfaces déter- 
mine, dans le premier cas, la densité des charges, et dans le second la densité 
des courants. Ainsi, les coefficients de proportionnalité (1/C et L) entre l'éner- 
gie du champ et le carré de la charge ou du courant respectivement coïncident. 

- 4 (R,z-0t) 

2) Nous omettons partout le facteur e 7 : 
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et pour les ondes H,,, (n;, n2 -Æ 0) à 


2cK°&" 


| ; he 2 
a [e+o+ à (Ha+k0)] - 


. Même question pour un guide d'ondes de section circulane (de rayon a). 
$ olution. La solution de l'équation d'onde en coordonnées polaires 

r, ® dans les ondes E est 
E, =const-Jh (xr) se np, 


avec la condition J, (xa) — 0, déterminant les valeurs de x. Dans les ondes 
une formule analogue donne H,, et les valeurs de x sont déterminées par la condi- 
tion Jn (xa) — 0. La première des ondes, H,, a la plus petite des valeurs de +, 
qui est égale à Xmin — 1,84/a. 
Le coefficient d'amortissement se calcule au moyen des formules (71,12 
(71,14); pour les ondes E il est égal à: 
[61e 
cak, ? 


a —= 
et pour les ondes H à: 


a = 


Se Li temraness | - 


$ 72. Diffusion des ondes électromagnétiques 
par des particules de petites dimensions 


Considérons la diffusion des ondes électromagnétiques par des 
particules macroscopiques dont les dimensions sont petites par 
rapport à la longueur de l’onde diffusée À — c/o (Rayleigh, 1871). 
Lorsque cette condition est remplie, le champ électromagnétique, 
au voisinage des particules, peut être supposé uniforme. Si la parti- 
cule est placée dans un champ périodique uniforme, elle acquiert 
des moments électrique et magnétique déterminés P et # dépendant 
du temps au moyen du facteur e-i”. L'onde diffusée peut être 
décrite comme le résultat de l'émission de ces moments variables. 
A des distances R grandes (par rapport à À) de la particule, dans la 
zone d'ondes, le champ de l’onde diffusée est donné par les formules 
suivantes (voir II, $ 79): 


H'= En x P+n x (4 Xn)|, 
E’=H Xn, 


où le vecteur unitaire n indique la direction de la diffusion, et les 
valeurs de P et de # doivent être prises à l'instant ? — R/c (le 
champ de l’onde diffusée sera doté d’un accent, et le champ de l’onde 
incidente n'en aura pas). L'’intensité moyenne (dans le temps) de 


(72,1) 
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l'émission diffusée dans l'angle solide do est égale à 
dl = |H' ER do, 


et en divisant par la densité du flux d'énergie dans l'onde incidente. 
on obtient: 


SIHF= SE IEr, 


c’est la section efficace de diffusion. 

Le calcul de F et de # est particulièrement simple si les dimen- 
sions de la particule sont petites, non seulement par rapport à À, 
mais également à la « longueur d'onde » ô correspondant à la fré- 
quence © dans la substance de la particule. Dans ce cas, on peut 
calculer la polarisabilité de la particule suivant les formules pour 
le champ statique extérieur uniforme; évidemment dans ces formu- 
les, on prend non pas les valeurs statiques de e et de u, mais les 
valeurs correspondant à la fréquence donnée w. Si, comme c'est 
généralement le cas, est voisin de l'unité, dans la formule (72,1) 
on peut omettre le terme dipolaire magnétique. 

Ainsi, pour une particule sphérique de rayon a, on a (voir (8,9)) 


3 e—1 =9: 
F = VaoE, HR Let (72.2) 
et la section efficace de diffusion est 
do = % | œ[V* sin° 6 do, (72,3) 


où 6 est l'angle que fait la direction n de la diffusion avec la direc- 
tion du champ électrique E de l’onde incidente à polarisation 
linéaire. La section efficace totale est égale à 

{ 


° 87 |a|2wtV2 mc 

È O = 7 ( 12,4) 

--7 La section efficace dépend de la fréquence tant au moyen du facteur 
w* que de la polarisabilité. Si les fréquences sont si petites qu'il 
n’y a pas de dispersion de &, la diffusion est proportionnelle à wf. 
Remarquons que la section efficace est proportionnelle au carré 
du volume de la particule. 

(Si l'onde incidente n’est pas polarisée (lumière naturelle), pour 
obtenir la section efficace différentielle, il faut prendre la moyenne 
de (72,3) sur toutes les directions du vecteur E dans le plan perpen- 
diculaire à la direction de propagation de l’onde incidente (c’est- 
à-dire à son vecteur d'onde k). Désignons par Ÿ et q l’angle polaire 
et l’azimuth de la direction n par rapport à k ( étant compté 
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à partir du plan k, E), on a cos 6 = sin 6 cos q (fig. 31), de sorte que: 
do= % | afeV* (1 — sin? 8 cos? p) do. (72,5) 


En prenant la moyenne sur y, on obtient la formule suivante pour 
la section efficace de l’onde non polarisée !): 


do= 2 Via ff (1+ cos? 9) do, (72,6) 


où # est l’angle formé par la direction de l'incidence et celle de 
la diffusion. 


n 
! 
! 
! 
! 
û 
[ 
! 
Q 
Q 
! 
! 
! 
à 


Fig. 31 


La formule (72,5) permet de trouver facilement le degré 
de dépolarisation de la lumière diffusée. Pour cela remarquons que 
pour une direction donnée de E, la direction de E’ se trouve dans 
le plan E, n. Donc la direction du champ électrique E’ dans 
l’onde diffusée sera dans le plan k, n (plan de diffusion) ou per- 


= 


pendiculaire à ce plan, dans le cas où l’azimuth du vecteur E 
F respectivement. 
Soient 7, et Z , les intensités de diffusion pour ces deux polarisa- 
tions, le degré de dépolarisation est déterminé comme le rapport 
de la plus petite de ces valeurs à la plus grande. Conformément 
à (72,5), on obtient: 


par rapport au plan k, n est égal à = 0 ou à 


I 
71 = Cos* Ÿ. (72,7) 
JL 
Si la particule diffusante a une grande perméabilité diélectrique. 


1) Notons la formule suivante: 
sin?0—= _ (1+ cos? Ô) 


qui sera utilisée ultérieurement. 
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on a Ô— c/(w V | e |) & À. Les dimensions de la particule peuvent 
alors être petites par rapport à À et ne pas l'être par rapport à 6. 
En première approximation par rapport à 4/e, le moment électrique 
des particules peut être calculé simplement comme le moment d’un 
conducteur (8 — ) dans un champ extérieur constant uniforme. 
Cependant lors du calcul du moment magnétique, dans ces condi- 
tions, les courants d'induction apparaissant dans la particule sont 
importants et le problème ne se réduit pas au cas statique; il faut 
alors chercher la solution de l'équation (63,2) 


AH+e H=0 (72,8) 


(on suppose que u = 1) qui, au loin de la particule, devient le champ 
de l'onde incidente. Les moments électrique et magnétique sont 
alors du même ordre de grandeur, et dans la formule (72,1), on doit 
conserver les deux termes. La distribution angulaire et la grandeur 
de la diffusion sont alors très différentes du cas étudié ci-dessus 
(voir problème 2). 


Problèmes 


1. La lumière à polarisation linéaire est diffusée par des particules petites 
orientées d’une manière chaotique; le tenseur de polarisabilité électrique des 
peies a trois valeurs principales différentes. Déterminer le coefficient de 

épolarisation de la lumière diffusée. 

Solution. En négligeant, tout comme dans le texte, le moment ma- 
gnétique, (72,1) donne 


Ep 
= px (nX#)xn. 


Le coefficent de dépolarisation cherché est donné par le rapport des valeurs 
principales du tenseur bidimensionnel 
; Jap =EcEs 
où le trait indique que l’on a pris la moyenne sur les orientations de la particule 
‘diffusante pour une direction donnée de la diffusion n, et les indices & et f 
prennent deux valeurs dans le plan perpendiculaire à n (voir 11, $ 50). Il est 
€epéndant plus commode de prendre la moyenne du tenseur tridimensionnel 
.#;P3*, puis le projeter sur le plan perpendiculaire à n; ces composantes du 
tenseur P,P,* sont proportionnelles aux composantes correspondantes de /,g. 
En substituant P; — @;rEx, on a 


FFE = Euls. 
Pour prendre la moyenne on utilise la formule suivante: 
ana, = Ad;h01m + B (d:10m + OimdRE)e 

C'est la forme la plus générale d’un tenseur du quatrième ordre symétrique par 


rapport aux paires d'indices i, k, et !, m et ne contenant que des constantes 
scalaires. Ces dernières sont déterminées en simplifiant le tenseur une fois par 
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rapport ue paires i = k, 1 = m et une autre fois par rapport aux paires i— I, 
= m. On a 


2| œil? — i 21 9 ° 2 
el CES =pilul+lælf+lasl+4Re (œai + aus + asas)}, 


3|œirl2—|aul 1 o ; 
p 5er Éteut LE {ia 184] a? +5 ?— Re (œsat + ouai +asat)}, 
où &;, &2, & sont les valeurs principales du tenseur @;. 
Dans une onde à polarisation linéaire l'amplitude du champ Et (nous omet- 
tons le facteur temporel e1%*) peut toujours être déterminée comme une grandeur 
réelle. On obtient ainsi 


PP = (A+ B) EiEr+ BdiRE*. (1) 


Supposons que l'axe des zest dirigé suivant n, et que le plan zz passe par les 
vecteurs net E ; ces axes sont les axes principaux du tenseur /,8. En prenant les 
composantes correspondantes du tenseur (1), on obtient le coefficient de 
dépolarisation 
ly 2 B 
x (H£LB)sin®0+B 
(8 étant l'angle entre E et n). 
2. Déterminer la section efficace de diffusion par une sphère (de rayon a), 
de grand & ; on suppose que À ÿ a — 6. 
Solution. Le problème du calcul du moment magnétique, acquis dans 
le champ magnétique alternatif H par la sphère de e donné (et u = 1), coïncide 
avec celui qui a été résolu au $ 45 (problème 1), avec cette seule différence que, 


dans les formules obtenues, il faut poser k = Ve. On a donc 
# = —a3yH, 
où 
LL 3 _3 \ 
À TT (145 ctg ra (ka)® J a" 


Quant au moment électrique, il est calculé, en première approximation par 
rapport à 1/e, simplement comme le moment d'une sphère conductrice (2 — oo) 
placée dans un champ électrique uniforme constant : 


P=aÿE. 
Comme E et H sont pneu après un calcul simple à l’aide de 
(72,1) on obtient la formule suivante pour la section efficace de diffusion : 
NOTE PIE : 
{I v IE cos? + sin? p— (y+y°) cos + 
+ cos? Ô (cs? g+| y |? sin? p)} do, 


où q et Ÿ sont les angles indiqués sur la fig. 31. Lors de la diffusion de la lumière 
non polarisée, on a 


4 
do = {+ (+1 y 19 A+cost 8)— (p+v°) cos 8 } do, 


et le degré de dépolarisation de la lumière diffusée est 


de = 


2 


Ji _| v—cosô 
Zi. 1—7 cos Ô 
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La section totale de diffusion est donnée par 


81a5wi " 


A la limite ka — (c'est-à-dire lorsque À *: a ÿ: 6) on a À = 1/2; cette 
limite correspond à la diffusion par une sphère parfaitement réfléchissante, à 
l'intérieur de laquelle ne pénètrent ni le champ électrique ni le champ magné- 
tique. 


$ 73. Absorption des ondes électromagnétiques 
par des particules de petites dimensions 


La diffusion des ondes électromagnétiques s'accompagne de 
leur absorption simultanée par les particules. La section efficace 
de ce processus est donnée par le rapport de l'énergie moyenne 
dissipée (par seconde) Q à la densité du flux d’énergie incident. 
Pour le calcul de Q@ on peut utiliser la formule suivante 


Q= —PS— MS, (73,1) 


où # et # sont les moments électrique et magnétique totaux de 
la particule, le champ électrique E et le champ magnétique H de 


l'onde diffusée jouant le rôle des champs extérieurs € et S [com- 
parer avec (45,21)]. 

En utilisant la représentation complexe, on peut écrire (voir 
note page 252): 


Q=+Re(FÉ* + Hi} = 5 V (ai +am)| El, 


où &., &m sont les polarisabilités électrique et magnétique de la 
particule. En divisant par le flux d'énergie incident, on obtient: 


o= 0 V (x: + an). (73,2) 


{ 

+ Appliquons cette formule à l'absorption par une sphère de rayon 
‘a (a < À) supposant qu’elle est en matière non magnétique (u = À). 
Le caractère de l'absorption dépend essentieliement de la grandeur 
de la perméabilité diélectrique. 

Si e est petit, en plus de a & À on a également a € 6. Dans 
ce cas on peut négliger la polarisabilité magnétique par rapport 
à la polarisabilité électrique. En utilisant (72,2) pour cette dernière, 
on obtient: 

_ 12nwae" 


Si au contraire | & | > 1, la partie électrique de l’absorption devient 
petite et l'absorption magnétique peut devenir importante, même 
si l'on a encore ô > a. Pour 6 > a (c'est-à-dire |ka | & 1), la 


(73,3) 
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polarisabilité magnétique est 
__ (ak)? _ a?w?e 


407 4Onc? ? 
et la section efficace d'absorption : 
12rwa%e" 1 wa? à 
_ fr | à L 
9 c ( ef  SJ0c? ] (73,4) 


Lors d’une augmentation ultérieure de € la partie électrique de 
l'absorption devient petite par rapport à la partie magnétique. 
Dans le cas limite 6 & a (c'est-à-dire | ka | © 1,ctgka—> —i)ona 

__  Sé _ ic a 
mm Brak — Bnwa *’ 


où &—1/Ve est l’impédance superficielle de la sphère. D'où 
o = 6ra°t”. (73,5) 


Remarquons que l’on peut obtenir cette formule d’une manière 
plus directe sans utiliser l'expression générale pour la polarisabilité 
magnétique de la sphère «,, (w). Pour & petit la dissipation d’éner- 
gie Q peut être calculée par « intégration » du vecteur moyen de 
Poynting (67,4) sur la surface de la sphère, la distribution du champ 
magnétique sur la surface étant donnée par la solution (42,3) du 
problème d’une sphère supraconductrice (6 = 0) placée dans un 
champ magnétique uniforme. 

Connaissant la section efficace d'absorption de la sphère, on 
peut déterminer directement l'intensité du rayonnement thermique 
de la sphère elle-même. Conformément à la loi de Kirchhoff (voir V, 
$ 60) l'intensité dZ (dans l'intervalle de fréquences dw) s'exprime 
en fonction de &(w) par la formule 

dI = 4nco (&) e, (w) do, 

où 
CA (w) = = Ha 
4nsc3 (eh%/T 4) 


» 


est la densité spectrale du rayonnement noir, rapportée à l'unité 
de volume et à l'intervalle unitaire d'angle solide. 


$ 74. Diffraction par un coin 


La théorie approchée ordinaire de la diffraction (voir V, $ 59-61) 
suppose que l’on s’écarte peu de l'optique géométrique. On entend 
par là, premièrement, que toutes les dimensions sont grandes par 
rapport à la longueur d’onde; ceci se rapporte tant aux dimensions 
des corps (écrans) ou aux orifices dans ces corps qu'aux distances 
entre les corps et les points d'émission et d'observation de la lumière. 
Deuxièmement, on ne considère que des angles de diffraction petits, 
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c'est-à-dire la distribution de la lumière suivant les directions voisi- 
nes de celles de la limite de l'ombre géométrique. Dans ces condi- 
tions les propriétés optiques concrètes de la substance des corps 
n’ont en général pas d'importance ; seul importe le fait que les écrans 
ne sont pas transparents. 

Au contraire, si les conditions mentionnées ne sont pas remplies, 
le problème de la diffraction exige que l’équation d'onde soit résolue 
exactement, compte tenu des conditions aux limites sur la surface 
des corps dépendant des propriétés de ces derniers. Il est mathé- 
matiquement très difficile de trouver ces solutions, c’est pourquoi 
peu de problèmes de ce type ont été résolus. Généralement on admet 
que les corps diffringents sont parfaitement conducteurs (du point 
de vue optique ceci veut dire qu’il y a réflexion parfaite). 

A ce propos remarquons qu'il pourrait paraître naturel de résou- 
dre le problème de la diffraction en supposant la surface du corps 
« noire », c’est-à-dire absorbant entièrement la lumière incidente. 
Cependant, en réalité une telle hypothèse concernant les propriétés 
du corps serait contradictoire lorsque l’on résout le problème exact 
de la diffraction. En effet, si la substance du corps est fortement 
absorbante, le coefficient de réflexion sur la surface n’est pas petit. 
bien au contraire il est voisin de l'unité (voir $ 67). Donc, pour 
obtenir un coefficient de réflexion voisin de zéro il faut que la 
substance soit faiblement absorbante, tandis que l’épaisseur du 
corps doit être suffisante (par rapport à la longueur d’onde). Dans 
la théorie exacte de la diffraction, il est cependant inévitable que 
les domaines de la surface voisins (à des distances de l’ordre de la 
longueur d'onde) des bords du corps jouent un rôle essentiel; mais 
en tout cas, au voisinage du bord, l'épaisseur du corps est petite, 
de sorte que l’on ne peut pas supposer la surface « noire ». 

La solution exacte du problème de la diffraction de la lumière 
par le bord d’un coin parfaitement conducteur formé par l'inter- 
sêction de deux demi-plans présente un grand intérêt théorique (ce 
problème a été résolu pour la première fois par À. Sommerfeld, 1894). 
On ne peut dans le cadre de ce volume exposer en détail la théorie 

-mathématique très ardue de ce problème. Cependant, nous allons 
à titre de référence donner ici les résultats !). 


1) On peut trouver les calculs complets dans les ouvrages suivants: A. S o m- 
merfeld, « Optics », New York, 1954; P. Frank etR. von Mises, 
« Differential- und Integralgleichungen der Physik », 2€ partie, chap. XX. 
Vieweg, Brunswick, 1935. M. 1. Kontorovitch et N. N. Lébédev ont donné une 
autre méthode que l’on peut trouver dans l'ouvrage de G. A. Grinberg, « Ques- 
tions choisies de la théorie mathématique des effets électriques et magné- 
tiques » (russe), ch. XXII, Moscou, 1948. 

La solution modifiée pour la diffraction d’une onde cylindrique (émise 
par une source linéaire parallèle au bord du coin) a été donnée par Carlslaw (Proc. 
Lond. Math. Soc. 30, 121, 1899). 
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Choisissons le bord du coin pour axe des z d’un système de coor- 
données cylindriques r, @, z. La surface avant du coin (OA sur la 
fig. 32) correspond à q = 0, et la surface arrière (O0B) à @ = y, 
où 2x — y est l'angle d'ouverture du coin; pour le domaine exté- 
rieur au coin on a des angles tels que 0 < << y. Soit une onde mono- 
chromatique plane d'amplitude unité tombant dans le plan r, q 
sur la surface avant du coin sous l’angle q, (par suite de la symétrie 
du coin il suffit de considérer les valeurs po << Y/2). Nous allons 


P +" LS I /I 
\ 
\a 
\ 


Fig. 32 


considérer deux cas indépendants de polarisation de l’onde inci- 
dente (et diffractée) : lorsque le vecteur E ou H est parallèle au bord 
du coin (axe des z). Dans ces cas, on désigne £, (ou H,) par la lettre u. 

Le champ électromagnétique dans tout l’espace est alors donné 
par la formule (on omet partout le facteur temporel e-it!): 


u(r, p)=v(r, p—o) F v(r, P+Po), (74,1) 


où les signes supérieur et inférieur correspondent à la polarisation 
avec respectivement E et H le long de l’axe des z, la fonction v (r, +) 
étant déterminée par l'intégrale complexe: 


u(r. D=r \ e—ihkrcosé 
C 


dé = 
1—e-ix(i-v)/v (74,2) 
(4 = w/c). Le chemin d'intégration C = C; + C2 dans le plan & 
se compose de deux boucles représentées sur la fig. 33. Les extré- 
mités de ces boucles s’en vont vers l'infini dans les parties du plan & 
(hachurées sur la fig. 33) dans lesquelles Im (cos &) < 0, donc le 
facteur e-ikrco& tend vers zéro à l'infini. L'expression sous l'inté- 
grale dans (74,2) a des pôles se trouvant sur l’axe réel des & aux 
points & = — 4 + 2ny., où nr sont des nombres entiers. Lors de 
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l'intégration on peut remplacer le chemin C par le chemin D = 
= D, + D, (fig. 33) en ajoutant à l'intégrale les résidus de l’expres- 
sion sous l'intégrale dans les pôles disposés sur le segment 
—r< E< 7,siceux-ci existent. Mettons v sous la forme suivante: 


v(r, D) =vo(r, Ÿ) +va (r, Ÿe (74,3) 


où v, est l'intégrale (74,2) prise sur le chemin D et v, la contribu- 
tion due aux résidus dans les pôles indiqués. Chaque pôle donne 
dans w, un terme égal à 

eikr cos (—2nv), 


représentant soit une onde incidente, soit l’une des ondes réfléchies 
sur la surface du coin conformément aux lois de l’optique géomé- 
trique. Quant à la fonction v,, elle donne la déformation des ondes 


/ 


ÿ 
2 


dues à la diffraction. C’est le champ à de grandes distances (par 
rapport à la longueur d'onde) du bord du coin qui présente le plus 
. d'intérêt. Pour kr 5» 1 on a la formule asymptotique suivante !): 


ze = T2 gite) Sin (n2/v) 
Li. Y Var (cos (1?/y) — cos (x/y) * (#9 
à condition que l'angle 4 satisfasse à la condition 
2 2 1 
(cos + — ces +) > +: (74,5) 


La fonction v, et le champ 
Ua (r, q) = Va (r, P— Po) F Va (r, P + Po) 


1) Les termes suivants de ce développement asymptotique ont été trouvés 
par W. Pauli (Phys. Rev. 54, 924, 1938). 
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dépendent de r au moyen du facteur eikr/Vr. c'est-à-dire que le 
champ a le caractère d’une onde cylindrique qui aurait été émise 
par le bord du coin. 

Sous la forme dont elles sont écrites les formules (74.1-5) 
sont vraies pour toutes les valeurs des angles y et @. Nous allons 
faire une étude plus détaillée dans le cas où la relation entre les 
angles y et po (y > 7x + Po) conduit, du point de vue de l'optique 
géométrique, à l’apparition de deux frontières: la frontière Ob de 
l'ombre totale (domaine ZII sur la fig. 32) et la frontière Oa de 
l'« ombre » de l’onde réfléchie sur la surface OA 1). 

Dans les domaines 7, II, III la fonction 


uo(r, p)=vo(r, P—Po) F Lo (7, P + Po) 


est 
dans le domaine Uo = e7 ikr COS (p— Go) HF e—ikr cos (p+Go), 
dans le domaine 71 Ug == e7ikr cos (p—o), 
dans le domaine 7/1 up = 0. (74,6) 


Ces expressions qui ne s’annulent pas pour kr —+ œ décrivent soit 
l'ensemble des ondes incidente et réfléchie non déformées par la 
diffraction (dans le domaine J), soit une onde incidente (dans le 
domaine ZI). Quant à la déformation due à la diffraction. elle est 
donnée par la formule (74,4), mais la condition (74,5) n'est plus 
remplie pour des valeurs de trop voisines de x (lorsque la diffé- 
rence | — x | cesse d'être petite par rapport à 1/V#r). 

Les valeurs ÿ — x correspondent aux frontières géométriques 
de l'ombre; pour = @ — mp c’est la frontière de l'ombre totale, 
et pour = q + %o la frontière de l'ombre de l'onde réfléchie. 
Au voisinage immédiat de ces valeurs il faut utiliser une autre 
expression asymptotique, qui, pour être vraie, n’exige que l'iné- 
galité | — x | & 1. Cette condition, avec la condition kr » 1, 
assure justement l’applicabilité de la théorie approchée ordinaire 
de la diffraction de Fresnel (voir II, $ 60). De sorte qu’au voisinage 
de la frontière Ob de l'ombre totale, on obtient l'expression asympto- 
tique suivante : 

vw 


u(r, q}= 7 the coute TE À etnt an, 


kr 
v=— (ppm y À. 


1) Sur la fig. 32 qo << x/2; si au contraire @o > x/2, la frontière Oa se 
trouve à droite de la direction de l’onde incidente. 

Pour y << x + p, le domaine d'ombre totale n'existe pas et il y a réflexion 
(simple ou même multiple) sur deux côtés du coin. 


26-532 


(74,7) 
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D'une manière analogue, au voisinage de la frontière Oa de l’« ombre » 


de l’onde réfléchie : 
vw 


u(r, p)= — e7ihr cos (9e) -L e—{kr cos (p-+Po) 1e = \ ein? dn, 
n (74,8) 
W= —(p+Po— 1) 


A cette approximation la diffraction ne dépend pas de la direction 
de la polarisation de l’onde et de l’angle d'ouverture du coin. 

Les domaines où les formules (74,4) et (74,7-8) sont applicables 
se recouvrent partiellement. Ainsi. au voisinage de la frontière 
de l’ombre totale, le domaine où toutes ces formules sont applicables 
simultanément est donné par les inégalités suivantes: 


151p—po—x| > 1/Vkr, 
avec 


(74,9) 


u(r, p)= Uo (r, + 00) —— 


« 


(avec w pris dans (74,6)). On obtient cette expression à partir de 
(74,7) à l’aide des formules asymptotiques bien connues pour l’inté- 
grale de Fresnel pour des |w | grands: 

vw 


\ ei dn = (1 + i) V + - eus pour w>0, 


—œo 
L'] 


\ ein® dn = ee eix? pour w<0. 
— 00 


$ 75. Diffraction par un écran plan 


{ 
+ La formule exacte (74,2) pour la diffraction par un coin peut 


être mise sous une forme relativement simple dans le cas particulier 
de la diffraction par un demi-plan (dans ce cas y — 21) !). L'inté- 
7 grale complexe dans (74,2 . peut se réduire à une intégrale de Fresnel : 


PL cost) & 
Cr, in? 
v(r, Ÿ)= = \ en dn, 
mé: (75,1) 
w = V 2kr cos : ; 


Cette formule est vraie pour toutes les _valeurs de r et de %. Pour 
kr 5 1 et des angles | — x | > 1/V kr on a l'expression asymp- 
1) Voir bibliographie donnée dans la note de la page 398. 
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totique suivante: 
1(&r+ ©) 4 


“4 y PES 2 V/2nkr cos (1/2) 


(75,2) 


(formule (74,4) avec y = 2x) !). 

La formule (75,2) permet de résoudre le problème de la diffrac- 
tion par un écran plan parfaitement conducteur de forme quelconque. 
On suppose seulement que les dimensions des écrans et les distances 
jusqu’à ces derniers sont grandes par rapport à la longueur d'onde, 
tandis que les angles de diffraction ne sont pas trop petits (ce domai- 
ne recouvrant celui des petits angles, dans lequel les formules habi- 
tuelles de Fresnel sont applicables). Le résultat s'exprime sous la 
forme d’une intégrale sur le contour du bord de l'écran, tout comme 
dans la théorie approchée ordinaire (voir II, $ 59) le champ de 
diffraction s'exprime par une intégrale sur la surface fermant l’ori- 
fice dans l’écran. Nous n’allons pas nous arrêter ici sur ces calculs. 

Dans la théorie exacte de la diffraction par des écrans plans 
parfaitement conducteurs on peut énoncer un théorème (dû 
à L. Mandelchtam et M. Léontovitch) qui est en un certain sens ana- 
logue au théorème de Babinet de la théorie approchée de la diffrac- 
tion. 

Considérons un écran plan avec un orifice de forme arbitraire; 
choisissons le plan de l'écran pour plan z — 0 et supposons que l’onde 
électromagnétique tombe du côté z< 0. Soit Es. Ho le champ 
total de l'onde incidente et de l'onde réfléchie sur l'écran (comme 
s'il n'y avait pas d’orifice) ; nous le supposerons continué de l'autre 
côté de l'écran (2 > 0). Comme H, = 0, E, = 0 pour : — 0 (par 
suite des conditions aux limites sur la surface parfaitement conduc- 
trice), les valeurs de Es, H, pour z > 0 et pour z << 0 sont liées par 
les relations: 


Eo: (x, UE z)= Eoz(z, ÿs —2), Eot (x, Y z)= —Er (x, y; 2 2), 
(75,3) 
Ho: (z, Ys z)= — Ho: (x, Y, —2), Ho (z, y, 2)= Hs (x, UE — 3). 


Soit ensuite E”’, H° le champ qui serait créé si l'on plaçait dans 
le champ Es, Ho une lame de forme, de dimensions et de disposition 
coïncidant avec l'orifice dans l'écran, la perméabilité magnétique 
de la lame étant p — co. La solution du problème de la diffraction 


1) Y. V. Vandakourov (JETP (russe) 26, 3, 1954) a obtenu la solution exacte 
du problème tridimensionnel de la diffraction par le demi-plan des ondes élec- 
tromagnétiques émises par un dipôle électrique ou magnétique d'orientation 
arbitraire se trouvant à une distance finie du bord du demi-plan. | 


26* 
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par l'orifice dans l'écran est alors: 


E—+(Eo+E), H=+(Ho+H) pour 2<0, —. 
19, 
E—Z(Eo—E"), H=—(Ho—H') pour z>0. 


Pour démontrer cette affirmation remarquons que le champ 
E’, H” a la même symétrie [exprimée par les formules (75,3)] que 
le champ Es. Ho. Dans le plan z = 0 il vérifie, par conséquent, les 
conditions ù 

E; = 0, H:=0 hors de l’orifice 
Eiy= —Eis, H;3=—H:is sur l’orifice 


(les indices 1 et 2 correspondent à z—>+0). De plus, ce champ 
satisfait à la condition 


E:=0, H;=0 sur l’orifice, 


car les conditions aux limites sur la surface d’un corps avec p — oo 
sont inverses (c'est-à-dire que E. H est remplacé par H, E) des 
conditions sur une surface parfaitement conductrice (e — co). 
Il est alors évident que le champ (75,4) satisfait aux conditions 
indispensables E, — 0, H, — O sur la surface de l'écran (2 — — 0) 
hors de l'orifice et qu'il est continu sur l'orifice. Enfin. comme le 
champ E’, H’ tend à l'infini vers Es, Ho, le champ (75,4) tend vers 
Eo, Ho pour 3 —> — et vers zéro pour z —> + oo. Par là même, 
le champ satisfait à toutes les conditions posées par le problème 
de la diffraction. et le théorème est démontré. 

De sorte que le problème de la diffraction par un orifice dans 
un écran avec € — est équivalent à celui de la diffraction par un 
écran auxiliaire avec up — oo. 


È Problèmes 


4. Une onde monochromatique plane tombe normalement sur une fente 
de largeur 2a, grande par rapport à la longueur d'onde, faite dans un écran 
K en parfaitement conducteur. Déterminer la distribution de l'intensité de la 
Tanire au-delà de la fente à des distances grandes de celle-ci pour des angles 
de diffraction grands. 

Solution. Pour a ÿ à le champ de diffraction au-delà de la fente 
peut être considéré comme la superposition des champs provenant indépendam- 
ment de la diffraction par chacun des bords de la fente et déterminés par la for- 
mule asymptotique (75,2). Lorsque les distances 4 P = r; et BP = r, des bords 
de la fente au point d'observation (fig. 34) sont grandes par rapport à a, dans les 
facteurs ei*’1 et eï*"2 on écrit: 


ri=r—asin#, ro=r+asinx; 


partout ailleurs on suppose r, & r2 = r, et tous les angles entre AP, OP, BP 
et l'axe des : sont supposés égaux au même angle de diffraction #. 
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Finalement on obtient: 


1(ar+ ©) , 
e sin (ka sin #) cos (ka sin 0) 
= —_—_— | —_— it". 
V2xkr sin & cos À J 
D'où l'intensité de la lumière diffractée dans l'intervalle d'angle dy (rapportée 
à l’intensité totale de la lumière tombant sur la fente): 


Se jette 2 Fr à 2 
dI= 1 le 4 “. ar le 
Sin cos 
ka sin (ka sin x)? 1 
=— | << | cos ——— | dy. 
(AT eye 
2 


Pour des y petits cette expression se transforme en la formule de diffrac- 
tion de Fraunhofer sur une fente: 


2. Une onde plane tombe sur un plan parfaitement conducteur avec un 
orifice rond de rayon a, pet par rapport à la longueur d’onde. Déterminer 
l'intensité de la lumière diffractée ayant traversée l’orifice (Æ#ayleigh, 1897). 


N 
Co) 


Z 
Fig. 34 


Solution. Conformément à ce qui a été exposé dans le texte, ce pro- 
blème se réduit à celui de la diffraction par un disque plan avec p = oo, et comme 
a & À, au cas de la diffusion par une particule petite. Conformément au $ 72, pour 
résoudre le problème d'une telle diffusion, il faut déterminer les polarisabilités 
statiques, électrique et magnétique, du disque. Le champ E, est perpendiculaire 
au plan du disque, et formellement la condition aux limites E: = Q coïncide 
avec la condition qui aurait lieu en électrostatique, sur la surface d’un corps 
avec & — 0. Quant au champ H,, il est parallèle au disque, et la condition aux 
limites Hi — O correspond au problème magnétostatique avec 1 — o. Donc 
les moments électrique et magnétique du disque sont (voir le problème 4 du $ 4 
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et le problème du $ 42): 


an 
Lorsque l’on passe au problème de la diffraction par un orifice, on doit multi- 
plier ces équations De 1/2, conformément aux formules (75,4), et substituer 

dans la formule de la diffusion ren 
De sorte que l'intensité du rayonnement diffracté dans l'angle solide 


do !) est 
4a6 
de 0 X Eo—2n x (Ho X n)}? do = 
c ofas ; L 
= ge ((n X Eo)?+-4(n X Ho)®+4n(Ho X Eo)} do. 


L'intensité totale de la diffraction s'obtient en intégrant sur la demi-sphère ; 
on obtient alors: Lot 
nes 2 
Fe an 27nc4 (Es +4Hà). 


Définissons la « section efficace de diffraction > comme le rapport de l'intensité 
du rayonnement diffracté à la densité du flux d'énergie dans l'onde incidente 
(cE2/4x: les lettres sans indices se rapportent au champ de l'onde incidente). 
Il faut distinguer deux cas de polarisation de l’onde incidente : 
a) le vecteur E dans l'onde incidente est perpendiculaire au plan d'incidence 
lan x:), c'est-à-dire parallèle au plan de l'écran (plan zy). La somme des champs 
es ondes incidente et réfléchie au voisinage de l'écran est : 
Eo=0, Hox=2H cosa—2# cos a 
(& étant l'angle d'incidence). D'où 
16a8w4 , : 
do= jrs cos? ao (1 —sin2 Ô cos? p) do. 


Ÿ est ici l’angle entre la direction de diffraction n et la normale à l'écran (axe 
des dl et p l'’azimuth du vecteur n par rapport au plan d'incidence. La section 
totale 3 


6404a8 ñ 
o= 27nc cos- «a; 
g b) le vecteur E est dans le plan d'incidence. On a alors 
° Eo=Eo: = —2E sin «, Ho=Hoy= 2H —2E. 
‘La section efficace différentielle est alors 
ie nee cos? ÿ + sin? Ô (cost Per sin? a) —sin Ÿ sin & cos e} do 
9n?c4 4 : 


et la section totale 


se 64aswi (: sin? 2) 

7" 27ncû 4 , 
Pour la lumière incidente naturelle on obtient: 

__ 64asw4 ( 1 dre ) 

=Zma (gsm). 


1) Nous supposons omis les facteurs «4% de sorte que E et H sont réels. 


CHAPITRE XI 


LES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES DANS 
LES MILIEUX ANISOTROPES 


$ 76. Perméabilité diélectrique des cristaux 


Les propriétés des milieux anisotropes dues aux ondes électro- 
magnétiques sont déterminées par les tenseurs &;, (@) et lun (w) 
reliant l'induction et l'intensité par les formules suivantes !): 


Di= en (&) Ex, Bi = un (0) Hre 


Ci-dessous nous parlerons du champ électrique et du tenseur €;,; 
tous les résultats obtenus sont également vrais pour le tenseur pu. 
Pour © — 0 les grandeurs &e;, prennent leurs valeurs statiques, 
symétriques, comme nous l'avons montré au $ 13, par rapport aux 
indices i. 4. La démonstration donnée portait un caractère purement 
thermodynamique et ne concernait donc que les états à l'équilibre 
thermodynamique. Par contre, dans un champ alternatif l’état 
de la substance ne correspond évidemment pas à l'équilibre et la 
démonstration mentionnée n'est plus applicable. Pour trouver les 
propriétés du tenseur &;,. il faut maintenant se référer au principe 
généralisé de symétrie des coefficients cinétiques (V, $ 127). 

Il est facile de voir que la définition générale des grandeurs «,4 
figurant au V, $ 127 est vraie pour les composantes du tenseur e;:. 
Pour cela remarquons que la variation de l’énergie (par seconde) 
dans un champ électrique alternatif est donnée par l'intégrale 


1 ôD 
\ Ed. (76,1) 


En comparant avec la formule (127,7) de V on voit que si l’on choisit 
pour grandeur x, les valeurs des composantes du vecteur E en chaque 
point du corps, les grandeurs correspondantes f, seront les compo- 
santes de D (l'indice a prend une série continue de valeurs numérotant 


1) Rappelons que toutes les grandeurs sont liées au champ alternatif dans 
l'onde; la présence possible d’une induction constante (dans un cristal pyro- 
électrique ou ferromagnétique) n’a rien à voir avec la question étudiée ici. 
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tant les composantes des vecteurs que tous les points du corps), 
les composantes du tenseur e;% jouant le rôle des coefficients «,4. 
Il est évident que toutes les propriétés de symétrie du tenseur (e;,) 
et de son inverse (eÿ) coïncident. 

Remarquons que cette définition donne également les compo- 
santes du tenseur de polarisabilité du corps en entier, c'est-à-dire 
les coefficients dans les égalités 


P = VarrEn. 


En effet, la variation de l'énergie du corps placé dans le champ 
alternatif extérieur € est donnée par la formule suivante 
q = 
+. (76,2) 
On voit ainsi que si les grandeurs x, sont les trois composantes du 
vecteur , les grandeurs correspondantes f, seront les composantes 
du vecteur & de sorte que les coefficients a,, coïncident avec Vas. 
Ainsi, nous pouvons donc appliquer le principe généralisé de 
symétrie des coefficients cinétiques obtenu dans V, $127 et s’expri- 
mant par la formule (127,13) du V nous arrivons à la conclusion que 
le tenseur &;, est symétrique 


Ejh = Ent ; (76,3) 


ici nous supposons que le corps ne se trouve pas dans un champ 
magnétique extérieur !). 

Après avoir répété pour le cas anisotrope la démonstration de la 
formule (61,4), nous trouvons que les pertes électriques sont données 
par l'expression suivante 


en (Eh — en) E1Ex. (76,4) 


L4& condition correspondant à l'absence d'absorption est ef, — 
+ &n; — €ig et signifie, tout comme dans un milieu isotrope, que 
tous les e;, doivent être réels. 

En l'absence d'absorption on peut, comme nous l'avons vu 
au $ 61, définir l'énergie électromagnétique interne par unité de 
volume du corps. En répétant la démonstration de la formule (61,9) 
pour un milieu anisotrope, on obtient une formule analogue 


7 1 d É 
U DUT. (oex) EŸEx. (76,5) 


Au $ 67 nous avons introduit la notion d’impédance super- 
ficielle &, permettant de formuler les conditions aux limites sur 


!) Les propriétés du tenseur £4, en présence de champ magnétique ex- 
térieur seront étudiées au $ 82. 
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la surface du métal même dans les cas où la notion de perméa- 
bilité diélectrique n'a plus de sens. Sur la surface d’un corps aniso- 
trope la condition aux limites (67,6) doit être écrite sous la forme 


suivante : 
Ea = Cas (H X n)g, (76,6) 


où Cas (w) est un tenseur bidimensionnel sur la surface du corps. 
Il ne faut pas oublier qu’en général les valeurs de ce tenseur dépen- 
dent également de la direction cristallographique de la face considé- 
rée du cristal. 

Le flux d'énergie entrant à l'intérieur du corps est 


= EX H)n=-E(H x n) = Ee (H X na 


(E et H sont ici réels). Ceci montre que si, lorsque l'on applique 
le principe de symétrie des coefficients, on choisit pour grandeurs x, 


les composantes E,, les f, correspondantes seront — (H » n}, 
c'est-à-dire (en revenant à la représentation complexe) que les 
grandeurs f, seront — (i/w) (H + n);. Donc les coefficients a, 
coïncident à un facteur près avec les composantes &s, et l’on arrive 


à la conclusion que 
Las = C6 (76,7) 
(en l'absence de champ magnétique extérieur). 


Problème 


Exprimer les composantes du tenseur &$ en fonction des composantes du 
tenseur Nap = €ah (en ne que ce dernier existe) ;! le corps est supposé 
non magnétique (ir = 

tion. Dans mn) cas anisotrope l'égalité (67,2) L°® — 1/e est rem- 
placée par l'égalité suivante: 


Layby8 = ep- 
Pour les composantes 1) : de e 


Dia Gabon, Die + Liabas = Ne, 
Liz (Gas + Cao) = in Car (G11 + Gae) = 21. 
La solution de ces équations est 
; M2 + nai 
E 


Eu=+ En + Vnina— mien), 


— [no + Vienna) 


(E2= nu n0 + 2V/niim22—Niana)- 
Le signe est déterminé par la condition de positivité de l'absorption. 


1) Nous ne supposons pas que $i2 = Dos, le cas de la présence d’un champ 
magnétique extérieur étant ainsi possible. 


‘10 LES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES DANS LES MILIEUX ANISOTROPES 


$ 77. Onde plane dans un milieu anisotrope 


Pour l'étude de l'optique des corps anisotropes (cristaux) on 
se limitera au cas le plus important, où le milieu peut être supposé 
{dans un certain domaine de fréquences) non magnétique et transpa- 


Fig. 35 


cent. De sorte que la relation entre les intensités et les inductions 
des champs électrique et magnétique est donnée par les formules 
suivantes : 


D; == &rEn, B =H, (77,1) 


toutes les composantes du tenseur diélectrique €;, étant réelles 
et ses valeurs principales positives. 

Les équations de Maxwell pour le champ d’une onde monochro- 
. matique sont: 


iwH=crotE, iwD= —crotH. (77,2) 


Dans une onde plane se propageant dans un milieu transparent, 
toutes les grandeurs sont proportionnelles au facteur etkr, où le 
vecteur d'onde k est positif. En prenant la dérivée par rapport 
aux coordonnées, on obtient: 


o H=kXE, <D=-kXH. (77,3) 


Il s'ensuit, avant tout, que les vecteurs k, D et H sont perpendi- 
culaires. De plus, le vecteur H est perpendiculaire à E. Comme le vec- 
teur H est perpendiculaire simultanément aux trois vecteurs D, 
E. k, ces derniers se trouvent dans un même plan. La fig. 35 montre 
la disposition respective de tous les vecteurs. Les vecteurs D et H, 
mais non E, sont transversaux à la direction du vecteur d'onde. 
La direction du flux d'énergie S dans l’onde est également donnée 
sur la figure. Le flux est déterminé par le produit vectoriel E X H, 
c'est-à-dire qu’il est perpendiculaire à E et H. Au contraire d’une 
onde se propageant dans un milieu isotrope, ici la direction du 


. 
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flux d'énergie ne coïncide pas avec la direction du vecteur d'onde. 
Il est évident que le vecteur S est coplanaire aux vecteurs E, D, k 
et fait avec le vecteur k un angle égal à celui de E et de D. 
Mettons w/c en facteur dans la valeur absolue du vecteur k; 
on peut alors écrire: 
wo 
k=—n. o (77,4) 
La valeur absolue du vecteur n ainsi déterminé dépend de sa direc- 
tion pour un milieu anisotrope, au contraire du cas d’un milieu 
isotrope, où x — Ve dépend seulement de la fréquence :). Les 
désignations (77,4) permettent d'écrire les formules (77,3) sous la 
forme suivante: 
H=nxXE, D=-nxXH. (77,5) 


Ecrivons également l'expression du vecteur du flux d'énergie 
dans une onde plane: 


(dans cette formule E et H sont réels). 

Jusqu'à présent, nous n'avons pas encore utilisé la relation (77,1) 
contenant des constantes matérielles e,,. En utilisant simultanément 
cette relation et les équations (77,5), on peut trouver la fonction 
o (k). 

En substituant la première des formules (77,5) dans la seconde, 
on obtient: 

D=nxX(Exn)=n°E—n(nE). (77,7) 


En égalant les composantes de ce vecteur aux expressions €;,E, 
conformément à (77,1), on obtient trois équations linéaires homogè- 
nes pour les trois composantes du vecteur E: 


n°E; —ninpEr = RER 
ou 
(R?Oin — ninn — Ejn) En = 0. (77,8) 
Ces équations sont compatibles si le déterminant formé par leurs 
coefficients est égal à zéro: 
[Os — ninr — Ein | =0. (77,9) 


Pour calculer ce déterminant le plus simple est d'utiliser les 
axes cartésiens x, y, z pour axes principaux du tenseur £&;, (appelés 
axes diélectriques principaur). On désigne par el), et), el) Îles 


1) La grandeur n est ici également appelée « indice de réfraction », bien 
que dans ce cas elle ne soit pas en relation aussi simple avec la loi de la réfraction, 
comme dans le cas des corps isotropes. 
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valeurs principales de ce tenseur. Un calcul simple donne l’équation 
suivante : 


n° (ei + en}, + eEni) — 
— [n£e@) (eW + 80) + n2e@ (86 + 86) + 
+ niet (e) LeW)]+etWetWe@) 0. (77,10) 


Remarquons que les termes de puissances plus élevées (sixième 
degré par rapport à n;) disparaissent lorsque l’on développe le 
déterminant; mais ce n’est pas ‘par hasard. car ceci est, en fin de 
compte, dû au fait que l'onde n’a pas trois, mais seulement deux 
directions indépendantes de polarisation. 

L'équation (77,10) est appelée équation de Fresnel, c'est l’une 
des équations de base de l'optique cristalline. Elle donne sous forme 
non explicite la loi de dispersion. c’est-à-dire la relation existant 
entre la fréquence et le vecteur d'onde (il ne faut pas oublier que 
les valeurs principales e() et parfois (voir $ 79) les directions des 
axes principaux du tenseur e,, sont des fonctions de la fréquence). 
Cependant, habituellement, lorsque l’on considère des ondes mono- 
chromatiques, la fréquence et donc tous les et‘) sont des grandeurs 
constantes données ; l'équation (77,10) donne alors la valeur absolue 
du vecteur d'onde suivant sa direction. Pour une direction de 
n donnée (77,10) est une équation quadratique pour n° à coefficients 
réels. Donc dans le cas général, à chaque direction de n correspon- 
dent deux valeurs absolues distinctes du vecteur d’onde. 

L'équation (77,10) (à coefficients constants e()) détermine en 
fonction des coordonnées r,, r;,, n. une certaine surface que nous 
appellerons « surface des vecteurs d’onde » !). Dans le cas général, 
c'est une surface du quatrième degré ; on en fera une étude détaillée 
dans les paragraphes suivants. Nous ne ferons qu'indiquer ici certai- 
ngs_ propriétés générales importantes de cette surface. 

+ Introduisons tout d'abord encore une grandeur caractérisant 
la lumière se propageant dans un milieu anisotrope. La direction 
des rayons lumineux (en optique géométrique) est déterminée par 
16” vecteur de vitesse de groupe dw/dk. Dans un milieu isotrope sa 
direction coïncide toujours avec celle du vecteur d'onde; par contre, 
dans un milieu anisotrope il n’en est pas de même. Pour caractériser 
les rayons nous allons introduire le vecteur s, dont la direction 
coïncide avec celle de la vitesse de groupe, et dont la valeur absolue 
est déterminée par l'égalité suivante: 


ns—1. (77,11) 
1) On utilise souvent une construction bien moins commode, dite « surface 


des normales » (ou « surface des indices ») obtenue en portant suivant chaque 
direction un segment égal non pas à # mais à la grandeur inverse, soit 1/n. 
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Nous appellerons s vecteur radial. Le sens de cette grandeur peut 
être expliqué de la manière suivante. 

Considérons un faisceau de rayons (de même fréquence) se pro- 
pageant dans toutes les directions à partir d’un certain centre. 
La valeur de l’eikonale # (coïncidant au facteur w/c près avec la 
phase de l'onde; voir $ 65) est donnée en chaque point du rayon 


par l'intégrale (na prise suivant le rayon. Introduisant le vec- 


teur s, donnant la direction du rayon, on peut écrire: 

ns s dl 
Dans un milieu homogène, s est constant suivant le rayon, de sorte 
que + = Lis, où LZ est la longueur du segment donné de rayon. 
On voit ainsi que si, suivant chaque rayon sortant du centre du 
faisceau, on porte un segment égal (ou proportionnel) à s, on obtient 
une surface en tous les points de laquelle les rayons ont même phase. 
Cette surface est appelée surface radiale. 

Les surfaces des vecteurs d'onde et la surface radiale ainsi intro- 
duites sont liées par une certaine relation de « dualité ». Ecrivons 
l'équation de la surface des vecteurs d'onde conventionnellement 
sous la forme suivante: f (k,, k,, k:, w) — 0. Les composantes du 
vecteur de vitesse de groupe seront alors 

dw of of - 
TS T3 Do ? (77,12) 


c'est-à-dire qu’elles sont proportionnelles aux dérivées 0//ôk; ou, 
ce qui est la même chose (car ces dérivées sont prises à w constant), 
aux dérivées df/ôn;. Les composantes du vecteur radial sont, par 
conséquent, proportionnelles à ces mêmes dérivées 1). Mais le vec- 
teur Of/ôn est dirigé suivant la normale à la surface f — 0. Nous 
pouvons donc en conclure que la direction du vecteur radial d’une 
onde de valeur de n donnée est déterminée par la normale au point 
correspondant de la surface des vecteurs d'onde. 

Il est facile de voir que l'affirmation inverse est également 
vraie: les normales à la surface radiale déterminent la direction 
des vecteurs d'onde correspondants. En effet, le fait que s est per- 


1) En dérivant le membre de gauche de l'équation (77,10) par rapport 
à n, et en déterminant le coefficient de proportionnalité entre s; et àf/ôn;, à 
partir de la condition ns =— 1, on obtient les formules suivantes reliant les vec- 
teurs s et n: 
et) (eV) Lez) — 2e (ni — (em) Her) ni — (et% + et2)) ni 
Se x Zee Den — ne (et + et) — nie (ee) — niet (em + eu)? 


à (77,12a) 
même chose pour s,, s:- 
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pendiculaire à la surface des vecteurs d'onde s'exprime par la rela- 
tion suivante: 
sôn = 0, 


où ôn est une variation infinitésimale quelconque de n (à w donné), 
c'est-à-dire le vecteur de déplacement infinitésimal sur la surface. 
Mais en dérivant (également à w donné) l'égalité ns — 1, on obtient 
nôs + sôn — 0, d’où l'on tire également: 


nôs = 0, 


ce qui démontre l'affirmation faite ci-dessus. 

On peut encore préciser la relation existant entre les surfaces 
de n et de s. Soit n, le rayon vecteur d’un point quelconque de la 
surface des vecteurs d'onde, et s, le vecteur radial correspondant ; 
écrivons l'équation (dans le système de coordonnées n,, n,, nr) 
de la tangente au plan en ce point, c'est-à-dire 


so(n—no) = 0, 


s 


ce qui exprime le fait que s est perpendiculaire à tout vecteur 
n — n, se trouvant dans ce plan. Comme 5, et n, sont liés par la 
relation Sono — 1, cette équation peut s’écrire sous la forme suivante : 


son — 1. (77,13) 


Ceci montre que 1/s est la longueur de la perpendiculaire abaissée 
de l’origine des coordonnées sur le plan tangent à la surface des 
vecteurs d'onde au point ns. 

Inversement, si en un certain point s, de la surface radiale on 
a construit le plan tangent, la longueur de la perpendiculaire abais- 
sée de l’origine des coordonnées sur ce plan est égale à 1/70. 

Nous allons trouver la position du vecteur radial par rapport 
au vecteur d'intensité du champ dans l'onde. Pour cela remarquons 
qu la direction de la vitesse de groupe coïncide toujours avec la 
difection du vecteur moyen (dans le temps) du flux d'énergie. En 
‘effet, considérons le paquet d'onde dans un petit domaine de l’espace. 
[est évident que lors du déplacement du paquet, l'énergie qui 
y est concentrée doit se déplacer avec lui, ce qui signifie que la 
direction de son flux coïncide avec la direction de la vitesse du 
paquet, c’est-à-dire avec la vitesse de groupe !). 

1) Il est également facile de démontrer mathématiquement que les di- 
rections de la vitesse de groupe et du vecteur de Poynting coïncident. En dif- 
férentiant les formules (77,5) (à w donné), on obtient: 

SD—(8H)Xn+Hxôn, 5H=—n x 8E-—+ (ôn) X E. 
En prenant le produit scalaire de la première et de la seconde égalité respecti- 
vement par E et H, on a: 


EôD—HôH+-(EXH)ôn, HôH—DÔôE-—+ (E X H)ôn. 
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Comme le vecteur de Poynting est perpendiculaire à H et E, 
on en conclut que ceci est également vrai pour la vecteur s: 


sH—0, sE—0. (77.14) 


Le calcul direct à l’aide des formules (77,5), (77,11) et (77,14) donne 
les relations 
H=sxXD, E——-sXxXH. (77,15) 
De sorte que 
sxH=sx(n xE)=n(sE)—E(ns) = —E. 


En comparant les formules (77,15) et (77.5), on voit qu'elles 
peuvent être obtenues l’une à partir de l’autre en remplaçant 


E par D, Dpar E, n pars, ex par ex, (77,16) 


la relation ns — { étant toujours valable. La dernière de ces quatre 
substitutions doit être introduite pour que la relation (77,1) entre 
Det E reste inchangée. On peut donc énoncer la règle suivante fort 
utile lors des calculs: si l’on a une équation quelconque vraie pour 
l'une des séries de grandeurs énumérées, la substitution (77,16) 
donne une équation analogue vraie pour l’autre série de grandeurs. 

En particulier, en appliquant cette règle à l’équation (77,10). 
on obtient directement la relation analogue pour le vecteur s: 


s? (eMelst + etes + eRe(Ws?) = 
(EU 860) (865) 809) 58 (66) 80) 40. (77,47) 


Cette équation détermine la forme de la surface radiale. Tout comme 
la surface des vecteurs d'onde. c'est une surface du quatrième degré. 
Pour une direction donné de 5, (77,17) donne une équation du second 
degré pour s, ayant en général deux racines réelles distinctes. De 
sorte que deux rayons de vecteurs d'onde différents peuvent se 
propager dans le cristal suivant chacune des directions. 

Passons maintenant à l'étude de la polarisation des ondes se 
propageant dans un milieu anisotrope. Les équations (77,8) qui ont 
permis de trouver l'équation de Fresnel ne sont pas commodes à 


Mais DÔE = e,,E2ÔE, = EôD; donc en additionnant les deux égalités, on 
obtient : 


(E X H) ôn—0, 


c'est-à-dire que le vecteur E X H est normal à la surface des vecteurs d'onde, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Le résultat ainsi obtenu concerne la valeur instantanée (et non seulement 
la valeur moenne) du flux d'énergie. Cependant, dans la démonstration don- 
née, on a utilisé essentiellement la symétrie du tenseur &;,. De sorte que sous 
cette forme le résultat ne sera pas vrai pour des milieux pour lesquels £;, n’est 
pas symétrique (milieux gyrotropes, voir $ 82). Par contre, pour la valeur 
moyenne du vecteur de Poynting, l'affirmation faite est également vraie dans 
ce dernier cas. 
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cette fin, car elles contiennent l'intensité E; tandis que, dans une 
onde, c'est l'induction D qui est transversale (par rapport à un n 
donné). Pour tenir compte, dès le début, du fait que le vecteur D 
<st transversal, on passe, pour le moment, à un nouveau système 
de coordonnées dont l’un des axes est dirigé suivant le vecteur 
d'onde. Les deux axes transversaux seront dotés d'indices grecs 
prenant les valeurs 1, 2. Les composantes transversales de l’éga- 
lité (77,7) donnent D, = n°E.; en y substituant EQ = echDs 
(où eg est la composante du tenseur inverse de e;,), on obtient 
Da — recpDs = 0 ou È 


(5 6a9 — 23) Ds =0. (77,18) 


Ces deux équations (a — 1, 2) à deux inconnues D,, D: sont 
compatibles si leur déterminant est nul. Cette condition coïncide 


ÿ 


Fig. 36 


évidemment avec l'équation de Fresnel écrite dans le système ini- 
tial de coordonnées x, y, z. Cependant nous voyons maintenant que 
les vecteurs D correspondant aux deux valeurs de n sont dirigés 
suivant les axes principaux du tenseur bidimensionnel symétrique 
dn second ordre ess. Conformément aux théorèmes généraux, il 

- s'ensuit que ces vecteurs sont perpendiculaires. De sorte que dans 
depx ondes dont les vecteurs d'onde ont la même direction, les 
“ecteurs d’induction électrique sont polarisés linéairement dans deux 
plans perpendiculaires. 

Les équations (77,18) ont une interprétation géométrique simple. 
Construisons dans le système de coordonnées x, y, z (on revient de 
nouveau aux axes diélectriques principaux) l’ellipsoïde tensoriel 
correspondant au tenseur et, c’est-à-dire la surface 

2 2 22 
ET TR = + nr tam 1 (77,19) 
(fig. 36). Coupons l’ellipsoïde par un plan passant par son centre 
et perpendiculaire à la direction donnée de n. La section sera en 
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général une ellipse; les longueurs de ses axes principaux déter- 
minent les valeurs de », et leurs directions les directions correspon- 
dantes des oscillations (vecteurs D). 

En particulier, cette. construction (en général e(), e&), 8) sont 
différents) montre directement que si le vecteur d'onde est dirigé, 
par exemple, suivant l’axe des x, la polarisation de D sera dirigée 
suivant les axes des y et des z. Si n se trouve dans l'un des plans 
de coordonnées, par exemple, dans le plan xy, l’une des directions 
de polarisation se trouve également dans le plan xy, et l’autre dans 
un plan perpendiculaire. 

Les polarisations de deux ondes de vecteurs radiaux de même 
direction ont également cette propriété. Au lieu des directions de 
l'induction D, il faut ici considérer les directions du vecteur E 
transversal à s: de plus, au lieu des équations (77,18), on aura les 
équations analogues suivantes: 


(608205) Es —0. (77,20) 


Dans ce cas la construction géométrique s'effectue au moyen de 
l’ellipsoïde tensoriel: 


En tite = ET? + eWy? + eU)zt = À (77,21) 


correspondant au tenseur direct e;, (ellipsoïde de Fresnel). 

I1 faut souligner que les ondes planes se propageant dans un 
milieu anisotrope sont à polarisation linéaire totale dans des plans 
déterminés. C’est là une différence importante entre les propriétés 
optiques des milieux anisotropes et isotropes. Dans le cas général, uns 
onde plane se propageant dans un milieu isotrope est à polarisa- 
tion elliptique, qui ne devient linéaire que pour certains cas parti- 
culiers. Cette différence essentielle provient du fait que le cas de 
l'isotropie totale du milieu est en un certain sens dégénéré: ici un 
même vecteur d'onde et non deux (de même direction), comme dans 
le cas général d’un milieu anisotrope, correspond aux deux direc- 
tions de polarisation. Mais lorsque deux ondes à polarisation 
linéaire se propagent avec une même valeur de n. elles se superpo- 
sent donnant une onde à polarisation elliptique. 


$ 78. Propriétés optiques des cristaux uniaxes 


Les propriétés optiques d'un cristal dépendent avant tout de la 
symétrie de son tenseur diélectrique &;,. À cet effet, on divise tous 
les cristaux en trois catégories — les cristaux de symétrie cubique, 
les cristaux uniaxes et biaxes (voir $ 13). 


Dans un cristal du système cubique £;, — €ô;, c'est-à-dire que 
les trois valeurs principales du tenseur coïncident, et les directions 
27—532 
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des axes principaux sont tout à fait arbitraires. Donc, en ce qui 
concerne les propriétés optiques, les cristaux de symétrie cubique 
ne diffèrent pas des corps isotropes. 

Les cristaux uniaxes sont les cristaux des systèmes rhomboédri- 
que, tétragonal et hexagonal. L’un des axes principaux du tenseur 
€; coïncide ici avec l’axe de symétrie du troisième, quatrième et 
sixième ordre; en optique cet axe est appelé axe optique du cristal 
(ci-dessous nous choisirons cet axe pour axe des z et désignerons 
par €y, la valeur principale correspondante de &;,). Quant aux direc- 
tions des deux autres axes principaux (dans le plan perpendicu- 


Ne 


Œ — 


Île 


Fig. 37 


laire à l’axe optique) elles sont arbitraires, et les valeurs principales 
correspondantes du tenseur diélectrique coïncident (ci-dessous nous 
les désignerons par €]). 

Si dans l'équation de Fresnel (77,10) on pose ef) — et) - €). 
EU) - ep. son membre de gauche s'écrit sous la forme du produit 
de deux facteurs du second degré, soit: 


(n°—e,)[epri-+es (ns +) —e rer] = 0. 


{ 
En d’autres termes. l'équation du quatrième degré s'écrit sous la 
* forme du produit de deux équations du second degré : 


_, 2e], (78,1) 
pee (78,2) 
EL el 


Du point de vue géométrique ceci signifie que la surface des vecteurs 
d’onde (en général c'est une surface du quatrième degré) se décom- 
pose en deux surfaces distinctes — une sphère et un ellipsoïde. 
Sur la fig. 37 on trouvera la coupe longitudinale de ces surfaces. 
Deux cas sont ici possibles: si e,> e j la sphère se trouve à l’exté- 
rieur de l’ellipsoïde et si e,-< ep — à l’intérieur (dans le premier 
cas le cristal uniaxe est appelé négatif, dans le second — positij). 
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Les deux surfaces sont tangentes en deux points (pôles opposés) se 
trouvant sur l’axe n.. En d'autres termes, à la directiun de l'axe 
optique correspond seulement une valeur du vecteur d'onde. 

La surface radiale a une forme tout à fait analogue. Conformé- 
ment à la règle (77,16), son équation s'obtient à partir de (78,1) 
et (78,2) en remplaçant n par s et € par 1/e: 


S—=—, (78,3) 


e1s2—+ ey (2 +55) = 1. (78,4) 


Dans un cristal positif, l’ellipsoïde se trouve à l’intérieur de la 
sphère, et dans un cristal négatif à l'extérieur. 

Nous voyons ainsi que dans un cristal uniaxe des ondes de deux 
types peuvent se propager. Par rapport à l’un de ces types d'onde 
(ondes ordinaires), le cristal se conduit comme un corps isotrope 
dont l'indice de réfraction est égal à nr — Ve,. La valeur absolue 
du vecteur d'onde est égale à wn/c indépendamment de sa direction, 
et la direction du vecteur radial coïncide avec celle de n. 

Par contre, dans les ondes du second type (ondes extraordinaires), 
la grandeur du vecteur d'onde dépend de l’angle 6 que ce vecteur 
fait avec l'axe optique. Conformément à (78,2), on a 

1 sin?0 cos® 8 

= en + a (78,5) 
Pour ce qui est du vecteur radial de l'onde extraordinaire, sa direc- 
tion ne coïncide pas avec celle du vecteur d’onde. mais se trouve 
toujours dans le plan passant par l’axe optique (on appelle ce plan 
section principale d’un n donné). Supposons que ce plan coïncide 
avec le plan zx; en dérivant le membre de gauche de l'égalité (78,2) 
par rapport à nr. et à nr, et en prenant le rapport de ces dérivées, 
on trouve la direction du vecteur radial, soit: 


En d’autres termes, l'angle 0” du vecteur radial et de l’axe optique 
est lié à l’angle 6 par la relation simple: 


, EL [2 
Les directions de n et de 1 ne coïncident que pour les ondes se pro- 
pageant suivant l'axe optique ou perpendiculairement à cet axe. 

Il est facile de trouver les directions de polarisation des ondes 
ordinaire et extraordinaire. Pour cela il suffit de remarquer que 
les quatre vecteurs E, D, s, n sont coplanaires dans n'importe quelle 


27* 
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onde. Dans une onde extraordinaire les directions de s et de n ne 
coïncident pas, mais se trouvent dans une même section principale. 
Donc, cette onde est polarisée de telle sorte que les vecteurs E et D 
se trouvent dans la même section. D'un autre côté, les vecteurs D 
dans les ondes ordinaire et extraordinaire avec la même direction 
de n (ou les vecteurs E avec la même direction de s) sont perpendicu- 
laires. Donc, la polarisation de l’onde ordinaire est telle que E 
et D se trouvent dans le plan perpendiculaire à la section principale. 

Seules font exception les ondes se propageant dans la direction 
de l’axe optique. Dans cette direction la différence entre les ondes 
ordinaire et extraordinaire disparaît, leurs polarisations s'ajoutent, 
donnant dans le cas général une onde à polarisation elliptique. 

L’effet de réfraction d’une onde plane tombant sur la surface du 
cristal diffère beaucoup de la réfraction sur la frontière de deux milieux 
isotropes. La loi de la réfraction (ou de la réflexion) s'obtient ici 
également à partir de la condition de continuité de la tangente au 
plan de séparation de la composante n, du vecteur d’onde. Donc, 
le vecteur d'onde de l'onde réfractée (tout comme de l'onde réflé- 
chie) se trouve dans le plan d’incidence. Cependant, il apparaît 
alors dans le cristal deux ondes réfractées différentes (biréfringence) 
correspondant aux deux valeurs possibles de la composante normale 
nr, données par l'équation de Fresnel pour n, donné. De plus, il 
ne faut pas oublier que la direction observée de propagation des 
rayons est déterminée non pas par le vecteur d'onde, mais par le 
vecteur radial s; cette direction diffère de la direction n et, dans 
le cas général, se trouve hors du plan d'incidence. 

Dans un cristal uniaxe, lors de la réfraction, des ondes réfrac- 
tées ordinaire et extraordinaire apparaissent. La première de ces 
ondes est tout à fait analogue aux ondes réfractées ordinaires dans 
les corps isotropes ; en particulier, son vecteur radial (dont la direc- 
tion coïncide avec celle du vecteur d'onde) se trouve dans le plan 
d'incidence. Quant à la direction du vecteur radial de l’onde extra- 
ordinaire, elle se trouve en général hors du plan d'incidence. 


AE, Problèmes 

4. Trouver la direction du rayon extraordinaire lors de la réfraction de la 
lumière (tombant du vide) sur la surface d’un cristal uniaxe, perpendiculaire 
à son axc optique. 

Solution. Ici le rayon réfracté reste dans le plan d'incidence (que nous 
choisirons pour plan z: avec l'axe des = dirigé suivant la normale à la surface). 
Lors de la réfraction, la composante z du vecteur d'onde n, = sin Ô (@ étant 
l’angle d'incidence) reste inchangée; la composante », de l’onde réfractée est 


donnée par (78,2): 
e 
n;, Ve, ai sin? Ô. 
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La direction du rayon réfracté (8’ étant l'angle de réfraction) est donnée 
par (78,6) : 


eL le Ve, sin ô 
El ne Ve (e, —sin? Ô) : 


2. Trouver la direction du rayon extraoridinaire lorsqu'une lumière tombe 
normalement sur la surface d’un cristal uniaxe dont l'axe optique a une direc- 
tion arbitraire. 

Solution. Le rayon réfracté se trouve dans le pen zz passant par la 
normale à la surface (axe des :) et l’axe optique: soit & l’angle formé par l’axe 
optique et la normale. Le vecteur radial (dont les composantes sont propor- 
tionnelles aux dérivées du membre de gauche de l'égalité (78,2) par rapport aux 
composantes correspondantes de n) est proportionnel à 

1 1 


s cop + (nl) 1 Ge) : 


tg Ô’— 


où l'est le vecteur unitaire dans la direction de l’axe optique. Ici le vecteur 
d'onde n est dirigé suivant l’axe des z de sorte que l'on a: 


£ 1 1 sin@ cos? 
Sxco tosasina | ——— : + 
Il É 


SE: vi 
On trouve ainsi pour l'angle de réfraction 6”: 


PE I UE 
Sz ey+ei+ (ej—e) cos 24 


$ 79. Cristaux biaxes 


Les trois valeurs principales du tenseur e;,, sont différentes dans 
les cristaux biaxes. Il s'agit des cristaux des systèmes triclinique, 
monoclinique et rhombique. Dans les cristaux du système tricli- 
nique la position des axes diélectriques principaux n'est pas liée 
à des directions cristallographiques déterminées; en particulier, 
cette position varie avec la fréquence dont dépendent toutes les 
composantes de £;,. Dans les cristaux du système monoclinique 
l'un des axes diélectriques principaux est cristallographiquement 
fixé (il coïncide avec l’axe de symétrie du second ordre ou est per- 
pendiculaire au plan de symétrie); quant à la position des deux 
autres axes principaux, elle dépend de la fréquence. Enfin, dans 
les cristaux du système rhombique la position des trois axes prin- 
cipaux est fixée, ces derniers doivent coïncider avec les trois axes 
de symétrie perpendiculaires du second ordre. 

L'étude des propriétés optiques des cristaux biaxes est liée à 
celle de l'équation de Fresnel (77,10) sous sa forme générale. 

Dans la suite nous allons supposer que: 


ae) Len) L eu), (79 1) 
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Pour trouver la forme de la surface du quatrième degré, déterminée 
par l'équation (77,10), nous allons avant tout trouver la forme de 
sa section par les plans de coordonnées. En posant dans l'équation 


Fig. 38 


(77,10) r, — 0, on trouve que son membre de gauche se décompose 
en deux facteurs, soit : 

(n° — eG)) (ni + eMni, = ee) =(. 
Ce qui montre que le contour de la section dans le plan xy est un 
cercle : 


n° = ee) (79,2) 
et une ellipse : 
! LEA LE = 
° EU a ET =1; (79,3) 


conformément à la condition (79,1) l’ellipse se trouve à l’intérieur 
dw cercle. D'une manière analogue, on peut trouver que les sections 
par les plans yz et xz sont également formées par une ellipse et un 
cercle, mais dans le plan yz l'ellipse se trouve hors du cercle, et 
dans le plan zxz le cercle et l’ellipse s’intersectent. De sorte que la 
surface des vecteurs d'onde est une surface à auto-intersections du 
type donné sur la fig. 38 (sur la figure on a représenté la surface 
dans un octant). 

b- Cette surface a quatre points singuliers — quatre points d'auto- 
intersections, un dans chaque quadrant du plan zz. Les points 
singuliers de la surface donnée par une équation du type 
f(ñz, ny, n-)=0 sont déterminés en annulant les trois dérivées 
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premières de la fonction f. En dérivant le membre de gauche de 
l'équation (77,10), on obtient les équations suivantes: 
ns [e() (el) + eU)) — en? — (ni + Uni, +eGnr)] = 0, 
ny [EM (EG) + 8) — En? — (eŒni + eWnr, + eUn:)] =0, (79,4) 
n [e® (e® + et) — eGin? — (enr + eWnÿ, + en?) ]=0 


(l'équation (77,10) devant naturellement être satisfaite). Comme on 
sait d'avance que les directions cherchées de n se trouvent dans le 
plan xz, on pose n, — 0, et les deux équations restantes donnent 
après des calculs simples ?) : 


et) (e(W) — gtx) 2 et (et) — eu) 


2 Li 
Et) — gx) VIE gt2) — p(x) % (79,5) 


L'angle de ces vecteurs n avec l’axe des z est égal à f; cet angle est 
déterminé par la relation suivante: 


ni = 


n et) (gtU) — gtx) 2 

Cette formule détermine deux axes (deux directions) dans le plan 
x; chacun de ces axes passe par deux points singuliers opposés et 
fait avec l'axe des z un angle égal à B. On les appelle axes optiques 
(ou binormales) du cristal; l’un de ces axes est donné en pointillé 
sur la fig. 38. Les directions des axes optiques sont évidemment les 
directions uniques pour lesquelles le vecteur d'onde n'a qu'une 
seule valeur ©). 

La surface radiale a des propriétés tout à fait analogues. Pour 
obtenir les formules correspondantes il suffit de remplacer n par s 
et e par 1/e. En particulier, il y a deux « axes optiques des rayons » 
(ou biradiales) disposés également dans le plan xz et faisant 
un angle égal à y avec l’axe des z: 


gty) — g(x) gtx) -0" 
ev=V um = V = (eh. (79,7) 


Comme et) el), on a y<$. 

Les directions des vecteurs n et s correspondants sont détermi- 
nées par les formules générales (77,12a). Elles ne coïncident que 
pour les ondes se propageant suivant les axes de coordonnées (c’est- 


1) Il est facile de voir directement que la solution trouvée ainsi est l'unique 
solution réelle des équations (79,4). Si toutes les trois composantes n,,n,, n: 
sont différentes de zéro, les trois équations (79,4) sont en contradiction interne 
(car en fait elles ne contiennent que deux inconnues: n° ct enx + en + 
+ en). Au contraire, si nr; — 0 ou n,; — 0, les équations ont des solutions 
imaginaires. : 

?) Sur l’ellipsoïde tensoriel (77,19) les binormales sont les directions telles 
que les sections de l'ellipsoïde qui leur sont perpendiculaires sont des cercles. 
Un ellipsoïde triaxe a, comme on sait, deux sections de ce type. 
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à-dire suivant les axes diélectriques principaux). Si n se trouve 
dans l’un des plans de coordonnées, s se trouve dans le même plan. 
Cette règle admet cependant une exception remarquable pour les 
vecteurs d’onde dirigés suivant les axes optiques. 

Lorsque l'on substitue les valeurs de n de (79,5), les formules 
(77,12a) donnent pour les composantes de s une forme indéterminée 
du type 0/0. L'origine et le sens de cette indétermination sont faci- 
les à comprendre à partir des considérations géométriques suivantes. 
Au voisinage d'un point singulier les cavités intérieure et extérieure 
de la surface des vecteurs d'onde sont des cônes de sommet commun. 


Fig. 39 


En ce sommet (point singulier) la direction de la normale à la sur- 
face devient indéterminée ; entre-temps, les formules (77.12a) déter- 
minent la direction s justement comme la direction de la normale. 
Entréalité au vecteur d'onde dirigé suivant l’axe optique (binor- 
made) correspond une infinité de vecteurs radiaux, dont les direc- 
tions remplissent une certaine surface conique (cône de réfraction 
conique interne). 

Pour trouver ce cône de rayons on peut étudier les directions 
des normales au voisinage du point singulier. Cependant. la métho- 
de basée sur la construction géométrique à l’aide de la surface radiale 
est plus claire. 

Sur la fig. 39 on peut trouver dans l'un des quadrants (courbes 
continues) la section de la surface radiale par le plan zrz. La section 
de la surface des vecteurs d'onde est donnée dans le même système 
d'axes de coordonnées (à une échelle arbitraire). La droite OS est 
une biradiale, et ON une binormale; désignons par nx le vecteur 
d'onde correspondant au point N. Il est facile de voir qu’au point 
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singulier V de la surface des vecteurs d'onde correspond, sur la 
surface radiale, un plan tangent singulier perpendiculaire à la 
direction ON et tangent à la surface non pas en un point, mais sur- 
toute une courbe (il se trouve que c’est un cercle). Sur la fig. 39. 
la section de ce plan est représentée par le segment ab. Ceci dé- 
coule immédiatement de la correspondance géométrique (indiquée- 
au $ 77) entre la surface des vecteurs d’onde et la surface radiale: 
si en un point quelconque s de la surface radiale on mène un plan 
tangent, la perpendiculaire abaissée de l’origine des coordonnées. 
sur ce plan coïncide avec la direction de n et sa longueur est égale- 
à {/n, où n est le vecteur d'onde correspondant à s donné. Ici on 
doit avoir une infinité de vecteurs s correspondant à un même. 
n — ny; donc tous les points correspondants de la surface radiale 
doivent se trouver dans un même plan tangent perpendiculaire à nx. 
Ainsi, sur la fig. 39 le triangle Oab est la trace de la section du 
cône de réfraction conique interne par le plan xz. 

Le calcul correspondant à cette construction géométrique ne pré- 
sente aucune difficulté, cependant nous n'’allons pas le faire ici, 
nous limitant à donner le résultat. L'équation du cercle d’intersec- 
tion du cône de réfraction et de la surface radiale est donnée par- 
l’ensemble des deux formules suivantes: 


(e — eG))s5 + (5, V' em (em — EU) —s. Ve® (EM — et) x 


gt:) — gty) ety)— g(x) = 
x (se Vs VE) 0 (9,8) 


2 V e@ (EM — Em) +5, Ve (80) — em) = V 20) — eû). (79,9) 


Si s,, Sy S Sont considérées comme trois variables indépendantes, 
la première de ces équations est l'équation du cône de réfraction. 
Quant à la seconde elle donne l'équation du plan tangent (à la sur- 
face radiale). En particulier, si s, — 0 l'équation (79,8) se décom- 
pose en deux équations, soit: 

S> NA Sx eV RC en (een) 

Se — ER (et — eu) ? — et) (et) — Er) ? 
déterminant les directions des rayons extrêmes (Oa et Ob respecti- 
vement sur la fig. 39) dans le plan de la section xz. La première 
de ces directions coïncide avec la direction de la binormale (compa- 
rer avec (79,6)) qui est simultanément perpendiculaire à la tan- 
gente ab. 

Même chose pour les vecteurs d’onde correspondant à un vecteur 
radial donné. Une infinité de vecteurs d'ondes, dont les directions 


remplissent le cône de réfraction conique externe (sur la fig. 39 le 
triangle Oa’b' est la trace de la section de ce cône par le plan zxz2), 
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correspondent au vecteur s dirigé suivant la biradiale. Les formules 
correspondantes s’obtiennent comme d'habitude par la substitution 
s—n, € — 1/e dans les formules (79,8), (79,9) : 


2 (et) — 809) n5 + (n, Ve —EeW —n, V'eW — en) x 
X (net V'8@) — EM) — net) V'eW — em) 0, 
n. VeW—Eem bn, Ve em Peu (em em), (79,10) 


Pour observer la réfraction conique interne :), on peut utiliser 
ane lame à faces parallèles taillée dans un cristal perpendiculaire- 


Fig. 40 


ment à la binormale (fig. 40). La surface de la lame porte d’un 
diaphragme étroit, laissant passer un mince pinceau de l’onde plane 
tombant perpendiculairement sur la lame (onde avec une direction 
donnée du vecteur d'onde). Le vecteur d'onde de la lumière entrée dans 
la lame aura la même direction coïncidant avec la binormale, et ses 
rayons seront donc répartis sur la surface du cône de réfraction 
interne. Quant à la lumière issue de l’autre surface de la lame, 
<lle sera répartie sur la surface d’un cylindre circulaire, car elle 
a le même vecteur d'onde que la lumière incidente. 

Par contre, pour observer la réfraction conique externe, la lame 
doit être taillée perpendiculairement à la biradiale, et ses deux 
surfaces doivent être recouvertes de diaphragmes ayant de petits 
orifices disposés exactement l’un en face de l'autre. Lorsque l’on 
écfaire la lame par un faisceau convergent (c'est-à-dire par un fais- 
ceau contenant des rayons de toutes les directions possibles de n), 
les diaphragmes ne laissent passer à l’intérieur de la lame que les 
rayons dont la direction de s coïncide avec la biradiale et, par con- 
séquent, dont les directions de n remplissent la surface du cône de 
réfraction conique externe. La lumière sortant par le second orifice 
se répartira donc également sur une surface conique (qui cependant, 
par suite de la réfraction à la sortie, ne coïncide pas exactement 
avec le cône de réfraction externe). 


1) La description ci-dessous est très schématique. 
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Pour la direction d'incidence arbitraire les lois de la réfraction 
sur la surface d’un cristal biaxe sont extrêmement complexes, et 
nous n’allons pas nous y arrêter 1). Indiquons seulement qu’au con- 
traire d’un cristal uniaxe, les deux ondes réfractées sont « extra- 
ordinaires » et, en particulier, que leurs rayons ne se trouvent pas 
dans le plan d'incidence. 


$ 80. Biréfringence dans un champ électrique 


Un corps isotrope placé dans un champ électrique constant 
devient optiquement anisotrope. On peut montrer que cette aniso- 
tropie est due à la variation de la constante diélectrique provenant 
du champ constant. Bien que cette variation soit relativement 
faible, elle est ici essentielle, car elle conduit à un changement 
qualitatif des propriétés optiques des corps. 

Désignons dans ce paragraphe par E l'intensité du champ électri- 
que constant dans le corps *) et développons le tenseur diélectrique 
€; suivant les puissances de cette grandeur. Dans un corps isotrope, 
à l'approximation d'ordre zéro on a &;, — e“°’6,,. Il ne peut y avoir 
dans e;, de termes du premier degré par rapport au champ, car 
dans un corps isotrope, il n’y a aucun vecteur constant permettant 
de former un tenseur du second ordre linéaire par rapport à E. Donc 
les termes suivants du développement de €;, seront quadratiques 
par rapport au champ. A l'aide des composantes d’un vecteur on 
peut former deux tenseurs symétriques du second ordre, soit: E*ô;r 
et E;E,. Le premier ne change pas la symétrie du tenseur e‘°’6;, ; 
en outre, ajouter au dernier un terme de la forme const-£E*6;, équi- 
vaut à apporter une petite correction à la constante scalaire €” ; 
cette correction ne conduit évidemment pas à l’apparition d'une 
anisotropie optique et ne présente donc pas d'intérêt. De sorte 
que l’on obtient la relation suivante entre le tenseur diélectrique 
et le champ: 


En = Ep + QE,Ex, (80,1) 
où «a est une constante scalaire. 
L'un des axes principaux de ce tenseur coïncide avec la direc- 
tion du champ électrique et la valeur principale correspondante 
est égale à 


ey = EN + @E*. (80,2) 
Les deux autres valeurs principales sont égales : 
EL = e(0), (80,3) 


1) On peut trouver les calculs détaillés correspondants dans Handbuch 
d. Physik, Bd. XX, Berlin, 1928. 

2) Ne pas confondre avec l'intensité du champ électrique alternatif de 
l'onde, qui est généralement très faible! 
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et la position des axes principaux correspondants dans le plan 
perpendiculaire au champ est arbitraire. De sorte qu’un corps 
isotrope placé dans un champ électrique se conduit, du point de 
vue optique, comme un cristal uniaxe (effet Kerr). 

Le changement de la symétrie optique dans un champ électrique 
peut également avoir lieu dans un cristal (ainsi, un cristal optique- 
ment uniaxe peut devenir un cristal biaxe; un cristal cubique, 
optiquement isotrope, peut devenir optiquement anisotrope). Au 
contraire du cas des corps isotropes, ici l’effet peut être linéaire 
par rapport au champ. A cet effet linéaire correspond un tenseur 
diélectrique de la forme: 


0 
Ein = EN + œmEr, 


où l’ensemble des coefficients &;,7 forme un tenseur du troisième 
ordre symétrique par rapport aux indices i et k (œim — œu). La 
symétrie de ce tenseur coïncide avec celle du tenseur piézoélectri- 
que. Donc l'effet étudié se rencontre dans les mêmes 20 classes 
de cristaux piézoélectriques. 


$ 81. Effets dynamo-optiques 


En plus de l'effet Kerr étudié au paragraphe précédent, il existe 
d’autres effets de changement de la symétrie optique dus aux actions 
extérieures. 

Il s’agit avant tout de l'influence des déformations élastiques 
sur les propriétés optiques des corps solides. En particulier, par 
suite de la déformation un corps solide isotrope peut devenir opti- 
quement anisotrope. Pour décrire ces effets on introduit dans £,, (w} 
des termes supplémentaires proportionnels aux composantes du 
tenseur de déformation. Les formules correspondantes ont la même 
fogme que les formules (16,1) et (16,6) qui ont été écrites pour la 
perméabilité diélectrique statique, la seule différence étant que les 
-coefficients qui y figurent sont maintenant des fonctions de la fré- 
quence. Ainsi, lors de la déformation d’un corps isotrope, on a: 


En = E OO + air + aourdin. (81,1) 


Les coefficients a; (w) et a: (w) sont appelés constantes optico-élas- 
tiques. 

Un autre cas est l'apparition d'une anisotropie optique dans un 
liquide en mouvement. Il est évident que le mouvement de transla- 
tion du liquide en entier ne peut conduire à une anisotropie quelcon- 
que; il est donc indispensable qu'il y ait des gradients de vitesse. 
L'expression générale pour le tenseur diélectrique 

ein = 86m +2 (+R) A DR) (81,2) 
ê 


OZR Lg i CET 
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correspond aux premiers termes du développement de &;, suivant les 
puissances des dérivées de la vitesse. Dans un liquide incompressible, 
on a ôu/ôm = div v = 0 et les deux derniers termes dans (81,2) 
donnent zéro après simplification. La grandeur e‘°” coïncide alors 
avec la perméabilité diélectrique d'un liquide immobile !). 

Le second et le troisième terme dans (81,2) sont respectivement 
symétrique et antisymétrique par rapport aux indices ë, 4. Lors de 
la rotation uniforme du liquide en entier, v — @ X r (Q@ étant la 
vitesse angulaire) et le terme symétrique s’annule. 

En fait, les effets décrits ne sont notables que, par exemple, 
pour les suspensions ou les solutions colloïdales dont les particules 
sont de forme anisotrope. Naturellement, les effets quantiques sont 
relativement insignifiants, de telle sorte que 2: < À, et il suffit 
d'écrire : 


dv dr 
= e(0)$, CE LE 
Eih = e Voir + ( Er Oz; ) . (81,3) 
L'effet Maxwell décrit par cette formule est lié à l'effet d’orienta- 
tion des gradients de vitesse sur les particules en suspension dans 
le liquide. 


$ 82. Effets magnéto-optiques 


En présence d’un champ magnétique constant H°?) le tenseur 
æ;x cesse d’être symétrique. Le principe généralisé de symétrie des 
coefficients cinétiques, exprimé par la formule (127.16) de V, exige que 


Eik (H) = Ep} (—H). (82,1) 


Pour qu'il n’y ait pas d'absorption il suffit que ce tenseur soit 
bhermitique : 


Ejh = Efi (82,2) 


(comme on peut le voir à partir de (76,4)) et non obligatoirement 
réel. La formule (82,2) montre seulement que les parties réelle et 
imaginaire de €;, doivent être respectivement symétrique et anti- 


1) Pour éviter tout malentendu soulignons qu’on ne peut appliquer à l'ex- 
pression (81,2) les relations de symétrie étudiées dans V, $ 127 (principe généralisé 
de symétrie des coefficients cinétiques). Pour trouver ces dernières on suppose 
que les processus décrits par les coefficients considérés sont l'unique source 

e dissipation d'énergie dans le système. Mais ici, en plus de la dissipation 
dans le champ électromagnétique alternatif de l’onde, on a encore une autre 
source de dissipation, n’ayant rien à voir avec le champ; il s'agit du frotte- 
ment interne dans un flux hétérogène de liquide. 

2) Ne pas confondre avec le champ alternatif faible de l'onde électroma- 
gnétique ! 
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symétrique : 
Ein — ht Eir = —Ehi. (82,3) 
Compte tenu de (82,1) on a: 
ein (H) = ex: (H) = ei: (—H), 
ein (H) = — ex: (H) == — ei: (—H), 
c'est-à-dire que dans un milieu non absorbant les grandeurs ei, 
sont des fonctions paires et e;, des fonctions impaires de H. 

Le tenseur inverse e;% a naturellement les mêmes propriétés de 
symétrie. Dans les calculs ultérieurs, il sera plus commode d’utili- 
ser justement ce tenseur. Pour éviter la présence d’un grand nombre 
d'indices, nous allons introduire une désignation spéciale !}, soit : 

Eh = Min = Min + ÊNihe (82,5) 


Tout tenseur antisymétrique du second ordre est équivalent à un 
certain vecteur axial; pour le tenseur 1: on désigne ce vecteur 
par G. Le tenseur unitaire tout à fait antisymétrique e;,4 permet 
d’écrire la relation entre les composantes du tenseur ni, et du vecteur 
G sous la forme suivante: 


Tia = EG ; (82,6) 
pour les composantes on a: 
y = G: Ex = Gy Mu: = Gx. 


La relation E; = n:;#D, entre l'induction électrique et l’intensité 
devient alors: 


Ei= (mir + ienGr) Dr = ninDr + i (D x G):. (82,7) 
Ün milieu pour lequel la relation entre E et D a cette forme est 
appelé milieu gyrotrope ©). 


(82,4) 


1) Il est évident que ni et nir ne sont pas les tenseurs inverses de ein et 
_de. ein. 
2) Le vecteur g dans la relation 
Di=ei, En+iE X gi (82,7a) 


est généralement appelé vecteur de gyration. La relation entre les coefficients 
dans (82,7) et (82.7a) est donnéc par les formules suivantes (comparer avec 
problème 1, & 21): 


nn rien le |—gien} 


1 
tel 


(82,7b) 


Le 
Se) Ei Eh 


où|æe|ct|e’ | sont les déterminants des tenseurs ex et ei. 


EFFETS MAGNÉTO-OPTIQUES 43? 


Nous allons faire une étude générale du caractère des ondes se 
propageant dans un milieu gyrotrope en supposant que le milieu 
est anisotrope et en n’impliquant aucune restriction sur la grandeur 
du champ magnétique !). 

Choisissons pour axe des z la direction du vecteur d'onde et 
écrivons l'équation (77,18) : 


(nas —-$ dos) Ds = (nes ing 5 Bas) Ds=0, (82,8 


où les indices a, f prennent les valeurs x, y. La direction de l’axe 
des x et celle des y sont choisies suivant les axes principaux du 
tenseur bidimensionnel mag. Désignons par n° et n;> les valeurs 
principales correspondantes de ce tenseur; les équations s’écrivent 
alors : 


(- 2) D+iG.Dy=0, _— 
—iGDi+ (+ 


LA 


—+) D,=0. 


La condition rendant nul le déterminant de ce système donne une 
équation du second degré pour n*: 


(+ (5) = G, (82,10) 


nm a 2 7 
n° LE n LE 


dont les racines déterminent deux valeurs de x correspondant à une 
direction donnée de n°): 


nr (+) æ Ve (i--)"+e. (82,11) 


En substituant ces valeurs dans les équations (82,9), on trouve les 
rapports correspondants : 


Re PNR ESA 1 
De GE VU TVA UE re 


2 
2 


) + G]. (8212) 


1) Nous continuerons à considérer le milieu non magnétique par rapport 
au champ alternatif de l'onde électromagnétique (c'est-à-dire que l'on suppose 
que pin (@) = 8j). Cependant, ceci n'exclut pas l’aimantation du milieu par 
un champ constant (c'est-à-dire que la perméabilité statique peut être dif- 
férente de l'unité). 

Toutes les propriétés données de e; (w) concernent également le tenseur 
Ir (&), lorsque dans le domaine de fréquences considérées la dispersion de la 
perméabilité magnétique est importante. 

2) En l'absence de champ G = Oet r = no où no. Cependant, il ne faut 
pas oublier que les grandeurs no et n°2 dans l'équation (82,10) en présence de 
champ n'ont pas le sens de n pour H = 0, car non seulement le vecteur G, mais 


également le tenseur yix dépendent du champ. 
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Si le rapport D,/D, est une grandeur purement imaginaire, les 
ondes sont à polarisation elliptique, les axes principaux des ellipses 
de polarisation coïncidant avec les axes des x, y. Il est facile de 
voir que le produit de deux valeurs de ce rapport est égal à l'unité. 
En d'autres termes, si dans l’une des ondes on a 


Dy = ipD; 


‘où le nombre réel p est le rapport des longueurs des axes de l’ellipse 
de polarisation), dans l’autre onde on a 


D, = + D. 


Ceci signifie que les rapports des axes des ellipses de polarisation 
de deux ondes sont égaux, les ellipses étant perpendiculaires l’une 
à l’autre et la rotation s’effectuant en sens inverse (fig. 41) !). 


Fig. 41 


Les composantes du vecteur G et du tenseur n;: sont des fonctions 
de l'intensité du champ magnétique. Si (comme c’est généralement 
le cas) le champ magnétique est relativement faible, on peut les 
développer suivant les puissances de ce champ. En l'absence de 


. champ le vecteur G est nul; donc dans un champ faible, on peut 
écrire : 


Gi= fille. (82,13) 
où /;, est un tenseur du second ordre non symétrique dans le cas 


1) En désignant par D, et D: les vecteurs D dans les deux ondes, on peut 
écrire de la manière suivante les relations obtenues 
DiD# = DixD3, + DiyDY,=0 
Cette relation traduit une propriété générale des vecteurs propres apparaissant 
lorsque l'on rapporte un tenseur hermitique aux axes principaux (ici il s’agit 
du tenseur nas). 
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général. Une telle relation se trouve en accord avec la règle géné- 
rale ($ 76) conformément à laquelle, dans un milieu transparent, 
les composantes du tenseur antisymétrique nix (tout comme du 
tenseur ei:) doivent être des fonctions impaires de H. Pour ce qui 
est du tenseur symétrique nix, ses composantes sont des fonctions 
paires du champ magnétique. Donc les premiers termes correctifs 
(par rapport aux valeurs en l'absence de champ) sont du second 
ordre par rapport au champ !). 

Dans le cas général, lorsque la direction du vecteur d'onde est 
arbitraire, le champ magnétique influe relativement peu sur la 
propagation de la lumière dans le cristal, ne conduisant qu’à l'appa- 
rition d'oscillations faiblement elliptiques avec un rapport petit 
(du premier degré par rapport au champ) des longueurs des axes 
de l’ellipse de polarisation. 

Seul fait exception le caractère de l'effet magnéto-optique pour 
les directions des axes optiques (ou des axes voisins) suivant lesquels 
les deux valeurs de » coïncident en l'absence de champ. Les racines 
de l'équation (82,10) diffèrent alors de ces valeurs de grandeurs 
petites du premier ordre *) et, par conséquent, des effets analogues 
à ceux qui ont lieu dans des corps isotropes apparaissent; nous 
allons maintenant passer à leur étude. 

Les effets magnéto-optiques dans les corps isotropes (de même 
que dans les cristaux du système cubique) présentent un intérêt 
particulier vu leur caractère spécifique et leur grandeur relative- 
ment importante. 

En négligeant les grandeurs petites du second ordre, on a ni = 
— €716;,, où € est la perméabilité diélectrique du milieu isotrope 
en l'absence de champ magnétique. La relation entre D et E est 
donnée par la formule suivante: 


E-<D+iDxG, (82,14) 
ou 
D=eE+iEX£g, (82,15) 


les vecteurs g et G étant liés, à la même approximation, par la 


1) Lorsque l'on néglige les grandeurs petites du second ordre, les formu- 
les (82,7b) se réduisent aux relations plus simples suivantes: 


Le: 
TT Line (82,13a) 


2) 11 faut noter que les deux racines de l'équation (82,10) sont quelque 
peu différentes. Du point de vue géométrique ceci signifie que les deux cavités 
(extérieure et intérieure) de la surface des vecteurs d'onde se trouvent être 
entièrement séparées. 


28—532 


Nik ou Ein Gi=— 
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relation 
+ g. (82,16) 


Dans un milieu isotrope g (ou G) est simplement proportionnel au 
champ extérieur: 


la constante scalaire pouvant être tant positive que négative. 
Dans l'équation (82,10) on a maintenant no = ñ02 = no = Ve; 
c'est l'indice de réfraction en l'absence de champ. D'où 


1 1 
mx FG 


n? 
ou avec la même précision 
nr=n ENG: =n TT Lg. (82,18) 


Comme l'axe des z est choisi suivant le vecteur n, on peut écrire 
cette formule sous forme vectorielle, avec la même précision, de la 
manière suivante : 


(n+ En = ré. (82,19) 


Ceci montre que la surface des vecteurs d'onde se présente ici par 
l'ensemble de deux sphères de rayon ro, dont les centres sont dé- 
placés suivant la direction de G de +g/2r9 par rapport à l’origine 
des coordonnées. 

À chacune des deux valeurs de nr correspond une valeur propre 
de la polarisation de l’onde, soit : 


D=FiDy (82,20) 


où les signes correspondent aux signes dans (82,18). Le fait que les 
vâleurs absolues de D, et D, coïncident et que leurs phases diffè- 
rént de +x/2 signifie que l'onde est polarisée circulairement, le 
vecteur D tournant respectivement dans le sens des aiguilles d’une 
mentre ou dans le sens contraire, si l’on regarde suivant la direc- 
tion du vecteur d'onde (l'onde est alors de polarisation gauche ou 
droite). 

Par suite de la différence des indices de réfraction des ondes de 
polarisation droite et gauche, la réfraction sur la surface d’un corps 
gyrotrope conduit à l'apparition de deux ondes réfractées polari- 
sées circulairement (biréfringence circulaire). 

Soit une onde plane à polarisation linéaire tombant normalement 
sur une couche à plans parallèles de substance (d'épaisseur 2). La 
direction d'incidence sera choisie pour axe des z, et la direction du 
vecteur E — D dans l'onde incidente pour axe des x. Üne oscil- 
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lation linéaire peut être décomposée en deux oscillations circulaires 
de rotation inverse, ces oscillations se propageront dans la couche 
de substance avec des vecteurs d'onde différents k; — (w/c) n;. 
En posant conventionnellement l'amplitude de l’onde égale à l'unité, 
on aura: 


D:= + (eihit+ it), D, = + (— eih+s + eit-5), 
ou, en introduisant k—1/,(k,+k-) et x—1/2(k; —k), 


D> = _ einkz (eix: + e” lez) = eikz cos 22, 
Dy= — eihz (—eixz Le—ixz) — eik: sin x. 


Lorsque l'onde sort de la couche, on a : 


Dy wg 
D tgxl=te (2 2eny ) ; 
Si ce rapport est réel, l’onde reste polarisée linéairement, mais la 
polarisation tourne d’un certain angle (effet Faraday). L'angle 
dont a tourné le plan de polarisation est proportionnel au chemin 
parcouru par l’onde; par unité de longueur suivant la direction 
du vecteur d'onde cet angle est: 
og 
eng 08 6, 

où 6 est l’angle entre n et g. 

Il faut remarquer que pour une direction donnée du champ 
magnétique le sens de la rotation du plan de polarisation (par rap- 
port à la direction de n) s’inverse lorsque l’on change le signe den — 
la rotation droite devient gauche et inversement. Donc, si le rayon 
parcourt le même chemin deux fois (aller et retour), l'angle de 
rotation totale du plan de polarisation double. 

Pour 6 = x/2 (le vecteur d'onde est perpendiculaire au champ 
magnétique) l'effet proportionnel au champ décrit par les formules 
(82,18) disparaît (conformément à la règle générale énoncée ci-dessus 
selon laquelle parmi les composantes du vecteur g seule la projection 
sur la direction de n influe sur la propagation de la lumière). Donc, 
pour des angles 6 voisins de n/2 il faut également tenir compte des 
termes proportionnels au carré du champ. En particulier, il faut 
tenir compte des termes du second degré dans le tenseur nix. Par 
suite de la symétrie axiale, autour de la direction du champ, les 
deux valeurs principales du tenseur symétrique n;, seront les mêmes 
(tout comme pour un cristal uniaxe). Ci-dessous nous allons choisir 
l'axe des x suivant la direction du champ et désigner les valeurs 


28% 
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principales de ni: parallèlement et perpendiculairement au champ 
LL par y et 1, ; la différence ny — n, est proportionnelle 
à H°. 

Considérons l'effet purement quadratique apparaissant lorsque 
n et g sont perpendiculaires (effet Cotton-Mouton). Dans ce cas, 
dans les équations (82,9) et (82,10) on a G; = 0, et nf et n;; sont 
égaux respectivement à ny, et n1. De sorte que dans l’une des ondes, 
on a 


1 er, . 
en Dy=0; 


cette onde est polarisée linéairement, le vecteur D étant dirigé 
parallèlement à l'axe des x. Dans l’autre onde 


c'est-à-dire qu'ici D est dirigé suivant l’axe des y. Soit une lumière 
à polarisation linéaire tombant normalement sur une couche à plans 
parallèles de substance placée dans un champ magnétique parallèle 
à sa surface. Deux composantes de la lumière entrée dans la subs- 
tance (avec les vecteurs D dans les plans xz et yz) se propagent 
avec des valeurs de nr différentes. Finalement, la lumière sortant 
de la face opposée de la couche se trouve polarisée elliptiquement. 


Problèmes 


1. Déterminer la direction des rayons lors de la réfraction d'un rayon tom- 
bant du vide sur la surface d’un corps isotrope placé dans un champ magné- 
tique. 
; Solution. La direction du vecteur radial s est donnée par la normale 

à La surface des vecteurs d'onde ; en dérivant le membre de gauche de l'équation 

.(82,19) par rapport aux composantes du vecteur n, on trouve que le vecteur s est 
proportionnel à n + g/2n,. Le carré de la valeur absolue de cette expression 
esbégale à n£; donc le vecteur unitaire dans la direction du rayon est donné 
par la formule suivante: 


(ea o 


Désignons par 6 l'angle d'incidence. En général, les rayons réfractés ne se 
trouvent pas dans le plan d'incidence, et leur direction est déterminée par 
l'angle 8’ avec la direction de la normale à la surface et par l'azimuth @” compté 
à partir du plan d'incidence. Choisissons ce dernier pour plan x: avec l'axe 
des : perpendiculaire à la surface réfringente. Lors de la réfraction les sue 
santes n., », du vecteur d'onde restent constantes. Dans le rayon incident elles 
sont égales à n, = sin 6, n, = 0. En substituant ces valeurs dans (1). on trouve 
les composantes z et y du vecteur unitaire s/s donnant directement la direction 
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des rayons réfractés: 


1 1 
: , Poe ge 
sin 0’ cos q’ — A sin 6 + 3n£ £xs 
£ 
sin@’sinp=+ . 
"0 


Lorsque les angles d'incidence ne sont pas trop petits, l’azimuth œ’ est 
petit et l’on peut écrire: 

Ey . nr Sin0 Ex 
2no sin 0 ne ño _ 2n2 

Pour l'incidence normale (0 — 0) on choisit le plan x: de telle sorte qu'i 
passe par le vecteur G ; on a alors ç”’ — 0 et pour 8° on peut écrire: 

, É LA 1 
0’ & sin9’— + Zn$ Ex. 
Bien que cette formule ne contienne pas 82 elle est inapplicable si g, = 0, 
car lorsque n et g sont perpendiculaires, l'approximation linéaire par rapport 
au champ est insuffisante. 

2. Déterminer la polarisation de la lumière réfléchie, lorsqu'une onde pola- 
risée linéairement tombe du vide normalement sur la surface d'un corps isotrope 
placé dans un champ magnétique. 

Solution. Lorsque l'onde tombe normalement, la direction du vecteur 
d'onde reste inchangée quand l'onde passe dans le second milieu. Donc, dans 
toutes les ondes (incidente, réfléchie et réfractée) les vecteurs H sont parallèles 
à la surface de séparation (plan zy). Pour ce qui est du vecteur électrique E 
dans les ondes incidente et réfléchie, il est également parallèle au plan zy, et 
dans l'onde réfractée, bien que £, -£ 0, la relation entre les composantes z et 
y de E et de H est la même que dans un corps isotrope (H; — —n£E,, H, — nE). 
Si la polarisation de l’onde incidente coïncide avec celle de l’un des types d'onde 
pouvant se propager dans le milieu de (réfringent) donné dans une direc- 
tion donnée de n, une seule onde réfractée de même polarisation apparaît. Dans 
ces conditions le problème, du point de vue formel, est le même que celui de la 
réflexion sur un corps isotrope, et les champs E; et E, dans les ondes réfléchie 
et incidente sont liés par la relation suivante: 

1—nr 
E; Écres Eo, (1) 


p=+ 


où n est l'indice de réfraction correspondant à une polarisation donnée. 

Une polarisation linéaire peut être considérée comme la superposition de 
deux polarisations circulaires tournant en sens inverse ; si dans l’onde incidente 
Es est dirigé suivant l’axe des z, on écrit Es — Eÿ + E;, où : 

: 1 
Eÿ:= iEÿ, = Eo 


2 
, ; 1 
Eÿx= — iEoy = Eo- 
En utilisant pour chacune des ondes EË la formule (1) et en prenant le n+ corres- 


pondant dans (82,18), on obtient: 


_ Eo [i—n4s ,1—n_ LR 1—" 
Eix=— Drtire ] SL pare 
iEg Fi—n_ AÂ1—n cos 0 

WW 2 Lipr. 1fn,] 0 (En 
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(0 étant l’angle entre la direction d'incidence et le vecteur g). On voit ainsi 
ue l'onde réfléchie est de polarisation elliptique, le grand axe de l’ellipse 
étant disposé suivant l'axe des x ct le rapport du petit axe au grand étant égal à 
gcos 8 
no(ri—1) * 

3. Déterminer l'expression limite du vecteur de gyration en fonction de la 
fréquence, lorsque cette dernière est très grande. 

Solution. Les calculs sont analogues à ceux du $ 59 avec cette seule 
différence que dans l'équation du mouvement de l'électron ‘il faut ajouter la 
force de Lorentz due au champ magnétique constant extérieur H: 

dut ne Ligbs ee; 
7 = ee ae v’'xH. 
Si la condition © > eH/mc est réalisée, on peut résoudre cette équation par 


approximations successives. En ne conservant que les termes proportionnels 
à H, on obtient: 


, ie E— Li 
mo m“w*c 

on trouve alors pour l'induction 
D=—e(o) E+-if (&)(E XH), 


où eg (w) coïncide avec (59,1) et 


f(@) = — 


EXH, 


4nNe3 
cm8 


$ 83. Activité optique naturelle 


La dispersion (de fréquence) de la perméabilité diélectrique 
(ou magnétique) exprime la manière dont dépendent les propriétés 
macroscopiques de la substance des variations temporelles du champ 
électromagnétique. Dans la théorie précédente il n’a pas été question 
de l'influence de la non-uniformité spatiale. Cette approximation 
est vraie lorsque les distances atomiques a sont petites par rapport 
à ‘la longueur d'onde À (voir $ 58). 

. * L'inégalité a < À est nécessaire pour que l’on puisse appliquer 
la théorie macroscopique. Mais lorsque l’on néglige complètement 
des grandeurs contenant le petit rapport a/À, certains effets qualita- 
tivement nouveaux disparaissent ; ils apparaissent lorsque l'on tient 
compte des termes suivant l'approximation d'ordre zéro du dévelop- 
pement suivant les puissances de a/1. Nous allons maintenant passer 
à l’étude de ces effets. 

Au développement suivant les puissances de a/À correspond, dans 
la théorie macroscopique, le développement de D suivant les puis- 
sances non seulement du champ E, mais également de ses dérivées 
spatiales. Lorsque l’on se limite aux termes du premier ordre, on 
doit, dans ce développement, tenir compte des termes proportionnels 
aux dérivées premières. Pour un champ monochromatique (de fré- 
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quence &) on peut écrire ce développement sous la forme suivante: 


Di = eff En + Yinr FE À (83,1) 


où les grandeurs e%x et Yixe sont des fonctions de la fréquence. 

Avant de passer à l’étude de cette expression, il faut faire la 
remarque suivante. A la précision qui nous intéresse maintenant, 
le sens physique de la décomposition de la valeur microscopique 
moyenne de la densité de courant pv en deux parties, 0P/ôt et c rot M, 
disparaît. De telle sorte que dans la théorie exposée il semble ration- 
nel d'écrire les équations de Maxwell sous la forme suivante: 


1 0B 


rotE=————, 
ER LA 
c ôot ”? 


sans introduire, avec l’intensité moyenne h — B du champ 
magnétique microscopique, une autre grandeur, soit H. On suppose 
simultanément que tous les termes apparaissant lorsque l’on prend 
la moyenne des courants microscopiques, sont par définition inclus 
dans D 

On trouve les propriétés de symétrie du tenseur y; dans (83,1) 
en appliquant le principe généralisé de symétrie des coefficients 
cinétiques, tout comme au $ 76 pour le tenseur e;,. Nous avons 
vu dans ce paragraphe que si, pour les grandeurs z,, on choisit les 
composantes du vecteur E en chaque point du corps, les grandeurs 
correspondantes f, seront les composantes du vecteur D. Cepen- 
dant, la présence dans les relations (83,1) des dérivées spatiales 
rend plus difficile l'application directe du principe de symétrie. 
Il est ici commode d'utiliser sa formulation suivante. Soient zx, 
et x; deux ensembles de valeurs des grandeurs z,, et f, et fa les 
ensembles correspondants de valeurs des grandeurs f,. Par suite 
de la symétrie (&;», — av) des coefficients dans les relations 


Ta = D) Gabfb, Th = D Labfb 
on peut écrire: : 
D Tafa = D Tafa- (83,3) 
Ici cette égalité prend la forme suivante : 
\ E,Di dv = | E;Di dv. 


En substituant (83,1) et en tenant compte de la symétrie de e%, 
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* ôry 
ou, en intégrant par parties dans l’un des membres de l'égalité, 
dE, dE; dE, 
\ VE: dV = —\ VinEr 7 dV = = \ Vu dv. 
Comme les fonctions E et E” sont arbitraires, on en tire la propriété 
de symétrie cherchée, soit: 


Vin = — Yhite (83,4) 

Ci-dessous nous supposerons que le milieu n’est pas absorbant. 

Nous allons trouver les conditions que cela implique au tenseur y;. 

La dissipation d'énergie dans un champ périodique est donnée par 
la valeur moyenne (dans de temps) de l’intégrale: 


1 0D 
7 (Ed. 
E et D sont ici réels; si cependant on utilise la représentation 


complexe, l'intégrale dont on prend la moyenne peut s’écrire de la 
manière suivante: 


—% { (E 2 +E + ) = _— Î (ED*—E*D) av. 


\ RE _ PE VE av 


En y substituant er et comme ef est réel dans un milieu trans- 
parent, on obtient: 


7 | (riu£: 5 — YutEi = _ mm) 


= 5 | (vtr: ET Lee DE FE) av = 


{ io ÔE* 
. RE TT \ (hi + van) Er dV. 
Cette expression est identiquement nulle si 
Vi = — Yhu = Vial 


Nous arrivons donc à la conclusion que pour qu’il n’y ait pas d’absorp- 
tion, il faut que le tenseur y; soit réel. 
Pour une onde plane de vecteur d'onde k — (w/c)n on a 


de sorte que 
Di = enEr, 
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où l'on a introduit la désignation suivante : 
. © - 
Ein = Bit + È — Vinut (83,5) 


pour le tenseur de perméabilité diélectrique, ayant maintenant 
tant une dispersion de fréquence qu’une dispersion du vecteur 
d'onde !). 

Au lieu du tenseur antisymétrique du second ordre Yyxru, on 
introduit le « vecteur de gyration » axial équivalent g conformé- 
ment à 


_ Vin du = EiniEt (83,6) 
c'est-à-dire que l'on écrit e;, sous la forme suivante: 

Ein = Eik + lesnigt (83,7} 
qui, du point de vue formel, coïncide avec celle du $ 82. Mais au 
paragraphe précédent le vecteur g ne dépendait que des propriétés 
du milieu (et du champ magnétique appliqué), tandis qu'ici le 
vecteur de gyration dépend également du vecteur d'onde du champ. 


Conformément à (83,6) les composantes de ce vecteur sont des fonc- 
tions linéaires des composantes de n, c’est-à-dire : 


Li = Ginltr. (83,8) 
En substituant (83,8) dans (83,6), on trouve: 


o 
TT VERUU = EihmEmuu, 


comme n est arbitraire, on en déduit : 


_ Viht = Ejkm£mt (83,9} 


ce qui donne la relation entre les composantes du tenseur vrai du 

troisième ordre Y;x et le pseudo-tenseur du second ordre g;, ?). 
Le type de symétrie cristalline du corps impose certaines. 

conditions aux composantes du tenseur Y;x: (ou gr) et, en particu- 


s 


lier, peut conduire à ce que toutes les composantes deviennent 


1) Pour w — 0 les grandeurs yixr, n'ayant rien de commun avec le déve- 
loppement suivant les fréquences, tendent vers des valeurs constantes. Quant à 
la partie imaginaire de e;x elle tend, par conséquent, vers zéro, proportionnel- 
lement à la fréquence. 

2) Pour ses composantes on a 


œo o oo 
Exx TE Vusxr Bay Vus Byx TS Vaxxs 
etc. 
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identiquement nulles. Ainsi, le tenseur y;x ne peut exister pour 
les corps ayant un centre de symétrie. En effet, lorsque l'on change 
le signe des trois coordonnées (inversion), toutes les composantes 
d'un tenseur du troisième ordre (et d’un pseudo-tenseur du second 
-ordre) changent de signe, par contre, la symétrie du corps exigerait 
qu'elles restent inchangées lors d’une telle transformation. 

Les corps dont le tenseur g;, est différent de zéro sont doués 
d'activité optique naturelle. De sorte que pour que le corps soit doué 
d'activité optique, il faut en tout cas qu’il n’y ait pas de centre 
de symétrie. S 

Etudions d’abord l’activité optique naturelle des corps isotro- 
pes. Si un liquide (ou un gaz) n’a pas de stéréo-isomères, ce liquide 
<est symétrique non seulement par rapport à n’importe quelle rota- 
tion, mais également par rapport à la réflexion (inversion) en un 
point quelconque, et l’activité optique naturelle ne peut exister. 
Seul un fluide à deux formes stéréo-isomères peut être optiquement 
actif, les deux isomères devant se trouver dans le fluide en quantité 
différente; un tel fluide ne peut avoir de centre de symétrie. 

Dans un corps isotrope (de même que dans les cristaux de symé- 
trie cubique) le pseudo-tenseur g;, se réduit à un pseudo-scalaire, 
:soit : 


gin = fin (83,10) 


(quant au tenseur y;w, il s'exprime en fonction de f conformément 
à Yi = (c/o) fe;y). Un pseudo-scalaire est une grandeur chan- 
geant de signe lors de l'inversion des coordonnées. Du point de vue 
formel, on passe par inversion de l’un des stéréo-isomères à l’autre; 
donc les valeurs correspondantes de f sont de signe contraire. 
De sorte que dans un corps isotrope optiquement actif le vecteur 
de gyration est g — fn, et la relation entre l'induction et l’inten- 
sité du champ électrique de l’onde est donnée par la formule suivante: 


£ D=eE+ifExn. (83,11) 


‘Comme Dn = 0, on en déduit que l’on a également En = 0. En 
d'autres termes, dans une telle onde, non seulement l'induction D 
{comme dans tout milieu), mais également l'intensité E sont trans- 
versales (par rapport à la direction de n). 

L'indice de réfraction r change peu lorsque l'on tient compte 
de l'activité optique naturelle. Donc, lorsque l’on détermine la 
correction correspondante, on peut poser r = ro = V e% dans le 
terme E X g qui est petit dans (83,11). Du point de vue formel, 
le calcul de la différence r — no coïncide alors avec le problème 
résolu (au paragraphe précédent) de la variation de n» sous l’influen- 
<e du champ magnétique, la seule différence étant que le sens attri- 


s 


bué au vecteur g est différent et que g est toujours parallèle à n 
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(axe des z au $ 82). Donc, par analogie avec la formule (82,18), 
on peut directement écrire : 


ni =n+g=n + fno. (83,12) 


A ces deux valeurs correspondent (comparer avec (82.20)) les rap- 
ports suivants des deux composantes du vecteur E (ou D): 


E;= + iE,, (83,13) 


c'est-à-dire une polarisation lévogyre et dextrogyre de l’onde. 
Remarquons également que la grandeur du vecteur n ne dépend 
pas de sa direction; donc la direction de n et celle du vecteur radial 
s coincident. 

Nous voyons ainsi que les propriétés optiques d’un corps isotrope 
à activité optique naturelle ressemblent à celles qu’acquiert un corps 
non actif lorsqu'il est placé dans un champ magnétique: il s’agit 
de la biréfringence circulaire; de plus, lors de la propagation dans 
ce corps d'une onde à polarisation linéaire, il y a rotation de son 
plan de polarisation. L’angle de rotation par unité de chemin du 
rayon est égal à wf/2c. 

Le signe de la constante g et le sens de la rotation sont inverses 
pour les deux modifications stéréo-isomères d’une substance; on 
dit ainsi des stéréo-isomères qu’ils sont dextrogyres et lévogyres. 

Au contraire de la rotation du plan de polarisation dans un 
champ magnétique, dans les substances à activité naturelle la gran- 
deur et le signe de la rotation ne dépendent pas de la direction de 
la propagation du rayon. Donc, si un rayon lumineux polarisé 
linéairement parcourt deux fois — aller et retour — le même chemin 
dans une substance à activité naturelle, le rayon se trouve polarisé 
dans le plan initial. 

Passons aux cristaux à activité naturelle. Sans étudier systé- 
matiquement tous les cas possibles de symétrie (voir le problème 
de ce paragraphe), remarquons que l’activité naturelle est exclue, 
vu la présence d’un centre de symétrie, mais elle est possible s’il 
y a un plan de symétrie ou un axe de symétrie inverse. Soulignons 
que les conditions requises pour l’activité naturelle des cristaux 
ne coïncident pas, par conséquent, avec les conditions permettant 
l'existence de cristaux dans les deux formes isomères optigues (énan- 
tiomorphes) ; ces dernières conditions sont plus rigoureuses et exi- 
gent qu'il n’y ait ni centre, ni plan de symétrie. De sorte qu’un 
cristal peut être optiquement actif et coïncider simultanément avec 
son image. 

Dans un cristal à activité naturelle (uni ou biaxe), lors de la 
propagation d'une lumière dont la direction du vecteur d'onde est 
arbitraire, nous avons à faire à la biréfringence ordinaire des ondes 
polarisées linéairement; tenir compte de l’activité équivaut en 
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somme à remplacer la polarisation rigoureusement linéaire par la 
polarisation elliptique avec un rapport petit des axes (du pre- 
mier ordre). 

Seules font exception les directions des axes optiques, suivant 
lesquels (lorsqu'on ne tient pas compte de l’activité) les deux raci- 
nes de l'équation de Fresnel coïncident. Dans ces directions l'effet 
d'activité naturelle des cristaux est analogue à l'activité des corps 
isotropes : il y a biréfringence circulaire du premier ordre et rotation 
correspondante du plan de polarisation des ondes polarisées linéaire- 
ment. Lorsque le vecteur d'ondè s'’écarte de la direction de l'axe 
optique, ces effets diminuent rapidement. 

Pour le calcul quantitatif des effets d’activité naturelle dans 
les cristaux il est plus commode d'utiliser non pas l'expression 
de D en fonction de E, mais les formules réciproques donnant E 
en fonction de D (comme nous l'avons fait au $ 82). Aux termes 
du premier ordre près ces formules donnent : 


E=e% "D; +(D xG), (83,14) 


où le vecteur G est lié de la manière suivante au vecteur g intro- 
duit antérieurement : 


1: 
G:; = TEST ER ER 


(voir (82,13a)). Comme au point de vue formel cette expression 
coïncide avec l'expression (82,7), les équations (82,9-10) restent 
également inchangées. Dans ces équations G. est la projection du 
vecteur G sur la direction de n. Si l’on écrit G sous la forme 
suivante : 


Gi=Ginnr (83,15) 
(analogue à (83,8)), cette projection est proportionnelle à 
nG = Gixninr. (83,16) 


! Cette forme quadratique détermine les propriétés optiques d’un 
cristal à activité naturelle. Le tenseur G;, ne doit pas obligatoire- 
ment être symétrique, mais si on le décompose en une partie symé- 
trique et une partie antisymétrique, cette dernière n’entre pas dans 
(83,16). Par conséquent, nous en concluons que lors de l'étude des 
propriétés optiques des cristaux à activité naturelle, on peut admettre 
que le tenseur G;, est symétrique. 


Problème 


Trouver les limitations imposées par la symétrie cristalline aux compo- 
santes du tenseur G;;. 

Solution. Lors d'une rotation quelconque le pseudo-tenseur G;: 
se conduit comme un vrai tenseur; en particulier, la présence d’un axe de symé- 
trie d'ordre supérieur au second conduit, comme pour un tenseur symétrique 
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vrai du second ordre, à une isotropie totale dans le plan perpendiculaire à l’axe. 
La propriété essentielle du tenseur G;, lors de la réflexion est la dualité avec 
un tenseur vrai du troisième ordre ; notamment, lors d’une réflexion quelconque 
changeant le signe d'une composante du tenseur vrai du second ordre, la même 
composante G;, reste inchangée, et inversement. De sorte que lors de la ré- 
flexion dans le plan y:. les composantes G.,, G.- et G,, changent de signe, 
et Gry, G+z2 restent inchangées. 

Ci-dessous on donne les composantes du tenseur G;x différentes de zéro 
pour toutes les classes cristallines permettant l'activité naturelle. L'axe des 
z est pris suivant l’axe de symétrie du troisième, du quatrième ou du sixième 
ordre, ou suivant l'unique axe du second ordre (dans les classes C2, C2), et 
dans la classe C, perpendiculairement au plan de symétrie; lorsqu'il y a trois 
axes de symétrie perpendiculaires, les axes des coordonnées coïncident avec ces 
axes. 


Classe C;: toutes les composantes de G:ix. 

Classe Cr: Grx, Gyyr Gzzr Gxys Un choix judicieux des axes z, y peut 
annuler G,,. 

Classe Ce: Gx:, Gy:; un choix judicieux des axes z, y permet d'annu- 
ler l’une de ces grandeurs. 

Classe C29: Gx4 (les plans zz et yz coïncident avec les plans de symétrie). 

Classe Di: Gex, Gyyr Gz2z: 

Classes Ca, Cu Céy Dar Das Der! Gux = Cyyr G22. 

Classe 54: Gex — —Gyys Gxys Un choix judicieux des axes z, y per- 
met d’annuler l’une de ces grandeurs. 

Classe Da: Grey (les axes x, y se trouvent dans les plans verticaux de 

° symétrie). 
Classes T, O: Gex = Gyy = G2:. 


Remarquons que dans les cristaux uniaxes des classes S, et D24 la grandeur 
scalaire (83.16) s'annule, si le vecteur n est dirigé suivant l'axe des : car G:, = 0. 
Ceci signifie que dans ces cristaux il n’y a pas d'effets d'activité naturelle 
suivant l'axe optique. 

Dans un cristal biaxe de la classe C2, les axes optiques se trouvent dans l’un 
des plans de symétrie. Mais pour les vecteurs n se trouvant dans les plans zz 
ou yz, le scalaire (83,16) s'annule également, de sorte qu'ici aussi, il n'y a pas 
d'effets d'activité naturelle. Seule la classe cristalline monoclinique C; permet 
l'effet de rotation du plan de polarisation suivant l'axe optique tout en ne per- 
mettant pas l'énantiomorphisme. 


CHAPITRE XII 


PARTICULES RAPIDES TRAVERSANT LA MATIÈRE 


$ 84. Pertes d'ionisation des particules rapides 
dans la matière. Cas non relativiste 


Une particule chargée rapide, traversant une substance, ionise 
les atomes de cette dernière et perd ainsi une partie de son énergie !). 
Dans les gaz les pertes d’ionisation peuvent être déterminées par 
les collisions d’une particule rapide avec les atomes isolés. Par 
contre, dans un milieu condensé un grand nombre d’atomes peuvent 
entrer simultanément en interaction avec la particule rapide. Du 
point de vue macroscopique. la perte d'énergie de la particule cor- 
respond dans ce cas à la polarisation diélectrique du milieu par sa 
charge. Nous allons étudier cet effet d’abord pour le cas des vitesses 
non relativistes des particules. Nous allons voir que, dans ce cas, 
la polarisation du milieu influe peu sur les pertes. Cependant, 
cette démonstration est intéressante car une méthode analogue 
sera utilisée ultérieurement. 

Nous allons trouver tout d’abord les conditions rendant possible 
l'étude macroscopique de cet effet. La décomposition spectrale 
du champ, créé par une particule en mouvement (de vitesse v) à une 
distance r de sa trajectoire, contient principalement des fréquences 
dé l'ordre de v/r (« temps de collision » réciproque). Quant à l’ioni- 
sâtion des atomes, elle peut être due aux composantes du champ 
de fréquences telles que w > &o, où 9 est une certaine fréquence 
m6yenne correspondant au mouvement de la majorité des électrons 
dans l'atome. Donc, une particule peut être en interaction simul- 
tanément avec de nombreux atomes si la longueur v/«, est grande 
par rapport aux distances interatomiques ; dans les corps condensés 
ces dernières coïncident (en ordre de grandeur) avec les dimensions a 
des atomes. De sorte que nous arrivons à la condition v > aws, 
c'est-à-dire que la vitesse de la particule ionisante doit être grande 


1) Nous parlons, comme il est d'usage, de pertes « d'ionisation », mais 
celles-ci contiennent également les pertes d'excitation des niveaux atomiques 
discrets. 
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par rapport aux vitesses des électrons atomiques (ou, tout au moins, 
de leur majorité) !). 

Nous allons trouver le champ créé par une particule chargée. 
en mouvement dans un milieu matériel. Dans le cas non relativiste- 
il suffit de considérer le champ électrique déterminé seulement par 
le potentiel scalaire @. Ce dernier vérifie l'équation de Poisson 


EAp= — 4neë (r— vt), (84,1} 


où la «constante diélectrique » est un opérateur, et l'expression 
eô (r — vt) dans le membre de droite de l'égalité est la densité créée- 
par la charge ponctuelle e se déplaçant à la vitesse constante v !?). 

Développons en intégrale de Fourier suivant les coordonnées : 


+00 
p= \ qreikr dk. (84,2) 


En appliquant aux deux membres de cette égalité l'opérateur de- 
Laplace, on obtient : 


+00 
Ap= — \ prkteikr dx, 


d’où l’on voit que la composante de Fourier de Ag est égale à 
(APhx = — Apr. 
D'un autre côté, en prenant la composante de Fourier des deux 
membres de l’équation (84,1), on a: 
e (APx = 7 \ Aned (r— vt)e—ikr dV — — eve, 
En comparant les deux formules, on obtient : 


: Pr 
EQu = nage € 


d'où l’on voit que mp. dépend du temps au moyen du facteur e—itvk. 


1) Ceci donne la condition suivante pour l'énergie £ de la particule: 
M 
ED 


où M est la masse de la particule, m la masse de l’électron, / une certaine éner- 
gie moyenne d'ionisation de la majorité des électrons dans l'atome. 
2) En supposant que le mouvement de la particule est rectiligne nous négli- 
LRU par conséquent, la diffusion, ce qui est toujours possible dans un tel 
roblème. 
: Si la charge de la particule est se, toutes les formules pour les pertes d'éner- 
gie, dans ce paragraphe et ultérieurement, doivent être multipliées par :°. 
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Mais l'opérateur & agissant sur la fonction e-it la multiplie par 
€ (w). On a donc finalement l'expression suivante pour x: 


e 


ne D Ve 
PM TRE 


La composante de Fourier de l’intensité du champ est liée à la 
composante de Fourier du potentiel de la manière suivante: 


Eneikr = — grad preikr — — ikpueikr, . 
ou E;— —ikp. De sorte que :. 
Be — eq (84,3) 


L'intensité totale du champ s'obtient par la sommation inverse 
de ses composantes de Fourier, soit : 
+0 
E=— ( Eueir dk. (84,4) 
LA 
— 0 


La perte d'énergie de la particule en mouvement qui nous inté- 
resse n’est rien d'autre que le travail effectué par la force inverse 
de freinage eE exercée sur la particule par le champ qu’elle crée. 
En prenant la valeur du champ au point où se trouve la particule, 
c'est-à-dire au point r — vi, on obtient dans l'expression sous 
l'intégrale de (84,4) le facteur eïtvk qui compense le facteur e—ikvt 
dans l'expression (84,3) pour Ex. Donc, la force de freinage F est 
donnée par l'intégrale Die 


ie? 


ER ) “Kée (KV) ÊE y 


t Il est d'avance évident que la force F est antiparallèle à la 
vitesse v; prenons cette dernière pour axe des x. En introduisant 
‘les désignations k,v — w, q = VÆ, + K et en remplaçant dk ,dk; 
par 2nq dq, on peut écrire la valeur ‘absolue de F sous la forme sui- 
vante: 


qw dq dw 
ÆT las Fa (82.5) 


(pour le choix de la limite supérieure de l'intégration sur q voir 
ci-dessous). 

Il est indispensable de faire encore la remarque suivante quant 
à l'intégration sur do dans la formule (84,5). Pour w — la fonc- 
tion & (w) —+ 1 et l’intégrale diverge (logarithmiquement). Ceci est 
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lié au fait qu’en réalité, il faudrait retrancher du champ E le champ 
que l’on aurait lors du mouvement dans le vide (c'est-à-dire pour 
e = 1); il est évident que ce champ n'a rien à voir avec le freinage 
des particules dans la matière. Si l’on faisait une telle soustraction, 
dans l'expression sous l'intégrale (84,5) 1/e serait remplacé par 
(1/e) — 1 et l'intégrale serait convergente. Cependant, on peut 
arriver au même résultat sans effectuer la substitution indiquée, 
si l'intégration de —oœ à + est une intégration dans les limites 
symétriques de —ÀRÀ à +R, avec R —+ co. Comme €’ (w) est une 
fonction paire, la partie réelle de l'expression sous l'intégrale est 
une fonction impaire de la fréquence, qui est nulle lors d’une telle 
intégration ; quant à l'intégrale de la partie imaginaire de l’expres- 
sion sous l'intégrale, elle est convergente. 

Ci-dessous il nous sera parfois commode d'utiliser la désignation 
suivante : 


1 LA 7 

w =1(@)=n"+in, (84,6) 
où n° (w), n’” (w) sont respectivement une fonction paire et une 
fonction impaire, de plus n°’ — — &’’/| e 0. On peut écrire 

la formule (84,5) sous une forme essentiellement réelle, soit: 

go 
__ 2e go | n” (w) | 

F=— + \ ren 44 do. (84,7) 


La perte d'énergie de la particule par unité de chemin est égale 
au travail de la force de freinage sur ce chemin, c’est-à-dire qu'elle 
coïncide justement avec la grandeur F. 

Conformément aux lois générales de la mécanique quantique la 
composante de Fourier du champ de vecteur d'onde k transmet 
à l'électron ionisant (électron 6) l'impulsion #k. Pour des valeurs 
suffisamment grandes de q (q > wo/v) on a kÆ? = q° + w°/ù & 4°, 
de telle sorte que l'impulsion transmise est voisine de #q. Une 
valeur donnée de q correspond à des collisions de « paramètre d’im- 
pact » — 1/q. Donc, la méthode macroscopique étudiée est appli- 
cable si 1/q © a. A cette fin choisissons pour limite supérieure de 
l'intégration la valeur go satisfaisant à la condition wo/v & qo 1/4; 
la grandeur F (q) est le freinage d’une particule rapide avec trans- 
mission à l’électron atomique d’une impulsion inférieure à figo. 

En intégrant dans (84,7) sur dq, on obtient: 


\ &|n” (o)] In #7 do. (84,8) 


2e? 
nvi o 
0 


F (go) = 


Cette formule générale ne peut faire l’objet d'une transformation 
29—532 
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ultérieure, cependant on peut la mettre sous une forme plus com- 
mode en introduisant des désignations appropriées. 
Préalablement, calculons l'intégrale suivante : 


ae ue ©_ do. 
2 2, e 


Pour cela remarquons que si l’on effectue l'intégration dans le plan 
complexe & sur le contour formé par l'axe réel et le demi-cercle 
supérieur infiniment éloigné o, l'intégrale est nulle, car l’expression 
sous l'intégrale n’a pas de pôles dans le demi-plan supérieur. Pour 
des grandes valeurs de l’argument la fonction € (w) est donnée par 
la formule (59.1): 


(84,9) 


L'intégration sur le demi-cercle infiniment éloigné © s'effectue 
à l’aide de cette formule, et finalement on obtient !): 


L. 0 
» . 21Ne? ( do _ 2a°Ne? 
— (on Gdu=—; ER ETE. (84,410) 
Û © 
Introduisons une certaine valeur moyenne de la fréquence du 
mouvement des électrons atomiques, déterminée par l'égalité sui- 


vante: 


Î on” (wo) In o-dw œ 
10 D = —— ee À w|n”(o)|Inwode. (84,11) 
| on” (e) do 0 
Cette Er permet d'écrire (84,8) sous la forme 
: F (go) = 2% In ne. (84,12) 


e I faut faire ici la remarque suivante. D’après les formules (84,7) 
et (84,11) on pourrait croire que ce sont seulement les domaines de 
fréquences où il y a une absorption importante qui donnent la con- 
tribution essentielle au freinage d'ionisation (84,12). Ceci n’est 
cependant pas obligatoire, et les formules mentionnées peuvent 
contenir une contribution importante des domaines où &” est petit. 


Le. 
1) Cette valeur coïncide avec la valeur de l'intégrale \ we” (w)do (voir 
0 


(62,14)) comme il se devait, car pour | © | + oc on a |£ |» 1 et, par con- 
séquent, n° — —e” 


PERTES D'’IONISATION DES PARTICULES RAPIDES DANS LA MATIÈRE 451 


Ceci est dû au fait que dans ces domaines la fonction £ (w) Æ €’ (w) 
peut prendre des valeurs nulles. Mais la formule (84,5) montre que 
les zéros de £e (w) sont les pôles de l'expression sous l'intégrale. 
En réalité. &°” (w) n’est évidemment pas rigoureusement nul. donc 
le zéro de la fonction € (w) n'est pas disposé exactement sur l'axe 
réel. mais un peu plus bas. Ceci signifie que lorsque l'on utilise 
l'expression réelle de € (w) passant par zéro, le pôle de l’expres- 
sion sous l'intégrale doit être contourné par-dessus, ce qui donne 
la contribution correspondante à l'intégrale. Ainsi. si € (w)est 
donnée par la formule (64,5). la contribution au freinage (84,12) 
due au contournement des pôles Ho (où € (w;) == 0) est égale, 
comme il est facile de s’en rendre compte par le calcul direct suivant 
(84,7), à 

4aNei qiv 

mvu?a? er ‘ 


Pour trouver le freinage F (qg:) avec transmission d'une impul- 
sion inférieure à une certaine valeur q; > 4, il faut « raccorder » 
la formule (84,12) avec la formule de la théorie quantique des colli- 
sions, correspondant au freinage lors des collisions avec des atomes 
isolés. On peut faire ceci, car les domaines où ces deux formules 
sont applicables se recouvrent. Conformément à la théorie des colli- 
sions, le freinage avec transmission de l'impulsion dans l'intervalle 
h dg est 

LL ES (84,13) 

mu? q 

cette formule étant applicable (dans le cas non relativiste) pour 
n'importe quelle valeur q > wo/t admise par les lois de la conser- 
vation de l'impulsion et de l'énergie. à condition toutefois que 
l'énergie transmise soit petite par rapport à l'énergie initiale de la 
particule rapide :). Quant au freinage pour toutes les valeurs de q 
entre 4 et qi, il est donné par 


4nNes In Z 
mr? qo 


Lorsque l’on ajoute cette grandeur à la formule (84,12), on doit, 


1) Voir III, $ 146; la grandeur F diffère du « freinage effectif », qui y est 
introduit. par le facteur NW. 

La formule (84,13) correspond aux collisions avec des électrons libres. 
Cependant, son domaine d'application (q > wo/u) commence à partir des va- 
leurs de q pour lesquelles on ne peut considérer les électrons atomiques comme 
libres. Ceci exigerait des valeurs q S wo/co (to étant l'ordre de grandeur des 
vitesses de la majorité des électrons atomiques) lorsque l'énergie de l’électron 
secondaire ?q?/2m est petite par rapport aux énergies atomiques. 


29+ 
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dans cette dernière, remplacer simplement go par q, de sorte que 


FOIE In. (84,14) 


mur? 


Si une impulsion importante hq, (par rapport à l'impulsion des 
atomes) est transmise à l’électron atomique, l'énergie qu'il reçoit 
est égale à ÆE;, = h°g“/2m. En introduisant cette grandeur, on a 


F(E)= Re ln EL . (84,15) 


Cette formule donne le freinage d'une particule rapide (par 
exemple de l’électron) par ionisation avec transmission d’une énergie 
ne dépassant pas E;. Elle diffère de la formule habituelle, obtenue 
à partir d’une étude microscopique des collisions sans tenir compte 
des interactions des atomes (voir III, (146,14)), uniquement par la 
définition de l'« énergie d’ionisation », qui est maintenant rempla- 
cée par #w. Cependant, l'énergie moyenne d'’ionisation d'un atome 
(sur les électrons) dépend généralement peu de son interaction avec 
les autres atomes, car ce sont les électrons des couches internes, 
qui ne sont presque pas affectées par cette interaction, qui donnent 
la contribution principale à cette énergie. De plus, dans ce cas, 
cette grandeur entre sous le signe du logarithme et, par conséquent, 
la manière dont elle a été définie influe peu sur la grandeur du 
freinage. 

Lors du freinage d’une particule lourde rapide, l'énergie maxi- 
male qui peut être transmise à l’électron atomique est égale à 2mv° 
et reste petite par rapport à son énergie propre t). En substituant 
cette valeur dans (84,15) au lieu de E;, on obtient le freinage total 
d’ionisation d’une particule lourde, soit: 


U 4nNes 2mv? 
° =: In . . (84,16) 


Cette formule diffère de la formule généralement utilisée (voir III, 
(147,10)) seulement par la définition de l'énergie d’ionisation fo. 


1) Lors de la collision d’une particule lourde avec un électron, même l'im- 
poRion transmise maximale fi{max est petite far rapport à l'impulsion Mv 
e la particule. Donc, la variation de l'énergie d'une particule lourde est égale 
à v-kq; en égalant cette grandeur à l'énergie de l'électron, on obtient: 
h2q2 
— =hvq <hvg, 


d'où fiqmax = 2mv, Eimax = 2mv2. 
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$ 85. Pertes d'’ionisation des particules rapides 
dans la matière. Cas relativiste 


Pour des vitesses comparables à celle de la lumière, l'influence 
de la polarisation du milieu sur le freinage d'une particule rapide 
peut devenir, comme nous allons le voir, très importante, non 
seulement dans les corps condensés, mais également dans les gaz !). 

Pour trouver les formules correspondantes appliquons une métho- 
de analogue à celle qui a été utilisée au paragraphe précédent. Pour 
cela il faut cependant partir des équations complètes de Maxwell. 
En présence de charges extérieures (de densité spatiale op.) et de 
courants extérieurs (de densité jexr) ces équations sont ©): 


divH=0, rotE=-—1#, (85,1) 
divéE=Anper, rtH=TI%E Eu (85,2) 


Dans ce cas la distribution des charges et des courants cxtérieurs 
est donnée par les formules: 


Pext —eÔ0(r—vVt), jext = EeVÔ (r— vt). (85,3) 


Introduisons les potentiels scalaire et vecteur conformément aux 
définitions habituelles, soit : 


=rotA, E— — 12 -—grad p, (85,4) 
grâce auxquelles les équations (85,1) sont satisfaites identiquement. 
Imposons aux potentiels A et @ la condition supplémentaire suivante: 


: 1 d 
divA+— = 0, (85,5) 
qui est une généralisation de la « condition de Lorentz » généralement 
imposée dans la théorie du rayonnement. La substitution de (85,4) 
dans (85,2) conduit alors aux équations suivantes pour les potentiels : 


e 02A än 
AA —— ev (r— vi), 


. 85,6 
ë (A EE) = —4neô (r— vi). Ne 


7 ce 


1) Cet effet a été établi par E. Fermi (1940) qui l’a calculé pour le modèle 
spécial d'un gaz d’atomes considérés comme des oscillateurs harmoniques. 
La méthode générale exposée ci-dessous est due à L. D. Landau. 

. Nous supposons partout que . (w) = 1, car pour les fréquences jouant 
un rôle dans les pertes d'ionisation, la substance se conduit comme si elle était 
non magnétique. 
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Développons A et en intégrales de Fourier suivant les courdon- 
nées. En prenant les composantes de Fourier des deux membres des 
équations (85,6), on obtient (comparer avec $ 84): 

e d Ar ev 


eikvt, 
CT dt?  2n% 


k°Ax + — 


€ 
(rm re 


Ceci montre que A£”et”p. dépendent du temps au moyen du facteur 
e—ikv!, En introduisant de nouveau la désignation © — kv = k,v, 
on obtient: 


L — io 
Ak Pate 2 2 € (0) ie 
(85,7) 
e 1 e- int 
PK 572% (&) PRE (w) : 


La composante de Fourier de l'intensité du champ électrique est 
Ex = © Ar — ikqr. (85,8) 


Ces formules permettent de trouver la force de freinage F = eE !) 
agissant sur la particule, tout comme au paragraphe précédent. 
Avec les mêmes désignations on obtient maintenant pour la gran- 
deur de cette force la formule suivante: 


FES %o 


- —— — ) og da dv 
F #| ES re y (85,9) 
{ 


Épour c —> oo cette formule se transforme évidemment en (84,5)). 
Commençons par l'intégration sur les fréquences. Comme nous 
-ahHons intégrer dans le plan complexe w, nous allons préalablement 
chercher les points du demi-plan supérieur où l'expression sous 
l'intégrale a des pôles. La fonction & (w) n’a pas, dans ce domaine, 
ni de points singuliers, ni de zéros ; donc les pôles cherchés ne peuvent 
être que les zéros de l’expression suivante: 


s (Et) 


1) Pour ce qui est de la force magnétique Zv X H, des conditions de sy- 


métrie montrent qu ’elle s'annule (sans dire que cette force, étant perpendicu- 
laire à la vitesse de la particule, ne lui fournit aucun travail). 
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Nous allons montrer que pour toute valeur du nombre réel positif 
g® cette expression s’annule pour une seule valeur de © (la 
démonstration est analogue à celle de V, $ 125 pour la fonc- 
tion e (w)). Soit, 


considérons l'intégrale 


prise sur le contour C formé par l'axe réel et le demi-cercle infini- 
ment éloigné (fig. 42). La fonction f (w) n'a pas de pôles dans le 


€ oo 


Fig. 42 


demi-plan supérieur (et sur l’axe réel) ?) ; ainsi, l’intégrale considérée 
donne directement le nombre de zéros de la fonction f (&©) — a dans 
le demi-plan supérieur. Pour le calcul écrivons cette intégrale sous 
la forme suivante: 


1 df = 
DEN \ Fer à (85,10) 
ë 
Pour & — 0 la fonction f — 0. Pour des valeurs réelles positives 
de © on a Imf>>0, et pour des valeurs négatives Im f< 0. 
Au contraire, à l'infini f— — w° (5-2) ; donc f parcourt le 
cercle infiniment éloigné, lorsque © parcourt un demi-cercle. D’où 
l’on voit que le contour d’intégration C’ dans le plan f à la forme 
indiquée sur la fig. 42. Supposons que a = qg° est un nombre réel 
positif (comme sur la fig. 42). Alors en contournant suivant C”, 
l'argument du nombre complexe f — a varie de 2n et l'intégra- 


1) Pour les métaux & (w) a un pôle pour w = 0, mais we tend toujours 
vers zero. 
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le (85,10) est égale à l'unité. Ce qui démontre l'affirmation faite 
ci-dessus 1). 

De plus, il est facile de voir que cette unique racine de l'équa- 
tion f (w) — g® = 0 se trouve sur l’axe imaginaire ©. En cffet, 
pour des w purement imaginaires la fonction f (@) (ainsi que la 
fonction e (w)) est réelle et prend toutes les valeurs de O0 à , 
y compris toutes les valeurs positives de q°. 

Revenons à l'intégrale sur dw dans (85,9): 


pis 
( EVE ——) © do 
2_@2 (Æ-+) | 
q Pr 


On peut mettre cette intégrale sous la forme de la différence entre 
une intégrale suivant le contour C et une intégrale suivant un 
demi-cercle infiniment éloigné. La seconde de ces intégrales est 


égale à 
dw 4 
i — = ll, 
o 
et la première au résidu multiplié par 2xi de l'expression sous l’inté- 


grale par rapport à son unique pôle. Nous allons prendre & (q) comme 
une fonction donnée par l'égalité suivante: 


w? (5-5) 9. (85,11) 


La règle donnant les résidus ?) permet alors de trouver que l’inté- 
grale suivant C est égale à 
1 1 
= ( er? —+) 


1. 1 
È ( ev® —+) 
DU eh 6e Nr 7. 
t eat) oc am 
° do c® uv? dw 


En rassemblant les expressions obtenues et en substituant dans (85,9), 


on‘trouve : 
90 | © (+ 
2 \ ev* c= 
0 


F=e ) la 


g dg/dw 


1) Au contraire, si a est un nombre négatif, lorsque l’on contourne suivant 
C’, l'argument / — a varie de 4x, de sorte que l'intégrale (85,10) est égale à 2; 
en d’autres termes, l'équation f (&) = — | a | a deux zéros dans le demi-plan 
supérieur. 

?) Le résidu de l'expression f (z) f(z)/g(z) par rapport au pôle z = :9cst 
égal à f (zo)/p'(20). 
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ou en remplaçant dans le premier terme l'intégration sur dg par 
une intégration sur do: 


— @(q0) ve à ci _ 
_ : C2 Je d0+ SE 
#90) ” 
= \ 1) od0+ + 
w(0) 


L* 


+ (2) 10 (g0)— 0° (0). (85,12) 


Aux grandes valeurs de g correspondent des racines de l’équa- 
tion (85,11) avec des grandes valeurs absolues de w. En utilisant 
ainsi l’expression (84,9) pour € (w), on trouve: 

à 2 AnNe? 
&* (go) = —# | do+ _— , 


où l'on a introduit la désignation : 


B— Ve 


En substituant dans (85,12), on obtient : 
à 20/8 NS " 
F=< . Er —1]e wdo—22Ne C8 (0) (85,13) 


mc? 2v? 


(dans l'intégrale, *T suffit de laisser dans © (q) le terme principal 
ivqo/B). 

L'intégration dans (85,13) s'effectue sur des valeurs de «© imagi- 
naires pures. Introduisons une variable réelle conformément 
à © = io”; désignons la limite inférieure de l'intégrale par w (0) — 
= i& et introduisons de nouveau la désignation (84,6), soit 1/e = n. 
On doit calculer l'intégrale 


vqo/B 
= \ In Go”) — 1] w” do”. 
ë 


Les valeurs de la fonction n (w) sur l’axe imaginaire peuvent s'expri- 
mer en fonction des valeurs de sa partie imaginaire sur l'axe réel 
à l’aide de la formule 


n (w”) — 1 =— 2 Lie VE gr 


z?+ow"? 
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(comparer avec la formule (62,17)). Donc, pour l'intégrale considérée 
on obtient . négligeant x par rapport à to): 


re Pen (2) ju du ds (x) | w” dw” dx _ L?qi 
£i * BELLE EL GI grce tes 


us ce résultat dans (513, en introduisant pour plus 
de simplicité la désignation suivante: 
InQ = TE, (85,14) 


où le trait indique la moyenne avec le poids © | n” (w) |, tout 
comme nous l’avons fait dans (84,11). On obtient alors 


F (&) = aiNe,, 4œ Ne ep? Eee, (85,15) 


mr? ET mc? 2v? 
Lors de l’étude ultérieure de cette formule il faudra distinguer 
deux cas. Supposons d’abord que le milieu est un diélectrique et 
que la vitesse des particules satisfait à la condition suivante: 


<< (85,16) 


où & == € (0) est la valeur électrostatique de la perméabilité diélec- 
trique. Sur l'axe imaginaire la fonction e (w) décroît d’une manière 
monotone à partir d'une valeur &, > 1 pour © = 0 à { pour © = iv. 
Quant à l'expression dans le membre de gauche de l'équation (85,11), 
elle croît alors d’une manière monotone de 0 à œ. Donc, pour g = 0 
l'équation (85,11) donne w = 0. De sorte que dans (85,15) il faut 
ES ë& = 0; Q devient alors la fréquence atomique moyenne w 
(84,11) : 


AnNes qov vè = 47 
; F (qo) = DETTE [in la 2 (85,17) 


(pour v & c cette formule, comme il se doit, devient (84,12)). 
_La valeur de q, satisfait à la condition q 1 , où a est l’ordre 


de grandeur des distances interatomiques (dans di milieu condensé 
ce sont les dimensions des atomes). Pour extrapoler cette formule 
au domaine des valeurs plus grandes de transmission de l'impulsion 
et de l'énergie, il faut la « raccorder » avec les formules de la théorie 
ordinaire des collisions, tout comme au paragraphe précédent. 
Cependant, ici ce « raccordement » doit s'effectuer en deux étapes. 
D'abord, à l’aide de la formule (84,13) on passe dans le domaine 
des valeurs de g correspondant aux transmissions d'énergie grandes 
par rapport aux énergies atomiques, mais encore non relativistes. 
La forme de (85,17) ne change toutefois pas, mais on peut y intro- 
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duire l'énergie de l’électron 6, soit h°g*/2m. Désignons cette énergie 
par Æ£;; on a 
__2nWet 2mE iv? vè 
Puis on peut passer au domaine des valeurs relativistes de Æ;, en 
utilisant la formule de la théorie relativiste des collisions, confor- 
mément à laquelle le freinage avec transmission de l'énergie dans 
l'intervalle entre £” et Æ” + dE” est égal à 
21Net dE’ 


mc? E'' 


(85,19) 


si £” est petit par rapport à la transmission maximale £;max, que 
permettent les lois de la conservation de l’impulsion et de l’énergie 
lors de la collision de la particule rapide donnée avec un électron 
libre (dans le cas non relativiste cette formule coïncide avec (84,13)). 
Comme, lors de l'intégration, l'expression (85,19) donne In £”, 
il est évident que la forme de (85,18) ne change pas, de sorte que 
cette formule est vraie pour toutes les valeurs telles que £; « Eimax- 
Lors du freinage d’une particule lourde (de masse M), l'énergie 
maximale transmise à l'électron est Eimax Æ 2m°/B° (voir II, $ 13). 
Si ÆEjmax est encore petit par rapport à l'énergie totale Æ de la 
particule rapide (c’est-à-dire que £ & Mc*/m), la formule diffé- 
rentielle pour le freinage par les électrons libres donne 
2aNeif 1 2 j 
mr? (5%) dE 
pour toutes les valeurs de £”, indépendamment de la nature de la 
particule lourde. Le freinage supplémentaire (par rapport à (85,18)) 
avec transmission de l'énergie de Æ; à Eimax (avec Ei & Eimax) 
est dans ce cas égal à 
2aNr4 (in Ei max __B°£i ras) 2aNet (1 2mr° &) . (85,20) 


mr? Ey  2met mu? BE,  c? 


En ajoutant ceci à (85,18) on trouve le freinage total de la particule 
lourde, soit: 


AnNei 2me? vu? 5 
F- (nie) (85,21) 
Les formules (85,18) et (85,21) ne diffèrent des formules de la 


théorie ordinaire que par la définition de l'« énergie d’ionisation » 4©. 
Passons maintenant au second cas, lorsque la vitesse de la 
particule satisfait à la condition suivante: 


DES (85,22) 
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(ce cas a toujours lieu, en particulier, pour les métaux où & (0) = œ). 
L'expression w° (e/c? — 1/1*) dans le membre de gauche de l’équa- 
tion (85,11), dans ce cas, passe (sur l'axe imaginaire w) deux fois 
par zéro: pour w = 0 et pour w = i£, où È est donné par l'égalité 


€ (ë) — _ (85,23) 


Dans l'intervalle entre 0 et iE cette expression est négative, et 
pour | & | >> ë elle prend toutes les valeurs positives de O0 à oc. 
Ainsi, pour g—+ 0 la racine de l'équation (85,11) tend dans ce cas 
vers la valeur £ que l'on doit substituer dans (85,14) et (85,15). 

On peut distinguer ici deux cas limites. Si la valeur & se trouve 
être petite par rapport aux fréquences atomiques w,, dans (85,15) 


on peut négliger le dernier terme, et Q Æ ©. Nous revenons alors 
à la formule (85,17). Le cas limite inverse, lorsque E © &,, est 
particulièrement intéressant. Comme pour des valeurs grandes de & 
la fonction e (it) tend vers 1, (85,23) montre que ce cas correspond 
aux vitesses ultra-relativistes de la particule. En utilisant pour 
e (w) la formule (84,9), on écrit l’équation (85,23) sous la forme 
suivante: 

4nNe? _ c? 


2 9? 


1+ 


d’où 


pie 4aNeïr? | änNe? 
mepr 7 mp? : 


Lors de l'augmentation de la vitesse de la particule la condition 
E © o est, en fin de compte, remplie pour n'importe quel milieu, 
c’est-à-dire pour n'importe quelle valeur de la densité électroni- 
que V (y compris les gaz). Cependant, les vitesses requises sont 
d’autant plus grandes que W est petit, c’est-à-dire que le milieu 
est! plus raréfié. 

‘L'expression (85,14) donne maintenant Q Æ E; en posant de 
plus vÆc, on trouve que les deux derniers termes dans (85,15) 
se æompensent et il reste 

2nNes me?gg 
F (go) = mes MZnNei* 


En extrapolant cette formule au domaine des grandes valeurs de 
l'impulsion et de l'énergie transmises, comme cela a été fait ci-des- 
sus, on obtient l'expression suivante pour le freinage d’une particule 
ultra-relativiste avec transmission d’une énergie ne dépassant pas £; 
(ayant Ei < Eimax) : 


F(ED= ÈE Va EE (85.24) 
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Ce résultat est très différent de celui qui est donné par la théorie 
habituelle des collisions, car cette dernière ne tient pas compte 
de la polarisation du milieu. Conformément à cette théorie, dans 
le cas ultra-relativiste le freinage F (£E;) continue à croître (bien 
qu’assez lentement, suivant une loi logarithmique) lors de l’aug- 
mentation de l'énergie de la particule. Quant à la polarisa- 
tion du milieu elle conduit à une écranisation de la charge telle que 
la croissance de freinage cesse, en fin de compte, et quecelui-ci tend 
vers une limite donnée par la formule (85,24) ne contenant pas f. 

Pour les particules lourdes on peut écrire une formule également 
pour le freinage total avec transmission quelconque de l'énergie, 
qui peut même atteindre Eimax (à condition toutefois que Eimax 
soit petit par rapport à l'énergie de la particule). En utilisant de 
nouveau l'expression (85,20) (où l’on peut maintenant poser v = c), 
on trouve 

FREE [in pee 1] (85,25) 


aNeïh2fe 
Nous voyons que le freinage total continue à augmenter avec la 
vitesse de la particule par suite des collisions « voisines » à grande 
transmission de l’énergie, où l'influence d'écranisation de la polarisa- 
tion du milieu n’apparaît pas. Cependant, cette croissance est un peu 
plus lente que celle qui est prévue par la théorie qui ne tient pas 
compte de la polarisation du milieu. 

Remarquons également que la présence de la densité électro- 
nique dans l’argument du logarithme dans les formules (85,24) 
et (85.25) conduit à la particularité suivante pour le freinage des 
particules ultra-relativistes: lorsqu'une telle particule traverse des 
couches de substances différentes contenant un même nombre d’élec- 
trons (par cm? de surface), le freinage se trouve être plus petit dans 
les substances où W est grand. 

Enfin, indiquons que la mesure du freinage des particules rapides 
dans la substance permet en principe de construire la fonction e (it) 
pour la substance donnée. Il est facile de voir que l’expression exacte 
pour F correspondant au cas (85,22) satisfait à la relation suivante: 

aW(F— Fo) v° 


] e2E2 


d (v?) 2e? (85,26) 


où Fa est une grandeur donnée par l’une des formules, (85.18) ou 
(85,21). F est mesuré, tandis que la dérivée d (Fou*)/d (1?) ne contient 
que des grandeurs connues (W, v) et peut être calculée. De sorte 
qu’à l’aide de (85,26) on peut faire correspondre à toute valeur de È 
une valeur déterminée de v et puis, conformément à (85,23), calculer 
la valeur correspondante de e (i£). 
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$ 86. Rayonnement Tchérenkov 


Une particule chargée se déplaçant dans un milieu transparent 
émet dans certaines conditions un rayonnement spécifique; ce 
rayonnement a été découvert par P. À. Tchérenkov et S. I. Varilov 
et expliqué théoriquement par 7. E. Tamm et I. M. Frank (1937). 
Soulignons que ce rayonnement n'a rien à voir avec le rayonnement 
de freinage qui a toujours lieu lors du mouvement d’un électron 
rapide. Le rayonnement de freinage est émis par l’électron en mouve- 
ment lors de ses collisions avec les atomes. Au contraire, dans l'effet 
Tchérenkov nous avons. en fait. un rayonnement émis par le milieu 
sous l'influence du champ de la particule en mouvement dans ce 
milieu. La différence entre ces deux types de rayonnement apparaît 
très nettement, lorsque l’on passe à la limite d’une particule de 
masse croissant indéfiniment ; le rayonnement de freinage disparaît 
alors, tandis que le rayonnement Tchérenkov reste inchangé. 

Le vecteur d'onde et la fréquence de l'onde électromagnétique 
se propageant dans un milieu transparent sont liés par la relation 


k = nol/c, où n — Ve est l'indice de réfraction réel 1). D'un autre 
côté. nous avons vu que la fréquence de la composante de Fourier 
du champ d'une particule en mouvement uniforme dans un milieu 
est liée à la composante x du vecteur d'onde (l’axe des x étant dirigé 
dans la direction de la vitesse de la particule) par la relation w — 
= k,v. Pour qu'une telle composante soit une onde se propageant 
librement, les relations 4 — nw/c et k, — w/v ne doivent pas être 
en contradiction. Notamment, comme il faut que k >. on a 
C 
v> 7 (&) ; (86,1) 
De sorte que le rayonnement à la fréquence & apparaît lorsque 
la vitesse de la particule est supérieure à la vitesse de phase des ondes 
det cette fréquence dans le milieu. 

*Soit 6 l’angle formé par la direction du mouvement de la parti- 
cule et celle du rayonnement. On a k#, — k cos 0 — (nw/c) cos 0 
et en comparant avec l'égalité Æ, — œ/r, on trouve que 

cos0——. (86,2) 


nu 
De sorte qu’au rayonnement de fréquence donnée correspond une 
valeur bien déterminée de l’angle 0. En d’autres termes, le rayonne- 
ment de chaque fréquence est émis vers l'avant dans la direction 
du mouvement de la particule et se répartit sur la surface d’un cône 
d'angle d'ouverture égal à 0 donné par la formule (86,2). La distri- 


1) Nous continuons à considérer le milieu comme non magnétique et 
isotrope. 
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bution angulaire du rayonnement et sa distribution suivant les 
fréquences sont par conséquent liées. 

L'émission des ondes électromagnétiques (s’il y a lieu) est liée 
à une certaine perte d'énergie de la particule en mouvement. Cette 
perte est une partie, bien qu'insignifiante, du freinage total calculé 
au paragraphe précédent !). En ce sens. il n’est pas correct de parler 
ici de pertes totales d’« ionisation ». En mettant à part cette partie 
des pertes totales, on peut calculer l'intensité du rayonnement 
Tchérenkov. 

Conformément à (85,9) la perte d'énergie dans l'intervalle de 
fréquence dw est donnée par l'expression suivante: 


aF= do Do(r--) de) 


2 — (0° 
( ec? v? 


où le symbole Ÿ indique qu’il faut prendre la somme avec & — 
— + |o |. Introduisons la nouvelle variable 


On a alors : ; ; 
ie? dE 

Lors de l'intégration suivant l'axe réel des £. le point singulier 
£ — 0 (pour lequel la relation q* -- k£ — k° est satisfaite) doit être 
contourné d’une certaine manière. La direction dans laquelle on 
contourne ce point est déterminée par le fait que bien que l’on consi- 
dère £ (w) comme une grandeur réelle (le milieu est transparent !), 
en réalité, elle a une certaine partie imaginaire qui, quoiqu’elle 
soit petite, est positive pour 6 > 0 et négative pour w << 0. Donc, 
£ a une petite partie imaginaire négative (ou positive) et l’on doit 
intégrer suivant le contour passant au-dessous (ou au-dessus) de 
l'axe réel. Ceci signifie que lorsque l’on a déplacé le chemin d'inté- 
gration sur l'axe réel, le point singulier doit être contourné par-dessous 
(par-dessus). Ce sont ces contours qui contribuent à dF; quant 
aux parties réelles, elles s’annulent lorsque l’on prend la somme. 
En contournant suivant des EM CSPeIeS infinitésimaux, on obtient : 


Zo($-e{ de — À $}-2ix. 


De sorte que l’on arrive jiralemene à la formule : 


dF=< (1-5) w do, (86,3) 


1) Le rayonnement de freinage n'entre pas dans ces pertes. 
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déterminant l'intensité du rayonnement dans l'intervalle de fré- 
quence dw. Conformément à (86,2) ce rayonnement est concentré 
dans l'intervalle d’angles : 


c dn 
d8= vnisinô do 


do. (86,4) 


L'intensité totale du rayonnement est donnée par l'intégrale de 
l'expression (86,3) prise sur toutes les fréquences dans le domaine 
de transparence du milieu. 

Il est facile de trouver également la polarisation du rayonnement 
Tchérenkov. De (85,7) on voit que le potentiel vecteur du champ 
du rayonnement est dirigé suivant la vitesse v. Le champ magné- 
tique H4 = ik X AL est dirigé, par conséquent, perpendiculairement 
au plan passant par v et la direction k du rayon. Quant au champ 
électrique (dans la « zone d'ondes » du rayonnement), il est perpen- 
diculaire au champ magnétique et se trouve donc dans le plan indiqué. 

En terminant l'étude du rayonnement d’une particule en mouve- 
ment dans un milieu matériel mentionnons encore un effet prédit 
par V. Ginzburg et I. Frank : une particule doit rayonner lorsqu'elle 
passe d’un milieu à un autre. Ce rayonnement de « transition » 
est en principe différent du rayonnement Tchérenkov, car il doit 
avoir lieu quelle que soit la vitesse de la particule, et non pas 
seulement pour des vitesses supérieures à la vitesse de phase de la 
lumière dans le milieu. Ce rayonnement n'a rien à voir non plus 
avec le rayonnement de freinage (qui apparaît également lorsque 
des particules chargées tombent sur la surface de séparation de deux 
milieux). Tout comme pour le rayonnement Tchérenkov, la diffé- 
rence apparaît tout particulièrement lorsque l’on passe à la limite 
d'une masse infiniment grande — le rayonnement de freinage dispa- 
raît alors, tandis que le rayonnement de « transition » reste !). 


{ 1) Pour la démonstration assez simple des formules pour le rayonnement 
d8 « transition » voir G. M. Garibyan, Soviet Physics JETP 6 (33), 1079, 1958. 


CHAPITRE XIII 


FLUCTUATIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


$ 87. Fluctuations de courant 
dans les circuits linéaires 


Appliquons la théorie générale des fluctuations (voir V, $ 126, 
127) à l'étude des fluctuations de courant dans les circuits électriques 
linéaires (cette question a été étudiée pour la première fois par 
H. Nyquist, 1928). 

Les fluctuations de courant sont des oscillations libres (c’est- 
à-dire qu’elles ont lieu en l’absence de force électromotrice appliquée) 
du courant dans le conducteur. Dans un circuit linéaire fermé les 
plus intéressantes sont les oscillations donnant lieu à l'apparition 
d’un courant total J. Ci-dessous nous supposons remplie la condition 
de quasi-stationnarité, c'est-à-dire que les dimensions du circuit 
sont petites par rapport à la longueur d’onde À — c/w. Le courant 
total J est alors le même dans toutes les parties du circuit el n’est 
fonction que du temps. 

Comme nous nous proposons de trouver la distribution spectrale 
des fluctuations de courant. choisissons J pour grandeur x figurant 
dans les formules générales (V, $ 126, 127). Pour faire apparaître 
le sens de la grandeur a supposons que le circuit contient une force 
électromotrice extérieure 6. La dissipation d'énergie dans le circuit 
est alors Q—J68. En comparant avec la formule (127.7) de V,ilest 


facile de voir que Î = — € ou, en supposant dans cette relation 
linéaire f et & proportionnelles à e-—i”!, on a 


E= iof. 


D'un autre côté, le courant et la f.é.m. dans un circuit linéaire 
sont liés par la relation & = ZJ, où Z (w) est l'impédance du circuit 
{voir $ 47). On a donc 


30—532 
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on en conclut que œ(w)—iw/Z(w). La partie imaginaire est 


» io (®] 
œ Im er R, 


où R (w) — Re {Z (w)}. Pour les formules ci-dessous, la nature des 
effets conduisant à la dispersion de la résistance du circuit est sans 
importance. 

Conformément à la formule (126.9) de V, on trouve maintenant 
pour les fluctuations de courant cherchées | 


(ho = IR Rcoth#> . (87,1) 


Cette formule peut être modifiée pour donner les fluctuations de 
courant comme le résultat de l’action d'une f.6.m. aléatoire €, — 
= Z(w) J,. On a ainsi 


(E) = 2e R(o)coth 2e . (87,2) 
Dans le cas classique (fo & AT): 
(8°) = LR (0). (87,3) 


$ 88. Fluctuations des champs électromagnétiques 


Les grandeurs électromagnétiques E, H, . .. figurant en électro- 

dynamique macroscopique sont obtenues en prenant la moyenne, 
cette opération pouvant être divisée en deux étapes. Si l’on part, 
pour plus de simplicité, d'une explication classique, on peut distin- 
guer d’abord la moyenne dans un élément de volume infinitésimal 
pour une disposition donnée de toutes les particules, puis la 
moyenne de la grandeur obtenue sur le mouvement des particules. 
Lorsque l'on considère les fluctuations électromagnétiques, il s’agit 
d'hscillations temporelles de grandeurs dont on a pris la moyenne 
dans des volumes physiquement infinitésimaux; ci-dessous toutes 
les grandeurs seront prises dans ce sens. 
- «Il faut remarquer que, lors d’une étude quantique, il s’agit évidem- 
ment de moyenne dans le volume non pour la grandeur physique 
elle-même, mais seulement pour son opérateur; puis on doit détermi- 
ner l'espérance mathématique de cet opérateur à l’aide des probabi- 
lités quantiques. Donc, en toute rigueur, les grandeurs E. H, ... 
figurant ci-dessous doivent être prises comme des opérateurs quanti- 
ques. Ceci ne change cependant pas les résultats de la théorie exposée 
ci-dessous, et pour simplifier l'écriture des formules nous allons 
considérer toutes les grandeurs comme classiques. 

Par suite des oscillations fluctuationnelles de la disposition et 
du mouvement des charges, des moments électriques et magnétiques 
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locaux spontanés apparaissent dans le corps. Désignons respective- 
ment par K/4x et L/4n ces moments rapportés à l'unité de volu- 
me du corps. Ces moments sont, en un certain sens, analogues 
à la polarisation spontanée des corps pyro-électriques et à l’aiman- 
tation spontanée des corps ferromagnétiques, mais en diffèrent 
évidemment par leur valeur moyenne qui doit s'annuler. La rela- 
tion entre l'induction et l'intensité des champs fluctuationnels, 
électrique et magnétique, est donnée par les formules: 


Di = 8rxEr + Ki, Bi= un + Li, (88,1) 
et pour leurs «composantes de Fourier» on a 
Die = Ein (©) Exo + Kw, 


Bio = Lin (©) Hiw + Liw- (88,2) 

Les équations de Maxwell seront alors: 
(rot Es); — L (tin Ho + Liw), (88,3) 
(rot Ho): = — © (Ein En + Kin)- (88,4) 


Nous appellerons K et L les inductions « étrangères » fluctuationnel- 
les; cette appellation est évidemment conventionnelle et ne fait 
que souligner la manière formelle dont elles ont été obtenues et non 
leur nature. 

Pour pouvoir utiliser les formules générales obtenues au V, $ 127, 
il est indispensable d’établir la correspondance entre les grandeurs 
électromagnétiques considérées ici et les grandeurs z,, f, figurant 
dans la théorie générale. Pour cela nous allons utiliser l’artifice 
suivant. D'une manière purement formelle supposons que les gran- 
deurs K et L ne sont pas les moments apparus spontanément, mais 
le résultat de l'action extérieure se réduisant à l’introduction dans 
le corps de certaines charges et de certains courants. Calculons la 
variation correspondante de l'énergie du corps. 

A cette fin remarquons que l'équation de la conservation de 
l'énergie sous sa forme déduite des équations de Maxwell s'écrit : 


1 9D 0B c 
Var (Er +} = Ex Hat 
ou, après substitution de (88,1), 
1 2 ,= ô ,- 
Vr {Er ŒGnEr)+ Hi (nb) } = 
c à 1 4K ôL 
30* 
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On voit que la variation d'énergie qui est liée à « l’action exté- 
rieure » considérée est donnée La l'intégrale 


7x | {ES HS} a. (88,5) 


Dans V, $ 127 nous avons considéré une série discrète de grandeurs 
fluctuantes zx,, tandis que nous avons à faire maintenant à une 
série continue (valeurs du champ en chaque point du corps). Pour 
l'instant, nous allons surmonter cette difficulté d’une manière pure- 
ment formelle, en divisant le velume du corps en domaines petits 
mais finis AV et en considérant certaines valeurs moyennes du champ 
dans chacun d'eux; nous passerons aux éléments infinitésimaux 
dans les formules finales. Ainsi, au lieu de l'intégrale dans (88,5), 


on écrit la somme: 
7 D {ES +H<) AV 


pour tous les domaines AV. 

En comparant cette expression avec l'expression (127,7) de V, 
on voit que si pour les grandeurs x, on choisit les composantes des 
vecteurs EAV/4n. HAV/4x dans chacun des domaines AV, les 
grandeurs correspondantes f, seront les composantes des vecteurs 
K et L: 


ES. HT; 
AT (88,6) 
fa — K, L. 
Les relations (127,11) du V 
fav = 2 a à (©) Zbo (88,7) 


reliant f, et 2, sont ici nn le es par les équations de Maxwell 
Be 3) et (88,4) qui donnent 


Kiw + — &ikEro ++ (rot H,, 
(88,8) 


PS 


Lio = — pro (rot E,. 
On trouve les coefficients a;} en comparant (88,8) et (88,7) compte 
tenu des définitions (88.6), les indices a, b numérotant les compo- 
santes des vecteurs E. H et les domaines où l’on prend leurs valeurs. 
Les opérateurs différentiels rot dans (88,8) doivent alors être 
interprétés comme des opérateurs de différence, définis pour un 
système discret de points (par exemple pour les centres des domai- 
nes AV). La forme réelle de ces opérateurs n’a d’ailleurs aucune 
importance, car pour la suite il suffit de remarquer que, dans les 
deux égalités (88,8), les opérateurs appliqués respectivement à H, 
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et E, sont purement imaginaires et ne diffèrent que par le signe. 
Ceci signifie qu'entre ceux des coefficients aÿ qui relient les valeurs 
des grandeurs K et L (en un point donné de l’espace) respectivement 
aux valeurs des grandeurs H et E en des points différents de l’espace. 
on a la relation suivante: 


dar = (ai)*. 


Conformément à la formule générale (127,12) de V, on a immé- 
diatement 


(KP LE)» =0, (88,9) 


où les indices (1) et (2) signifient que les grandeurs sont prises aux 
points de rayons vecteurs r, et r.; la formule (88,9) est vraie tant 
pour Fr, FF: que pour Fr, = Fo. 

Puis, la première égalité (88,8) (compte tenu de (88,6)) mon- 
tre que ceux des coefficients &i qui relient les valeurs ÆX;, aux 
valeurs £,, sont égaux à —e;,41/AV, si K, et E, se rapportent 
à un même point de l’espace, et ils sont égaux à zéro si les valeurs 
de K, et de E, sont prises en des points différents. Conformément 
à (127,12) de V, on a donc: 


(KPKP)e = 0 (r#r2), 
(KiKr)o = il (t— ex) 4 coth 5e 
En passant maintenant à la limite AV — 0, on peut évidemment 
écrire ces deux formules sous une forme MS 
(KPKE Vo = il (ef; — ex) Ô(re—r;) coth ?® __ } (88,10) 


où r;, r, sont les rayons vecteurs de deux points quelconques du 
corps. Ci-dessous nous allons supposer que le corps ne se trouve pas 
dans un champ magnétique constant extérieur ; on a alors €;, = Ex 
ct (88,10) peut s’écrire sous la forme suiv De. 


(KPKP)5= 2h eFrÔ (r2—ri) coth À a . (88,11) 
D'une manière tout à fait analogue, on obtient la formule: 
(LP LP), = 20 (r2— r,) coth ee : (88,12) 


Ainsi, les fluctuations des inductions « extérieures » en différents 
points du corps ne sont en corrélation mutuelle qu'à la limite, 
lorsque la distance entre les points tend vers zéro (r;: —+ r;). Il est 
évident que cette limite doit être prise dans le sens macroscopique; 
l'affirmation qui vient d’être faite signifie qu'en réalité la corréla- 
tion de ces grandeurs n'est étendue qu'à des distances atomiques. 
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Il est important de souligner que les formules de corrélation pour 
les inductions « externes » ne dépendent pas de la forme géomé- 
trique du corps; en ce sens elles sont universelles. 

Les formules (88,11), (88,12) peuvent être modifiées pour le 
domaine des fréquences relativement basses (domaine « quasi sta- 
tionnaire »), où le tenseur e;, peut s’écrire en fonction du tenseur 
de conductibilité constant (ne dépendant pas de la HRÉqRenee) Oik 
sous la forme: 


en = 0, (88,13) 


On introduit alors au lieu de K la nouvelle grandeur j conformé:- 


s . 


ment à j — ou 


1 
A | 
j= — 7 Ke. (88,14) 


Le sens de cette grandeur apparaît dans la forme suivante de 
l'équation (88,4): 


(rot Hs): = Æ (OR E rw + fiw)- (88,15) 


On voit ainsi que la densité de courant fluctuationnelle totale 
est o;nEx + ji. de sorte que le vecteur j est sa partie « externe » 
qui n’est pas liée au champ électrique E. Pour la gamme de fréquen- 
ces où (88,13) est vraie et pour des températures qui ne sont pas trop 
basses. on a ÀT © fw. de sorte que coth (iw/27)&2T/ñw. L'expres- 
sion (88,11) prend alors la forme 


GP) = Gund (r2— ri). (88,16) 


La formule (88,16) a été obtenue (d’une autre manière) par 
ne A. Léontovitch et S. M. Rytov (1952), et les formules (88,11), 
( 12) par S. M. Rytov (1953). L'ensemble de ces formules et des 
- équations (88,3-4) permet en principe de calculer les fluctuations 

électromagnétiques dans tout corps. On procède alors de la manière 

“süivante. En considérant K, et L, comme des fonctions données 
des coordonnées, on résout les équations (88,3), (88,4) par rapport 
à E, et H, compte tenu des conditions aux limites de continuité 
des composantes tangentielles E, et H, sur la surface du corps (hors 
du corps on a évidemment K = L = 0, mais E et H sont différents 
de zéro). On obtient finalement E,, H, exprimés sous la forme de 
certains fonctionnels linéaires de K,,. L,. Donc, toute grandeur 
quadratique (bilinéaire) par rapport à E,, H, s'exprime par des 
fonctionnels quadratiques de K,.. L, ; puis on calcule leurs valeurs 
moyennes à l’aide des formules (88,11), (88,12), K,, L, ne figurant 
alors plus dans le résultat. 
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Considérons l'exemple des fluctuations électromagnétiques dans 
un milieu isotrope illimité (S. M. Rytov, 1953). Supposons que la 
na magnétique du milieu est égale à l'unité; on a alors 

= 0, et on peut également poser L = 0. Ainsi, les équations 
(88. 3) et (88,4) s'écrivent : 


rot Eu = i + He, 


(88,17) 
rot Ho = — i © (Eu + Ku), 
et 
(KPKP )o= 2h" 0120 (r2—r:) coth . (88,18) 
Ecrivons K, sous la forme d’une ns de Fourier spatiale 
Kat Ÿ g (p) efPr d‘p. (88,19) 


Alors 
+00 


ge (P=gr À Kolr)e-rar, g5(p= ge (—p). 


Calculons la fonction de corrélation des composantes de g,, (p). Pour 
cela écrivons leur produit sous la forme de l'intégrale double 


+00 
Eto (P) 8e (Pr À Ÿ Kio (r1) An (re) et (pri tre dr dors. 


En prenant la moyenne conformément à 
Kio (11) Know: (r2) = (KŸVKE’)o Ô (© + &'), 
en sübstituant (88,18) et en cffectuant l'intégration (d°r, ou dfr:), 


on obtient, par suite de la présence du facteur 6 (r: — r;) dans 
l'expression sous l'intégrale : 


—+oo 
a ; ; ho 1 L ; 
Lio (P) £kw’ (p°)=2h €" à (0 +") dx Coth 7 Gays \ et (+p9r dir 
et finalement : 


Bio (P) 8ho (P) = 72 CT (ww) ô(p+p')coth 5e . (88,20) 


Nous allons résoudre les équations (88,17) par la méthode de 
Fourier. K,, étant mis sous la forme de l’intégrale de Fourier (88,19), 
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pour E, et H, on pose: 
+0 ; +00 
E, = \ a(phevrdp, H,=+ \ (pXa) eirr d'p. 
—00 —00 
Par là même, la première équation de (88.17) se trouve satisfaite. 
et la substitution dans la seconde équation donne: 
pX(pXa)= — (ea +3), 


_ keg—p (p£) 
e(p°—ek?) © 


d'où 


En utilisant cette expression et la formule (88,20), on obtient 
le résultat suivant pour la corrélation des composantes de Fourier 
du champ électrique: 


dis (P)&kw(p°) = 
ho k6]e[? 0x — pipn [k? (e+e*) — p°] 
= zip 0 (P+p') 6 (w-+w') coth 2e De peer 
(88,21) 
Enfin, la transformation de Fourier inverse donne la corrélation 
spatiale du champ oe fluctuationnel, soit : 


E;s (r1) Eÿs (re )= = N j Œiw (p) GR’ (p° } et (pr1+p’r2) d&p d&p'. 


Par suite de la présence de la fonction ô dans (88,21). l’une des 
intégrations s'effectue immédiatement. Pour effectuer la seconde 
intégration il faut développer l'expression (88,21) en fractions 
simples, puis utiliser les formules 
+oo + $ 
à eipr e”*r ipr 22 #7 

e Pipre PT 5) _om 2 fe ) : 
SF pe PP À pre PPS NE om er. 
—œ —œ 
_la première de ces formules s ’obtient en prenant les composantes 
© de Fourier des deux du de la relation 


(A— x?) < 


= — 4nû (r), (88,22) 


et la seconde en prenant la dérivée de la première. 
On pu ra 


(EP EF), = za C0 oth À SF E (ex Ver eh Ver) 5, + 


pie . ter Vire V=mr)]}, (88,23) 


Ke ER 
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où r— |r: — r |, et le signe de la racine carrée V —e doit être 
tel que Re V — € > 0. En particulier, en simplifiant sur les indi- 
ces i, k et en utilisant la relation (88,22), on trouve: 

e ñ ho f2k? _. 8nie” 
(EVE®), = 7 coth TU (e—* VEr_e-h Ver) + à (r)} . 


Te 
(88,24) 


D'une manière analogue, on peut calculer la corrélation entre les 
différentes composantes H, et la corrélation entre H,, et E, ; nous 
n'allons pas nous arrêter sur cette question. 


$ 89. Rayonnement noir dans un milieu transparent 


La présence du facteur €” ou u” dans les formules (88.11) et 
(88,12) fait apparaître clairement la relation entre les fluctuations 
électromagnétiques et l'absorption dans un milieu. Mais si l’on 
passe à la limite €” —+ 0 (en supposant en même temps que €’ >> 0) 
dans la formule (88.23) ou (88.24), on obtient une valeur finie. diffé- 
rente de zéro. Ceci provient de la différence des ordres de grandeur 
lors du passage aux deux limites : des dimensions infiniment grandes du 
milieu et un e” nul. Comme dans un milieu infini mêmeun £”infinitési- 
mal conduit en fin de compte à l’absorption, le passage à la li- 
mite que nous avons utilisé donne le résultat pour un milieu 
transparent, dans lequel. comme dans tout milieu réel, l'absorption 
est toujours différente de zéro bien que petite. 

Nous allons effectuer dans la formule (88,24) le passage à la 
limite indiqué. Pour cela remarquons que pour €” petit, on a: 


RS ne & 7 2” 
V—e=V ei z—iVe (1452) : 
Rs TT on : 7 7 
Ve =V —e ie ziVe (1—i - ) ; 
le choix des signes dans les deux expressions est déterminé par la 


condition exigeant que leurs parties réelles soient positives. Donc, 
à la limite &” — 0 on obtient: 


oh ( c nr) ho 
per — 07 CPE Éd 
(EME), — TE = coth DT 


où n = Ve est l'indice de réfraction. Vu l'absence de terme avec 
une fonction 6 cette expression reste finie partout, même lorsque 
les points r, et r, coïncident : 


(Et) = n coth 2 . (89,1) 
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La densité spectrale de l'énergie du champ électrique (par cmÿ 
de volume du milieu) est donnée par l'expression (voir (61,10) et 
(121,6) de V) suivante: 


m2 (E?), 0) d fre). 
En y substituant (89,1) on obtient : 


oShn d (n°) 
4n2cs do 


ho 
coth ST : 


D'une manière analogue, on peut calculer la valeur moyenne du 

carré du champ magnétique. Il se trouve alors que (H°), -= € (E°),, 

donc l'énergie magnétique est 
1 9 _ wAn3 
3x 2H Jo = Zntes ances © 


coth#> 


(nous ne donnons pas ici les calculs ee car le résultat 
obtenu est assez évident de lui-même). 

Ainsi, la densité spectrale totale de l’énergie électromagnétique 
du champ fluctuationnel est égale à 


oh d (n°) ho ho ho œn? d 
An°c3 (r do +6) coth 7 — (F+ ho ) nc do (no). 
RT 
—1 


Le premier terme entre parenthèses est lié aux oscillations nulles 
du champ. Quant au second terme, il donne l'énergie du rayonnement 
électromagnétique d'équilibre thermodynamique dans un milieu 
transparent (c'est-à-dire l'énergie 7 rayonnement noir): 

ñ 2n2 

D ee du). (89,2) 


ho nc do 


£ Cette formule aurait pu être obtenue sans l'introduction des 
fluctuations, par généralisation de la formule de Planck pour le 
rayonnement noir dans le vide. Conformément à cette dernière, 
d'énergie du rayonnement noir (par unité de volume) pour des com- 
posantes du vecteur d'onde dans les intervalles dk, dk,. dk, est 
donnée par la formule 

ho 2dkx dk, dk, 

Fo En — 


e“T 24 


(le facteur 2 tient compte des deux directions de polarisation). 
Pour obtenir la densité spectrale de l'énergie il faut donc remplacer 
dk, dk, dk, par 4nk° dk et substituer À — w/c. Lorsque l’on passe 
du vide à à un milieu transparent, il suffit de poser # — nw/c au lieu 
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de k =: w/c, c'est-à-dire écrire: 


ke dk = ke Edo = ECO) 
[A] 


ce qui donne la formule (89,2). Remarquons que cette dernière 
reste également vraie pour u = 1, lorsque nr est égal à Ven. 


$ 90. Forces d’attraction moléculaire 
entre les corps solides 


La théorie des fluctuations électromagnétiques peut être appli- 
quée au calcul des forces d'interaction de deux corps macroscopiques 
quelconques dont les surfaces sont très voisines (£. M. Lifchitz, 
1954). Ci-dessous nous supposerons seulement que les distances 
entre elles sont grandes par rapport aux distances interatomiques ; 
cette condition permet d’étudier la question d'une manière purement 
macroscopique. 

On peut supposer notamment que l'interaction des corps a lieu 
par l'intermédiaire du champ électromagnétique fluctuationnel qui 
existe toujours à l’intérieur de tout milieu absorbant s'étendant 
même à l'extérieur de celui-ci. Si l’espace entre les surfaces des corps 
est vide. ce mécanisme de transmission de l'interaction est de toute 
évidence responsable de l'effet. 

Représentons-nous les corps en interaction comme deux milieux 
remplissant des demi-espaces limités par deux plans parallèles 
se trouvant à la distance /. Le champ électromagnétique fluctuation- 
nel dans les deux milieux et dans le jeu est donné par la solution 
des équations (88,17) :), avec les conditions aux limites correspon- 
dantes (composantes tangentielles de E, et H, continues) sur les 
deux surfaces. Le plus simple est de chercher la solution sous forme 
d'intégrales de Fourier des fonctions cherchées (et de la grandeur K,,) 
par rapport aux coordonnées transversales y, z (axe des x perpendi- 
culaire au plan de la fente), après quoi on obtient un système d'équa- 
tions linéaires différentielles non homogènes permettant de déter- 
miner le champ en fonction de x. Sa solution est donnée pour les 
champs E,. H, sous la forme d'expressions contenant sous les 
intégrales les champs «extérieurs » fluctuationnels K,4, et K 
dans les deux milieux. En fait, il suffit d'obtenir sous forme explici- 
te les champs E,, H, seulement dans l’espace de la fente, car la 
force F, d'attraction mutuelle (par cm° de surface de chacun des 
corps) peut être calculée en fonction du champ, comme la composante 
zx du tenseur des contraintes de Maxwell, dont on a pris la moyenne 


| 1) La perméabilité magnétique des deux corps est supposée égale à 
‘unité. 
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statistique à l’aide de la formule (88,18). Comme tous les calculs 
sont effectués seulement pour les composantes spectrales du champ, 
il faut encore intégrer F, sur toutes les fréquences pour obtenir 
la force totale d'attraction cherchée F 1). 


ee ee 
re 


Fig. 43 


Les calculs correspondants sont assez complexes; nous donnons 
seulement la formule définitive pour la force ©): 


oo 2ipol 


ue 2 ko [Psp (stp) ee _ 4717! 
Ps Ref À parcotor (éme à 1] + 


2ipol 


(sien) (een) ER (7 
de (S1—E1p) (52— 2) © 1] } dp do, (90,1) 


où E€y (w), E>(w) sont les perméabilités diélectriques des deux 
corps, et 


n=Va@)-TFP, s=Vet@)-1+r, (90,2) 


letsigne de la racine étant pris de telle sorte que la partie imaginaire 
dé s soit positive #). Les chemins d'intégration sont donnés sur la 
fig. 43,a: l'intégration sur dw s’effectue sur les valeurs réelles de 


CA 


1) Le calcul donne F,, contenant un terme divergent lors de l'intégration 
sur dw. Cependant, ce terme divergent ne dépend pas de la distance / et 
représente la ia du rayonnement noir agissant sur la surface dans le vide. 
Dans des conditions réelles ces forces qui agissent sur le corps de toute part 
se compensent mutuellement. Ainsi, ce terme n'a rien à voir avec la force d’at- 
traction des corps qui nous intéresse et doit, par conséquent, être omis. 

2) Voir £. M. Lifchitz, Soviet Physics JETP 2, 73, 1956. Un autre pro- 
cédé basé sur la méthode des fonctions de Green a été utilisé dans /. E. D:ia- 
lochynski, E. M. Lifchitz, L. P. Pitaerski, Advances in Physics, 10, 165, 
1961. 

3) Comme la partie imaginaire de l'expression sous le radical (e”) est pa- 
sitive, on aura Re s > 0 si Im s > 0. 
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O à oo. et sur dp sur l'axe réel de 1 à O, puis sur les valeurs imaginai- 
res de Ü à ico. 

Si la température du corps peut être supposée égale à zéro (voir 
ci-dessous), coth (fw/27T) dans (90,1) est égal à l’unité. Considérons 
la formule (90,1) comme cas particulier. 

La formule (90,1) n'est pas commode tant par sa forme complexe 
que par le fait que l’expression sous l'intégrale contient le terme 
oscillatoire e-*iP@t/c (sur la partie imaginaire du chemin d'inté- 
gration sur dp). Ceci rend particulièrement difficile le calcul de 
l'intégrale pour des grandes valeurs de !, lorsque les oscillations 
sont très rapides. On peut éviter cette difficulté en changeant les 
chemins d'intégration dans les plans des variables complexes « 
et p. Notamment. on peut déplacer simultanément ces chemins 
de telle sorte que l'intégration sur dp ne soit faite que sur les valeurs 
réelles, et sur do sur les valeurs imaginaires (fig. 43,b) ; l'exposart 
dans e-*iPal/c sera alors partout réel !). 


On obtient alors l’expression suivante pour la force d'interaction 
(pour T = O0): 


cs (fre ([étnetn TT + 


0 1 
(sitep)(s2tep) } 
+ Érnre) (S2—e2p) 4) dpdes | (608) 
On a introduit ici la désignation w — &Ë pour les valeurs imaginaires 
de w, tandis que &, et €, sont partout des fonctions réelles €; (iE) 
et e> (it). Le signe Re est omis, car l’expression écrite est de toute 
évidence réelle. La formule (90,3) permet en principe de calculer 
la force F pour une distance ! quelconque, si toutefois on connaît 
les fonctions & (iE) pour les deux corps. Ces fonctions peuvent être 
exprimées en fonction des valeurs de la partie imaginaire de & (w) 
pour des w réels, conformément à la formüle (62,17). De sorte que 
l’on peut dire que la loi d'interaction des corps est entièrement 
déterminée lorsque l’on se donne la fonction €” (w). 
Considérons le cas limite de distances / petites par rapport aux 
longueurs d’onde de base À, figurant dans le spectre d'absorption des 
corps en question. Les températures, dont il peut être question pour 
les corps condensés, sont en tout cas petites par rapport aux valeurs 
jouant ici un rôle #w — fiwo (où wo — 21c/h0). On peut donc poser 
T = 0 et utiliser par conséquent la formule (90,3). 


1) La condition rendant cette transformation ossible est l'existence d’un 
déplacement simultané des deux chemins tel que l'expression sous l'intégrale 
ne passe jamais par ses pôles. Une étude spéciale basée sur les propriétés gé- 


nérales de la fonction e (w) (données au $ 62) montre qu'un tel déplacement 
est possible. 
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Par suite de la présence d’un facteur augmentant exponentielle- 
ment, soit e2Pël/c, dans les dénominateurs de l’expression sous l'inté- 
grale ce sont les valeurs de p telles que pl£/c — 1 qui jouent un rôle 
essentiel lors de l'intégration sur dp. On a alors p > 1. Lorsque l'on 
calcule les termes principaux, on peut donc poser s Æ 5 & p. 
A cette approximation le premier terme entre crochets dans (90,3) 
s’annule. Quant au second terme, après avoir introduit la variable 
d'intégration x — 2plE/c, on a 


F= ( ( TEE (90,4) 
a —1/ (e— 


(la limite inférieure 21E/c de l'intégration sur dx est nulle à cette 
même approximation). 

La formule (90,4) donne la force d'attraction dans le cas limite 
des petits /. Elle se trouve être inversement proportionnelle au cube 
de la distance. La fonction e (ëE) — 1 décroît d'une manière mono- 
tone lorsque £ augmente et tend vers zéro. Donc, les valeurs de E, 
à partir d'un certain Es, ne donnent plus de contribution importante 
à l’intégrale; la condition d’un / petit signifie que l’on doit avoir 
L& c'Eo. 

Nous allons montrer comment dans (90,4) on passe à la limite 
à l’interaction des atomes isolés. Pour cela supposons, d'une manière 
formelle, que les deux milieux sont suffisamment raréfiés. Les 
différences €; — 1 et €; — 1 sont alors voisines de zéro et. à la 
précision requise, (90,4) donne: 


* de 
F= ps \ \ ae (e, — 1) (82 — 1) dx dt — 
0 0 


2e | le (GE) — tee (D) — 1148. 
È 0 


En exprimant € (it) en fonction des valeurs de &” (w) sur l'axe 
SL pe on a conformément à (62,17): 


Ÿ te, —11te D 412 _ Fi ( (RO DE QD dE do dos = 
0 GC 


2 À € eï (os) ef (ue) 
= {ist doi dos 


et pour la force F, on trouve alors: 


h co 
F= sr | ( SDS (@) Jo, du. (90,5) 
0 


O1 + De 
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D'un autre côté, la force d'interaction des milieux raréfiés peut 
être considérée comme le résultat de l'interaction des différentes 
paires de molécules. La force (90,5) correspond alors à l'interaction 
des molécules dont l'énergie dépend de la distance R entre elles 
de la manière suivante: 


= _sn € € Eu ) ez (@e) 
U= — sur { (LEE do, du, (90,6) 
0 


où est le nombre d’'atomes par unité de volume. La formule (90,5) 
s'obtient par intégration sur les deux demi-espaces séparés par la 
fente de largeur / et par dérivation ultérieure de l'énergie totale par 
rapport à la distance /. La formule (90,6) coïncide avec la formule 
de F. London obtenue à l’aide de la théorie des perturbations de la 
mécanique quantique, appliquée à l'interaction dipolaire de deux 
atomes. Lorsque l’on compare ces deux formules, il faut tenir compte 
du fait que e”” (w) est liée à la densité spectrale f (w) des « forces 
d’oscillateurs » par la relation (62,13); quant aux forces d'’oscil- 
lateurs, elles s'expriment en fonction des carrés des éléments matri- 
ciels du moment dipolaire de l'atome. Nous voyons ainsi comment 
une formule microscopique peut être établie à partir d'une formule 
macroscopique. 

Passons maintenant au cas limite inverse des distances grandes 
par rapport aux longueurs d’onde de base du spectre d'absorption 
des corps (1 5 À). Comme ci-dessus nous allons, pour le moment, 
supposer la température nulle. 

Dans la formule générale (90,3) nous introduisons de nouveau 
une nouvelle variable d'intégration x — 2pl£/c, mais on laisse p 
et non Ë ou la seconde variable: 


F— 


mer | 


(s1+ p) (i+p)(stp) , 
F{ Csi—P)(s2—P) (s2—P) * 11" + 


(s1+e1p) (s2 + e2p) & 
+ (Si —21p) (s2—82p) © il ‘}dpdz, 


eme(is): s=) ei a) —1+P. 


Par suite de la présence de € dans les dénominateurs, dans l’inté- 
grale sur dx ce sont les valeurs de x — 1 qui jouent un rôle important 
et, comme p > 1, l'argument de la fonction € pour de grands L est 
voisin de zéro pour tout le domaine suffisamment grand des valeurs 
des variables. On peut donc remplacer €, et e, simplement par leurs 
valeurs pour & — 0, c’est-à-dire par les perméabilités diélectriques 
électrostatiques que nous désignerons par £&i19, €9. Pour les métaux 
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la fonction € (w) tend vers l'infini lorsque w — 0; donc dans ce cas 
un doit poser £ = ©. 


On obtient ainsi le résultat définitif suivant: 


(s10+ P) (520 p) (s20+P) ,x 
= gen N E (s10— P) (529 —P) (520—P) 1] + 


+ (S10 —E10P) (520 — E0P) 1] ‘} dpaz, (90, 7) 


S0=V E0—1+p°, 520 = V E0—1+p. 


La force d'attraction se trouve ici inversement proportionnelle 
à L. Le fait que, dans ce cas limite, elle ne dépend que des perméabi- 
lités diélectriques électrostatiques des deux milieux est particulière- 
ment remarquable. 


Considérons certains cas particuliers. Le cas de deux métaux 
conduit à un résultat particulièrement simple. En posant dans (90,7) 
£10 — 20 — ©, on obtient: 


_z3 dpdz_ _he 2 
= ar 5 N “pi(e*—1) 13240? (90,8) 


Cette force ne dépend pas du type de métal (cette propriété n'existe 
pas pour des distances faibles, car la valeur de l'interaction dépend 
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de la fonction e (i£) pour toutes les valeurs de E et pas seulement 
pour £ — 0)!). 

Pour deux diélectriques identiques (819 — £20 — €o) nous allons 
donner le résultat obtenu à partir de (90,7) par intégration numérique 


__ he a? feo—1\2 
F=- sg (=) @ (&o), (90,9) 


où  (£0) est une fonction dont les valeurs sont données sur le graphi- 
que de la fig. 44. 

Enfin, passons dans la formule (90,7) à l'interaction des molécules 
individuelles. Tout comme ci-dessus nous allons supposer les deux 
milieux suffisamment raréfiés, c’est-à-dire les différences £&i9 — 1 
et £&0 — 1 petites. En ne conservant dans l'expression sous l’inté- 
grale dans (90.7) que le premier terme non nul du développement 
par rapport à ses différences, on obtient: 


_ 1—2p2+2 
Fe (= < dx f IRL ap (e10—1) (E20— 1) 
Î 
ou . 
” 
Fe (e10— 1) (80 — 1). (90,10) 


Cette force correspond à l'interaction des molécules d'énergie 
suivante: 


23hc (e19—1) (829—1 23h 
= HORT Lo 9 Em 0 TT CU, (90,11) 


où œ,a> sont les polarisabilités statiques des deux molécules. Cette 
formule coïncide avec le résultat du calcul quantique de Casimir 
et Polder (1948) pour le cas de l'attraction de deux molécules à des 
distances suffisamment grandes, lorsque les effets d'interaction 
retardée deviennent sensibles. 

Tandis que pour déterminer la force d'interaction dans le cas 
limite des distances petites, on peut en fait toujours supposer la 
température du corps nulle, l'influence de la température peut 
devenir importante pour des distances considérables. La tempéra- 
ture caractéristique liée à la distance ! est hc/l et la condition per- 
mettant de poser T = O0 est IT/hc & 1. Pour des températures suffi- 
samment basses cette condition est évidemment toujours compatible 
avec la condition ! © À. Mais pour des températures élevées ces 
deux conditions peuvent se trouver être contradictoires, et le domai- 
ne où la loi limite (90,7) est applicable n'existe pas ?). 


1) La formule (90,8) a déjà été obtenue par Æ. B. G. Casimir (1948) par 
une autre méthode. 

2) Sur l'influence de la tem ue sur la force d'adhésion— voir les travaux 
mentionnés dans la note 2 de la page 476. 
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CHAPITRE XIV 


DIFFUSION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


$ 91. Théorie générale de la diffusion 
dans les milieux isotropes 


Dans la théorie de la propagation des ondes électromagnétiques 
dans les milieux transparents exposée dans les chapitres IX-XI, 
nous avons complètement négligé l'effet de diffusion, qui, bien qu'il 
soit faible, a une grande importance de principe. Cet effet consiste 
en l'apparition d'ondes faibles (« diffusées ») dont les fréquences 
et les directions diffèrent de la fréquence et de la direction de pro- 
pagation de l’onde principale. 

La diffusion est due à un changement du mouvement des charges 
entrant dans la composition du milieu sous l'influence du champ 
de l'onde incidente; ce changement entraîne l'émission d’ondes 
nouvelles dites diffusées. L'étude du mécanisme microscopique de 
la diffusion doit être basée sur la mécanique quantique; cependant 
ceci n’est pas indispensable pour l’étude macroscopique exposée 
ci-dessous. Nous nous limiterons donc à quelques brèves remarques 
sur le caractère des processus conduisant, lors de la diffusion, à un 
changement de fréquence des ondes. 

‘Le type essentiel des actes élémentaires de la diffusion est 
r absorption d’un quantum initial #@ par le système diffusant avec 
émission simultanée d’un autre quantum #w’. La fréquence wo” du 
quantum diffusé peut être tant inférieure que supérieure à la fréquen- 
ce w (ce sont respectivement La diffusion Stokes et la diffusion anti- 
Stokes). Dans le premier cas l'énergie # (© — «’) est absorbée par 
le système, et dans le second l'énergie fi (&’ — «) est émise par le 
système par suite de la transition à un état d'énergie inférieure. 
Ainsi, dans le cas simple d’un gaz, la diffusion est due aux molé- 
cules individuelles, et la variation de fréquence peut se produire 
tant par suite de la transition de la molécule à un autre niveau 
énergétique, que par suite de la variation de l'énergie cinétique de 
son mouvement en entier. 
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Un autre type d'acte élémentaire est tel que le quantum 
initial ño reste inchangé, mais le système diffusant émet deux quan- 
ta: un quantumño de même fréquence et direction et un quan- 
tum « diffusé » fw’. L'énergie # (© + w’) est empruntée au système 
diffusant. Cependant, les processus de ce type sont, dans les con- 
ditions ordinaires, bien plus rares que les processus du premier 
type et ne jouent pratiquement aucun rôle dans la diffusion ?). 

En passant à l'exposé de la théorie macroscopique de la diffu- 
sion, il faut avant tout préciser le sens des valeurs moyennes y figu- 
rant. Comme nous l’avons déjà indiqué au début du $ 88, les valeurs 
moyennes de l’électrodynamique macroscopique peuvent être prises 
en deux étapes ; d’abord on prend la moyenne sur un volume infini- 
tésimal à disposition donnée de toutes les particules dans ce volume, 
puis on prend la moyenne sur le mouvement des particules. Cepen- 
dant, dans la théorie de la diffusion, on ne peut pas le faire, car 
la valeur moyenne prise sur le mouvement des particules fait 
disparaître l'effet qui nous intéresse. De sorte que, par exemple, 
l'intensité et l’induction du champ de l’onde diffusée figurant dans 
la théorie de la diffusion ne sont données que par la première moyen- 
ne. Dans ce paragraphe nous désignerons par E’, H”’, D’, B’ les 
composantes monochromatiques de ces grandeurs (moyennes) du 
champ de l'onde diffusée. 

Quant au champ de l’onde incidente nous le désignerons par 
les lettres E, H sans prime. Partout dans ce chapitre l’onde inci- 
dente est supposée monochromatique de fréquence «. 

Pour le processus de la propagation de l’onde diffusée dans le 
milieu, on aurait la relation D’ = € (w’) E’ entre l'induction et 
l'intensité du champ électrique (nous supposons que le milieu 
diffusant est isotrope). Cependant, cette relation ne contient pas 
l'effet de diffusion, c’est-à-dire l’apparition d’une onde diffusée 
due à l’onde incidente. Pour décrire la diffusion il faut tenir compte, 
dans l'expression de D’, des petits termes supplémentaires. En pre- 
mière approximation, de tels termes doivent être linéaires par 
rapport au champ de l’onde incidente; la forme la plus générale 
d’une telle relation est: 


Di=e'E;+œirEr+BirEr. (91,1) 


Ici e’ désigne e (w’) et &;», Ba sont les tenseurs caractérisant les 
propriétés diffusives du milieu. Dans le cas général ces tenseurs 
ne sont doués d'aucune symétrie, et leurs composantes sont des 


1) Nous allons voir ci-dessous (8 92) que l'effet” d'émission induite est 
très faible à toutes les températures pour lesquelles T & à (w + w’). 11 no 
peut devenir important _ que pour les fréquences hertziennes. 
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fonctions tant de la fréquence w’ de l’onde diffusée, que de la fré- 
quence initiale © ?). 

Le dernier terme dans (91,1) est lié à la partie de la diffusion 
provenant d’actes élémentaires d'émission induite. En effet, tous 
les termes du membre de droite de l'égalité (91,1) doivent corres- 
pondre à la même fréquence ©’ que D’ dans le membre de gauche. 
Comme E* a la fréquence w, pour que la fréquence des produits 
BiaËr soit égale à o° la fréquence de la grandeur B;4 doit être 
w +’. Mais © +’ est justement la fréquence caractérisant 
les actes d'émission induite. Comme cet effet est faible, on peut 
négliger les termes correspondants dans (91,1) et écrire: 


Di=E£'E; +anExr. (91,2) 


La relation entre B’ et H° s'exprime par des formules analogues. 
Nous allons cependant négliger les propriétés magnétiques du milieu, 
qui en général sont sans aucune importance pour la diffusion de la 
lumière, ainsi on pose B° = H'. 

Les équations de Maxwell pour le champ de l’onde diffusée sont : 


w’ Cu 
rotE'—i—H, ro H'= —i— D’. 
En éliminant H° de ces équations on trouve: 


wo’? 
rot rot E’ — mn D’. 


En y substituant conformément à (91,2) la relation 
» die 


((«E) désigne un vecteur de composantes &;,E%) et comme 
div D’ = 0, on obtient l'expression suivante pour D’: 


° AD' + K"?D" = — rot rot (&E), (91,3) 


où k’ — (w/c) Ve” est le vecteur d'onde de l'onde diffusée. 

7 Pour une formulation exacte des conditions auxquelles l’équa- 
tion (91,3) doit satisfaire, nous allons diviser le milieu diffusant 
en petits domaines (dont les dimensions sont toutefois grandes par 
rapport aux distances moléculaires). En général, par suite du carac- 
tère moléculaire des processus de diffusion, il n’y a corrélation entre 
ces processus en différents points du milieu (non cristallin !) qu’à 


1) Le caractère tensoriel des grandeurs @& et f n'est pas évidemment en 
contradiction avec l'isotropie du milieu. Seules sont isotropes les propriétés 
moyennes du milieu: quant aux écarts locaux aux propriétés moyennes, aux- 
quels se rapportent les termes supplémentaires dans (91,1), ils ne sont pas 
obligatoirement isotropes. 
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des distances de l’ordre des distances moléculaires !). Donc, la 
lumière diffusée issue des divers domaines du milieu est 
incohérente. Nous pouvons considérer, par conséquent, la diffusion 
par l’un des domaines comme si la lumière se propageait sans diffu- 
sion dans le reste du volume du milieu. Calculons ainsi le champ 
de l’onde diffusée à de grandes distances du domaine diffusant 
du corps. En utilisant l’expression approchée pour les potentiels 
retardés à de grandes distances de la source (voir II, $ 66) on peut 
directement écrire la solution requise de l'équation (91,3): 


ik’Ro ss — 
F | (GE) ik”r dV. (91,4) 


D’ — Æ rot rot < 
AT 


R, est ici le rayon vecteur d'un point quelconque à l’intérieur du 
volume diffusant (dans lequel on intègre) au point où l’on observe 
le champ, le vecteur k” ayant la direction R,. L'intégrale figurant 
ici ne dépend pas des coordonnées du point d'observation ; en déri- 
vant et en ne conservant, comme d'habitude, que les termes en 
1/Ro, on obtient 


D'=— — 


Le [ex [urx Ç(E)e-irav]]. 


Puisqu’au point d'observation on considère le milieu comme 
étant non diffusant, en ce point la relation entre D’ et E” est simple- 
ment donnée par D’ — &’E’. Dans le champ E de l'onde incidente 
nous allons mettre en facteur l’exponentielle spatiale périodique, 
en écrivant 


E — Eseikr. 
En introduisant alors la désignation 
G— \ (&Eo) e-iar dV. (91,5) 
où 
q—=k"—k, 
on écrit 
eik'R 
= nr Lk'X (K'XG)I. (91,6) 


Le vecteur E” est perpendiculaire à la direction k’ de l’onde diffusée 
et est déterminé par la projection du vecteur G perpendiculaire à k’. 

Ayant ainsi déterminé le champ non moyen de l’onde diffusée, 
on peut maintenant passer à l’étude de l'intensité et de la polarisa- 


1) Les cas particuliers de diffusion dont il sera question au $ 94 peuvent 
être une exception. Dans ces cas, les dimensions des domaines diffusants doi- 
vent être supposées grandes par rapport à la longueur d'onde de la lumière 
ou même encore plus grandes. 
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tion de la lumière diffusée. Pour cela il faut former le tenseur 
lin = EiEr, (91,7) 


où le trait indique que l’on a pris la moyenne définitive sur le mouve- 
ment des particules du corps, ce qui n’avait pas été fait jusqu'ici; 
la moyenne de l'expression quadratique est évidemment différente 
de zéro. Comme E’ 1 k”, le tenseur 7,4 a des composantes différentes 
de zéro seulement dans le plan perpendiculaire à k” ; ces composantes 
forment (dans ce plan) un tenseur bidimensionnel Z,8 (les lettres 
grecques indiquent les indices prenant deux valeurs). Le tenseur Zos 
est par définition hermitique: Z,s — 1%a. Il peut être réduit aux 
«axes principaux », le rapport de ses deux valeurs principales 
donnant le degré de dépolarisation et leur somme étant propor- 
tionnelle à l'intensité totale de la lumière ?). 

Les produits £;:E;"* contiennent les produits des intégrales G;, 
dont on doit prendre la moyenne. En écrivant le produit de deux 
intégrales sous la forme d’une intégrale double, on a 


G:G?= EuEox \ \ aiaf2 e—ia (i—r2) JV, dVa. (91,8) 


Les indices supérieurs (1), (2) indiquent que les valeurs de & sont 
prises en deux points différents de l'espace. 

Lorsque l’on prend la moyenne de l'expression sous l'intégrale, 
il faut tenir compte du fait qu’en général il n’y a corrélation entre 
les valeurs de & en différents points du corps qu’à des distances de 
l’ordre des distances moléculaires. Ceci signifie qu’une fois la moyen- 
ne prise, l'expression sous l'intégrale ne sera nettement différente 
de zéro que pour |r2 — r, | — a, où & est l’ordre de grandeur des 
distances moléculaires. L’exposant dans le facteur exponentiel est 
—a/}, où À est la longueur de l'onde diffusée; mais on a a/À «1 
d’après la condition permettant d'appliquer la théorie macrosco- 
pique. Par conséquent, on peut remplacer le facteur exponentiel 
pat l'unité ?). 

Puis, l'intégration sur les coordonnées r; et r, peut être remplacée 
par l'intégration sur + (r, + re) et surr = r; — r2. Comme l’expres- 


sion sous l’intégrale ne dépend (une fois la moyenne prise) que der, 
8 P Y 


1) Voir II, $ 50. Rapporter un tenseur hermitique à ses axes principaux 
signifie le mettre sous la forme /; — An n(D* + nr , où nt), n°) sont des 
vecteurs perpendiculaires, «unitaires », complexes dans le cas général : nthnth+ — 
= nn —=1{, nn@%—0Q, Les valeurs principales À1, À2 d'un tenseur her- 
mitique sont réelles. 


2) Cependant ‘cette approximation exige une étude spéciale dans le cas 
de la diffusion Rayleigh (voir $ 94). 
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on obtient: 
GiGR = VEuEën \ co dV, (91,9) 


où V est le volume du domaine diffusant du corps. D’ailleurs, il 
était d'avance évident que la diffusion doit être proportionnelle à V. 
Remarquons que la formule (91,9) et, par conséquent, toutes les 
formules ci-dessous ne contiennent pas le vecteur d'onde k de l’onde 
incidente. 

Les intégrales figurant dans (91,9) forment un tenseur du qua- 
trième ordre, ne dépendant que des propriétés du milieu diffusant. Par 
suite de l’isotropie du milieu, la forme la plus générale de ce 
tenseur est 

(D, (2 a+c a—c 

À aiPa dV = ET Gurdim + Bimôke + DOundemr (91,10) 
où a, b, c sont des constantes scalaires (plus exactement des fonc- 
tions de w et de w’). Ce tenseur est symétrique par rapport à la 
permutation des paires des indices ë, L et k, m. Mais une telle per- 
mutation équivaut à passer aux grandeurs complexes conjuguées 
(car les points Z et 2 sont équivalents); par conséquent, le ten- 
seur (91,10) et les constantes a, b, c y figurant sont réels. 

En substituant (91,10) dans (91,9), on obtient: 


GG =V {EE Ent + Eu + bEuEtbn } + (04,11) 


Cette expression aurait pu être écrite directement comme la forme 
la plus générale d’un tenseur hermitique du second ordre, quadrati- 
que par rapport à E, et ne contenant aucune autre direction privilé- 
giée. Evidemment ce tenseur n’est pas « transversal » à la direction 
de k’. La forme générale cherchée du tenseur Z,8 s'obtient en 
« projetant » le tenseur (914,11) sur le plan perpendiculaire à k’. 
(Pour cela il suffit de choisir un système de coordonnées dont l’un 
des axes est dirigé suivant k” et de prendre les composantes du 
tenseur suivant les deux autres axes.) 

Considérons la diffusion d’une onde à polarisation linéaire. 
L'amplitude de son champ E, peut être déterminée comme une 
grandeur purement réelle !). Toutes les composantes du tenseur Los 
de la lumière diffusée seront également réelles. Ceci signifie que la 
lumière diffusée est partiellement polarisée et peut être décomposée 
en deux ondes indépendantes (incohérentes) polarisées linéairement. 
Comme il n’y a que deux directions privilégiées (E, et k’) dont 
dépend le tenseur Z,8, il est évident que l’une de ces ondes est pola- 
risée avec le vecteur E’ dans le plan E,, k’, et l’autre perpen- 


1) Voir II, $ 48, 50. Nous n’allons pas considérer ici la diffusion de la 
lumière à polarisation elliptique, car les formules obtenues sont très complexes. 
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diculairement à ce plan. Les intensités de ces deux composantes 
de la lumière diffusée seront désignées respectivement par J, et Z:; 
elles seront déterminées par les valeurs principales correspondantes 
du tenseur Z,8. 

Lorsque E, est réel, l'expression (91,11) prend la forme 


GiGi =V {aEuEw + bEôu). (91,12) 


Remarquons avant tout que la diffusion de la lumière polarisée 
linéairement est déterminée par deux et non par trois constantes 
indépendantes. Pour déterminer. Z, et 7: on projette le vecteur E, 
sur les deux directions de polarisation indiquées et en prenant les 
composantes correspondantes du tenseur (91.12) on obtient: 


Licmasin®8+b, Icb (91,13) 


- 


(avec les mêmes coefficients de proportionnalité), où 6 est l'angle 
que fait ÆE, avec la direction de diffusion k’. Remarquons que 
l'intensité de la composante de la lumière diffusée, dont le champ 
électrique est polarisé perpendiculairement au plan E,, k’, ne dépend 
pas de la direction de diffusion. 

Lorsqu'une lumière naturelle traverse un milieu, la lumière 
diffusée sera partiellement polarisée et des considérations de symétrie 
montrent que ses deux composantes incohérentes seront polarisées 
linéairement, leur champ électrique étant dans le plan k, k’ (plan 
de diffusion) et perpendiculairement à ce plan. Désignons respecti- 
vement par /} et 7, les intensités de ces composantes. Pour les 
déterminer prenons la moyenne de l’expression (91,11) sur toutes 
les directions du vecteur E, dans le plan perpendiculaire à k. 
La moyenne étant ainsi prise, on a pour EoiEir 


EniEtu = + | Eo |? (On —runx) (91,14) 


(n étant le vecteur unitaire dans la direction k); c’est un tenseur 
du deuxième ordre, ne dépendant que de la direction de k, donnant 
| E$ |* après simplification et satisfaisant à la condition suivante: 


niEoi Er = (nEo) Eôr = 0. 
Ainsi, lors de la diffusion de la lumière naturelle, on a 


GiGR = V | Eo ° {5 (Bi —rins) + bô } . (91,15) 


Cat 


Enfin, en prenant les composantes de ce tenseur suivant les deux 
directions de polarisation, on obtient les formules cherchées : 


Inc cos D+b, [ie ++b, (91,16) 
où Ÿ est l’angle de diffusion (angle entre k et k’). 
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Revenons à la formule (91,10) reliant les constantes scalaires a, 
b, cet le tenseur &;,. Comme tout tenseur du second ordre, le tenseur 
œ;x peut, dans le cas général, être mis sous la forme de la somme 
de trois parties indépendantes: 


Gun = din + Six + ain, (91,17) 


où a — ay; est un scalaire, s;, un tenseur symétrique à trace nulle 
(Six = Sri, Si —= 0), et a;x un tenseur antisymétrique. Substituons 
ceci dans (91,10) et simplifions suivant les différentes paires d’indi- 
ces; on obtient finalement les trois équations suivantes 1): 


6a + 3b+ 3c = \ aiaj}* dV — \ aa dV, 
3a +-90— | Pas av = À [amas av + 


+ sPs dV + \ aPaf* dV, (91,18) 


TETE 1 


6a + 3b — 3c — \ aa dV=+ \ a Day + 
+ \ Ps av — (aa dv. 


Les membres de droite de ces’ équations et, par conséquent, 
leurs solutions pour a, b, c necontiennent pas de produits en croix 
des grandeurs &, six, &;4. Ceci signifie que toute diffusion peut être 
présentée comme la superposition de trois processus, trois types de 
diffusion, que l’on peut appeler respectivement diffusion scalaire, 
symétrique et antisymétrique. Considérons séparément chacun de ces 
types. 

En ne conservant dans les membres de droite des équations (91,18) 
que les premiers termes, on obtient 


a=c—+ \ abat dV, b=0. (91,19) 


Les formules (91,13) montrent que lors de la diffusion scalaire de 
la lumière polarisée la lumière diffusée est également complètement 
polarisée, et la distribution angulaire de son intensité est donnée 


1) Les intégrales se trouvant dans les membres de droite de ces équations 
sont des grandeurs positives, car chacune d'’elles peut être écrite sous la forme 
d'un carré par une transformation inverse de celle qui a été faite lors- 
que l’on est passé de (91,8) à (91,9). En exprimant ces trois intégrales en fonc- 
tion de a, b, c (c’est-à-dire en résolvant par rapport à ces grandeurs les équations 
(91,18)), on peut obtenir pour ces dernières les inégalités suivantes : 


2a+b+c>0, 2b+c—a>0, 2b+a—c>0, 


ces inégalités donnant en particulier b > 0. 
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par la formule suivante: 

3 in? 
T==5si in° 6 
(ici et ci-dessous les expressions pour JZ sont normées de telle sorte 
que leur valeur moyenne sur les directions est égale à 1). Lors de 
la diffusion de la lumière naturelle la distribution angulaire de 
l'intensité totale et le degré de dépolarisation de la lumière diffusée 
sont, conformément aux formules (91,16), 


I=Ii+ly= + (1+ cost 0), ZI cost 8 
li 


{voir la formule dans la note de la page 393). 
Pour la diffusion symétrique, les équations (91,18) donnent: 


b C 1 «D 


a. \ spsr dV. (91,20) 
Lors de la diffusion de la lumière polarisée on a 


I=L+1:=3(6+sin0), Ë 


I —3+sin26 lg 
et lors de la diffusion de la lumière naturelle 


ur 
1=  (44—sint Ÿ), Jl=1—Tsint0. 


Ti 
Enfin, pour la diffusion antisymétrique, on obtient: 
b=c=—a=+ (aa Tap. (91,21) 
Lors de la diffusion de la lumière polarisée 
! 1=<(1+cos°0), 74 = cost 0, 


et lors de la diffusion de la lumière naturelle 


LÉ 
1} 1+ sin? 6 : 


PC A 


I = Fr 3 (91 sin? ÿ), 


$ 92. Principe du bilan détaillé 
lors de la diffusion 


Le principe général quantique du bilan détaillé (voir III, $ 141) 
permet d'obtenir une certaine relation entre les intensités des divers 
processus de diffusion. 

Désignons par dwi2 la probabilité pour un quantum fiw, (par 
unité de chemin) d'être diffusé avec apparition du quantum #2 
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se propageant dans l'élément d’angle solide do:. Désignons par 
dw», la probabilité du processus inverse, la diffusion du quantum ñw2 
avec apparition du quantum #w, dans l'angle solide do;. Le principe 
du bilan détaillé établit la relation suivante entre ces deux proba- 
bilités : 

duy»_ __ dus 

k5 do> eo k? doi à 
où k1, k2 sont les vecteurs d'onde des deux quanta. En substituant 
5 = eowi/c?, k? = esw/c? (où ei — € (w1), 82 — € (w2)), on obtient: 


2 due 2 dut 9 
Dans cette relation on suppose que les états initial et final du 
système diffusant correspondent aux niveaux discrets d'énergie E; 
et E3 liés par la relation 


E;+ho = E:+n0. 


Le problème ainsi posé ne correspond pas exactement à la réalité, 
car le spectre des niveaux d’énergie d’un corps macroscopique est 
extrêmement dense et doit être considéré comme quasi continu. 
Donc, au lieu de la probabilité de diffusion dw,2 avec une variation 
rigoureusement déterminée de la fréquence, il faut introduire la 
probabilité de diffusion dans l'intervalle de fréquence do:, c’est- 
à-dire la probabilité du passage du corps à l’état d'énergie compri- 
se dans l'intervalle dE, — hdw:. En désignant cette probabilité par 
dhy2 (par cm de chemin), on a 


die = due dr; = dOys D LA du, 
où df, est le nombre d’états quantiques du corps dans l'intervalle 
d'énergie dE:. Au lieu de (92,1), on écrit maintenant: 
d'y. + dhy2 do + dho 


dE 191 do de — dE 2? doi de, : 
Mais conformément à la relation existant entre le poids statistique 


de l’état macroscopique du corps et son entropie Ÿ la dérivée _ 


coïncide essentiellement avec eŸ, de sorte que l’on a 
d'i/dEs _ Pi—-S2, 


dT2/dE> 
Comme la variation d'énergie du corps par suite de la diffusion d’un 
quantum est négligeable par rapport à son énergie, la variation 
d’entropie est également petite, et on peut la supposer égale à 


ñ 
Pi— = SP (E—E:) = + (E—E)=+ (2 — @). 
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On peut donc écrire finalement l'expression du principe du bilan 
détaillé pour la diffusion sous la forme suivante: 


ho hoo 
SEL, UE ve. Re 
Tous 2, T 2 21 
Éd 10 dosdus 22 Gode, * 


(92,2) 


La grandeur dh (dont la dimension est cm-!) est appelée coeffi- 
cient différentiel d'extinction de la lumière lors de la diffusion. 
On peut également le définir de la manière suivante: c’est le rapport. 
du nombre de quanta diffusés (dans les directions do, dans l’inter- 
valle de fréquence do) par unitè de temps et de volume du milieu 
à la densité du flux de photons dans la lumière incidente. En inté- 
grant dh sur toutes les directions et toutes les fréquences de la lumière 
diffusée, on obtient le coefficient total d'extinction, qui est le décré- 
ment d'amortissement de la densité du flux de photons lors de la 
propagation dans le milieu diffusant. 

Supposons que w> << @1. La relation (92,2) relie les intensités 
(coefficients d’extinction) des diffusions Stokes (1 — 2) et anti- 
Stokes (2 — 7). Nous voyons que la seconde diffère de la première 
par le facteur 

- à (oies) 
e T 


Cette propriété est assez générale et correspond à ce que la trans- 
mission d'énergie du corps au champ électromagnétique gêne le 
processus; celui-ci se trouve affaibli dans le rapport e-4E/T, où 
AE est l'énergie transmise. En particulier, c’est pourquoi l'effet 
d'émission induite est très faible, lorsque le corps fournit une 
énergie égale à # (o, +2), lors de chaque acte de diffusion. 
La probabilité d’un tel processus pour # (©, + w2) > T contient 
le facteur 
_Rk (@i-+w2) 
( e T 

qui est petit. 

La relation générale (92,2) se simplifie beaucoup dans le cas 
duportant de la diffusion avec variation relativement faible de 
fréquence. Désignons ©, simplement par w, et la petite différence 
©: — &1 par Aw (Aw < &). En outre, pour plus de brièveté introdui- 
sons la désignation 

dhye 
To de = 1 (0, Ao). 

Dans les facteurs non exponentiels ew* dans (92,2) on peut 
négliger la différence Aw, après quoi ils disparaissent dans les deux 
membres de l'égalité, de sorte qu'il ne reste que 


I (&, Ao) e8/T = J (0 + Aw, — Aw) er? (w+Au)/T, 
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Dans le premier des arguments de la fonction 7 (& + Aw, —Aw), 
correspondant à la fréquence initiale de la lumière, on peut négli- 
ger Aw, c’est-à-dire rapporter l'intensité de la diffusion à une valeur 
quelque peu déplacée de la fréquence de la lumière incidente. 
On a alors 

TI (w, Ao) = Z(w, —Aw) e—nse/T, (92,3) 


A cette approximation, dans les deux membres de l'égalité, Z se 
rapporte à la même fréquence de la lumière incidente. En d’autres 
termes, la relation (92,3) établit une relation simple entre les diffu- 
sions Stokes et anti-Stokes de la même lumière avec des valeurs 
absolues identiques du déplacement de fréquence Aw. 


$ 93. Diffusion avec faible changement 
de fréquence 


La théorie développée dans le $ 91 est tout à fait générale et 
peut être appliquée à tous les cas de diffusion dans un milieu isotrope 
indépendamment du mécanisme réel de chaque cas. Cependant, il est 
naturel que dans une théorie si générale les calculs ne peuvent être 
poussés trop loin, et l’étude plus profonde de la diffusion n’est 
possible qu'en faisant des restrictions supplémentaires. 

Dans la majorité des cas observés la diffusion de la lumière 
s'accompagne d’une variation de fréquence Aw — &w° — w relative- 
ment faible. Les calculs ci-dessous se rapportent justement à ces 
<as; en plus de la condition Aw < « on supposera également que 
la variation de l'indice de réfraction du milieu dans l'intervalle de 
fréquence Aw est relativement petite. Cette dernière condition 
signifie que la fréquence w ne doit pas être trop voisine des domaines 
(ou des raies) d'absorption du milieu diffusant. 

Si w se trouve dans le domaine optique du spectre, le mécanisme 
microscopique de la diffusion avec Aw petit peut être lié à diffé- 
rents mouvements des atomes et des molécules en tant que tels 
{c’est-à-dire aux déplacements de noyaux atomiques, au contraire 
des mouvements purement électroniques donnant les transitions 
optiques). Ce peut être des oscillations intramoléculaires des atomes, 
des rotations et des oscillations des molécules en entier, etc. 

Supposons que qg — q{t) désigne d’une manière formelle l’en- 
semble des coordonnées décrivant le mouvement donnant la dif- 
fusion :). Comme ce mouvement est relativement lent, on peut 
effectuer la description macroscopique de la diffusion d’un autre 
point de vue. Plus exactement, on peut introduire le tenseur de 


1) Pour plus de simplicité nous faisons une étude classique ; les résultats 
obtenus ci-dessous se trouvent en réalité être vrais également lorsque l'on con- 
sidère le mouvement des noyaux du point de vue quantique. 
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perméabilité diélectrique &;4 (g) dont les composantes (à tout instant} 
ne dépendent que des valeurs des coordonnées g à cet instant comme 
de paramètres. Ceci est lié à notre hypothèse selon laquelle les 
variations de e sont relativement petites. La perméabilité diélec- 
trique ainsi introduite se rapporte au champ dont on a pris la 
moyenne sur le mouvement électronique pour une disposition donnée 
des noyaux. Pour les champs dont on a pris la moyenne complète 
(y compris sur le mouvement des noyaux) la perméabilité diélectri- 
que se réduit à un scalaire, soit e — &(w). Désignons par Ôôe;e 
l'écart de &;, à cette valeur: 


Ejn (g) = Ed + OEin (q). (93,1} 


Le tenseur &;, détermine la relation existant entre l'intensité 
et l'induction du champ en fonction du temps. Soulignons que l’onde 
incidente continue à ètre supposée monochromatique (de fréquen- 
ce w), mais le champ E” de l’onde diffusée est maintenant considéré 
comme une fonction du temps qui n'est pas décomposée en compo- 
santes monochromatiques. Le champ total se compose du champ 
E de l’onde incidente et du champ E’ de l'onde diffusée ; ainsi on a 


Di+ Di= tir (Er + Ex). 


Par définition D est égal à eE; de plus on peut négliger le terme 
Ôe;xEx qui est une grandeur petite du second ordre; on obtient alors 


Di =eE;+ûex (q) Er. (93,2} 


La relation (93,2) a la même forme que la formule (91,2). Cepen- 
dant, elles diffèrent en ce que, dans le cas présent, le tenseur 
* dir = Ôe;s, est symétrique. Ceci découle directement du théorème 
général de la symétrie du tenseur de perméabilité diélectrique. 
De plus, comme la perméabilité diélectrique d’un milieu transpa- 
rent est réelle, on peut affirmer que le tenseur ôe;, est aussi réel. 

Ife fait que le tenseur a;, n’a pas de partie antisymétrique si- 
gniffe que l’un des trois types de diffusion mentionnés à la fin du 
$ 91 (diffusion antisymétrique) ne figure pas dans le cas d'une 
faible variation de fréquence. 

Calculons l'intensité totale de la diffusion (tous les déplacements 
de fréquence sont tels que Aw <& o). Dans le cas présent il est 
facile de procéder de la manière suivante. Dans l'équation (91,3) 
donnant le champ de l'onde diffusée on peut remplacer Æ’ par 


k — w Velc (et prendre de même la valeur de & pour w’ = w), 
cette équation ne contiendra alors plus w’, c'est-à-dire qu’elle 
sera la même pour toutes les composantes spectrales du champ. 
Donc, la même équation sera vraie pour le champ de l’onde diffusée 
non développé en intégrale de Fourier, que nous désignerons ici 
par E”, comme ci-dessus. En utilisant la solution de l'équation sous 
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la forme (91,6), on obtient: 


ŒEF- [GE sin 0% [GE sint 0 
7 16712e2RÈ 7” 16n2Ac4 , 


où 6 est l'angle entre k et G, et le trait signifie, tout comme au 
$ 91, la moyenne complète sur le mouvement des particules (c'est-à- 
dire la moyenne sur la relation temporelle q (t)). 

Introduisons le coefficient d'extinction k comme le rapport 
de l'intensité totale de la lumière diffusée (sur toutes les directions) 
à la densité du flux de la lumière incidente par unité de volume du 
milieu diffusant !): 


hk=— (TE FR do = y 


En [ER° 
Comme nous l'avons vu au $ 91, lors du calcul de la valeur 


moyenne |G |*, on peut remplacer le facteur exponentiel dans. 
l'expression de G sous l’intégrale par l'unité, de sorte que 


[G lg = EnEir \ Ôer; dV \ Ôeyr dV. 


= 
VIER 


L'expression dont on prend ici la moyenne est un tenseur du 
second ordre qui, par suite de l’isotropie du milieu, donne, une fois 
la moyenne prise: 


\ Ôer; dV \ Bern &V = + Own (\ Oerm av). 


On obtient ainsi finalement : 


ot 176s avi: 
h= ay (\ Germ dV) . (93,3y 
ou : 
h= 5e V (Oerm}r, (93,4) 


où l’on a introduit la désignation (...)y pour les grandeurs dont 
on a pris la moyenne sur le volume Y. 

La valeur moyenne du carré de l'intégrale peut également s’écrire 
sous la forme de la valeur moyenne d'une intégrale double; de plus, 
il se trouve (voir $ 91) qu'elle est proportionnelle au volume Y. 
Donc. la valeur du coefficient d'extinction ne dépend pas, comme 
il se doit, du volume diffusant. Remarquons également que le coef- 
ficient À ne dépend pas de la polarisation de la lumière incidente. 

La formule (93,4) peut être interprétée de la manière suivante. 
On peut dire du point de vue formel que dans un milieu tout à fait 


1) Cette définition diffère de la définition générale (suivant le nombre de 
uanta diffusés) donnée au $& 92 par le facteur w’/w. Dans le cas présent ce 
acteur peut être supposé égal à l'unité et les deux définitions sont équivalentes. 
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homogène (c’est-à-dire un milieu dont la perméabilité diélectrique 
est rigoureusement constante) il n’y aura pas de diffusion. La 
diffusion peut être décrite du point de vue macroscopique comme 
un effet provenant des hétérogénéités du milieu. La variation de ces 
hétérogénéités dans le temps (après décomposition spectrale) déter- 
mine la variation de fréquence de la lumière lors de la diffusion. 


$ 94. Diffusion Rayleigh dans les gaz 
et les liquides 


Suivant le caractère de la variation de fréquence de la lumière 
on peut distinguer deux types de diffusion : 1) la diffusion combina- 
loire (effet Raman-Landsberg-Mandelchtam) conduisant à l’appa- 
rition dans la lumière diffusée des raies déplacées (en fréquence) 
par rapport à la lumière excitatrice, et 2) la diffusion Rayleigh, qui 
a lieu sans changement notable de fréquence. 

Le mécanisme de la diffusion combinatoire dans les gaz est dû 
au changement de l’état oscillatoire, rotatoire ou électronique des 
molécules sous l’influence de la lumière incidente !). Quant à la 
diffusion Rayleigh, elle n’est liée à aucune variation de l'état inter- 
ne de la molécule. Dans le cas limite d’un gaz raréfié (la longueur 
de parcours moyen / des molécules est grande par rapport à la lon- 
gueur d'onde À de la lumière), la diffusion est provoquée indépen- 
damment par chacune des molécules ; cet effet peut être étudié d’une 
manière purement microscopique par les méthodes de la mécanique 
quantique. 

Nous allons considérer ici le cas inverse, lorsque ! € A2). Dans 
ce cas la diffusion Rayleigh dans un gaz peut être divisée en deux 
parties. L'une d’elles est liée aux irrégularités de l'orientation des 
molécules (fluctuations d’anisotropie). Quant à l’autre, elle repré- 
sgnte la diffusion par des fluctuations de densité du gaz. L'orien- 
tation des molécules change complètement après plusieurs collisions, 
c'est-à-dire après un temps de l’ordre de temps de libre parcours 
moyen 1. Donc, la diffusion par des fluctuations d’anisotropie 
“cônduit à l'apparition d’une raie relativement étalée avec un maxi- 
mum pour w’—=0 et une largeur —h/T. Quant à la diffusion par des 
fluctuations de densité, elle conduit à l'apparition sur ce fond d’une 


1) Généralement, dans les conditions expérimentales les transitions élec- 
troniques ne jouent aucun rôle. à 
?) Plus exactement, la condition indispensable ci-dessous est ! « À sin — 


où Ÿ est l'angle de diffusion. Ceci cest dû au fait que dans l'expression w4. 5 
donnant l'intensité de la diffusion, la fréquence de la lumière n'entre que par 


20 
l'intermédiaire de q = — sin LÉ 
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raie beaucoup plus nette. Comme nous allons le voir ci-dessous, pour 
la diffusion de la lumière de longueur d'onde À ce sont les fluctua- 
tions de densité dans les volumes À* qui jouent le rôle essentiel. 
Comme ces volumes sont grands, les variations des fluctuations 
qui s'y produisent sont relativement lentes, ce qui conduit à une 
raie de diffusion étroite. Nous l’appellerons conventionnellement 
raie « non déplacée ». 

La diffusion par des fluctuations de densité est du type scalaire 
(voir fin du $ 91); il est évident que, puisque la densité p est une 
grandeur scalaire, la variation correspondante de la perméabilité 
diélectrique ôe sera également un scalaire. Quant à la variation de 
la perméabilité diélectrique lors des fluctuations d’anisotropie, elle 
sera décrite par le tenseur symétrique 6e, dont la trace est nulle: 
la dernière conclusion est évidente car, lorsque l’on prend la moyenne 
sur toutes les directions, cet effet doit disparaître complètement. 
Ainsi, la diffusion par des fluctuations d’anisotropie est du type 
symétrique. 

Dans le cas des liquides la situation est plus complexe. La dif- 
fusion combinatoire ne peut ici être liée qu’à la variation de l’état 
oscillatoire (ou électronique) des molécules. Quant aux raies com- 
binatoires rotatoires, elles n'apparaissent pas lors de la diffusion 
dans un liquide. En effet, par suite de la forte interaction des molé- 
cules dans un liquide, elles ne peuvent avoir de rotation libre à 
spectre énergétique discret. Donc, la rotation des molécules, comme 
tout mouvement changeant leur disposition relative, ne contribue 
qu à l'apparition dans le liquide d’une raie de diffusion relativement 
large autour de w° = w, qu’il est ici naturel d’appeler raies de 
Rayleigh. Le temps de relaxation de ces mouvements est étroite- 
ment lié à la viscosité du liquide. 

Suivant la grandeur des divers temps de relaxation, on peut. 
ou l’on ne peut pas, séparer une partie de la diffusion Rayleigh 
dans un liquide liée aux fluctuations thermodynamiques (densité, 
température). Il faut que les temps de relaxation de tous les proces- 
sus d'établissement de l'équilibre dans le liquide soient petits par 
rapport aux temps de variation des fluctuations indiquées. Dans 
ces conditions, on observera une raie étroite « non déplacée » en- 
tourée d'un fond plus étalé. La diffusion correspondant à la raie 
non déplacée est scalaire. Pour ce qui est du fond, au contraire 
des gaz, on ne peut ici affirmer en général qu'il sera purement 
symétrique sans partie scalaire. 

L'intensité totale de la raie non déplacée se calcule facilement 
à l’aide de la formule générale (93,4). Lors de la diffusion scalaire 
Ôe;x — Ôeô;r, donc le coefficient d'extinction est 


h= 2 v Ge. (94.1) 
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Si ôp et ÔT sont les variations de densité et de température, on a 
de dE 
se (2), tp (2) 07 


Conformément aux formules bien connues (voir V. $ 114) les fluc- 
tuations de densité et de température sont statistiquement indé- 


pendantes (ô7ôp = 0), les carrés a. de chacune d'elles étant 
dp | 
OT = En Go (2), 


(c, est la chaleur spécifique par unité de masse du milieu). De sorte 
que finalement on a 


fr (e, (LE (I) ot 


Cette formule a été obtenue par Einstein (1910). 

Pour les gaz la formule (94,2) se simplifie beaucoup. La perméa- 
bilité diélectrique du gaz (dans le domaine de fréquences optique) 
ne dépend presque pas de la température; donc le second terme 
entre crochets peut être négligé. La relation entre la perméabilité 
et la densité se réduit à une simple proportionnalité entre & — 1 
et p; donc 

à 
P(), &e—1 æ2(n—1) 
(n = Ve étant l'indice de réfraction). Tenant également compte 
du fait que, conformément à l’équation d'état d'un gaz parfait, 
on a ({/p) (dp/8p)r = 1/NT (N étant le nombre de particules par 
cm“) on obtient: 
20 (n—1)° | 

! hR = — JT NT (94,3) 
Cette formule a été obtenue par Rayleigh (1881). 
-.Passons ensuite à la structure fine de la raie « non déplacée ». 
Pour cela il faut étudier la variation des fluctuations dans le temps. 
On sait qu’à ce point de vue on peut diviser les fluctuations thermo- 
dynamiques en deux catégories (VI, $ 79). Les fluctuations adia- 
batiques de pression dans un liquide (ou un gaz) se propagent sous 
la forme d’ondes non amorties à la vitesse du son x (nous ne parlons 
pas ici d'absorption du son, car cette dernière ne conduirait qu’à un 
certain élargissement de la raie; voir ci-dessous). Quant aux fluc- 
tuations d'’entropie à pression constante, elles ne se propagent 
pas par rapport au liquide (elles s’amortissent peu à peu sous l’influen- 
ce de la conductibilité thermique). 
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L'intensité (dont on n’a pas pris la moyenne sur le temps) en 
fonction du temps est donnée par le carré du module de l'intégrale 


G(t)= \ ôe (£)-e—tar dV.Eo, (94,4) 


où ôe est une fonction du temps. Pour déterminer la forme de la 
raie de diffusion il faut procéder à la décomposition spectrale de 
G (1) (ce qui se réduit au développement de la grandeur ôe (t)), 
après quoi la distribution de l'intensité suivant les fréquences 
Aw sera donnée par le carré du module de la composante spectrale 
Giw. Cependant, on ne peut pas dans (94,4) remplacer e-isr par 
l'unité, comme nous l’avons fait jusqu'à présent. En effet, la gran- 
deur | Gao l* dépend essentiellement de la corrélation dans le temps 
des fluctuations en différents points de l’espace; on peut le voir 
à partir de l'expression de | Ga14 © écrite sous la forme de l'intégrale 
double 


\ \ 6e (t)-e(t')e-iatr-r')etautt-1") qV dV' dt dt’. 


Entre-temps, par suite du caractère ondulatoire de la propagation 
des perturbations sonores, la « marche » temporelle des fluctuations 
de pression est corrélée même à de grandes distances. Ceci était 
sans importance lors du calcul de l’intensité totale de la raie déter- 
minée par le carré moyen dans le temps |G (t) [?; comme G (t) 
et G* ({) sont pris au même instant, pour cette grandeur ce n'est 
que la corrélation entre les valeurs de ôe en différents points de 
l'espace au même instant qui est importante, mais cette corrélation 
ne s'étend qu'à de petites distances. 

Considérons tout d’abord les variations ôe liées aux fluctua- 
tions de pression. La grandeur (94,4) est la composante du dévelop- 
pement spatial de Fourier de la fluctuation ôe du vecteur d’onde gq. 
Mais une telle fluctuation sonore dépend du temps suivant la loi 
e-iläw, où 

AG = Æ qu. 
Comme w Æ& 0’, on a : 


, oo 
g=]k"—-k|=2 sin > 
(Ÿ étant l'angle entre k’ et k); désignant la valeur correspondante 
de Ao par Awo, on a, par conséquent, 

AG = ug= + 20 + sin 2: (94,5) 
De sorte que la diffusion par des fluctuations de pression conduit 
à l'apparition d'un doublet dont les composantes se trouvent à use 
distance 2Aw,, dépendant de l’angle de diffusion (doublet de Man- 
delchtam-Brillouin). 


32% 
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Quant aux fluctuations d’entropie, elles sont, conformément 
à ce qui vient d'être dit, de fréquence nulle. Donc, la diffusion 
par ces fluctuations conduit à l'apparition d’une nouvelle raie cen- 
trale avec Aw = 0 

Déterminons l'intensité des raies du doublet et de la raie cen- 
trale. L’intensité totale de la raie non déplacée est donnée par la 
formule (94,2). de sorte qu’il suffit de déterminer, par exemple, 


I ue è se 
le rapport —onblet (Zaoublet est ici la somme des intensités des deux 


composantes du doublet, c’est-à-dire le double de l'intensité de 
chacune d’elles :)). Comme les lignes du doublet sont dues à la 
diffusion par des fluctuations adiabatiques de pression, leur inten- 
sité est déterminée par le carré moyen 


(IT 


En utilisant la formule bien connue pour les fluctuations adia- 
batiques de pression et en effectuant une transformation simple 
suivant la formule donnant le rapport des compressibilités adiaba- 
tique et isothermique, on obtient 


Ye eZ (0) (æ)°_eT fé) (2e) _pTcæ fo) (2e)° 
QE GPÿ = (S}e Ge y (GE) ()s= Vep (SE) ()s- 
(94,6) 
La dérivée adiabatique (de/ôp)s peut s'exprimer en fonction de 
grandeurs plus commodes, en la rapportant aux variables p, T: 


œ) {2% LT (2) (2 
()s= (Gr ta (), Cl u 
Le rapport cherché des intensités est donné par le rapport de la 
grandeur (94,6) au carré moyen de la fluctuation totale (expression 
antre crochets dans (94.2)). Sans donner ici la formule générale 


complexe, écrivons la formule simple obtenue en négligeant l’in- 
fluence de la température sur e: 


Lu haoublet _ (94 7) 
htotal Cp / 


(L. Landau, G. Placzek, 1933). 

Pour trouver la forme des raies, il faut considérer les processus 
dissipatifs conduisant à l'« amortissement » des fluctuations. Par 
suite de ces processus l'amplitude de la fluctuation décroît dans 
le temps suivant la loi e-v!, où y est un coefficient défini. Si la 
« fréquence propre » des oscillations dans la fluctuation est Aws. 


1) Puisque kAws & 7, la différence entre les intensités des deux compo- 
santes, conformément à la formule (92,3), est généralement insignifiante. 
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la relation dépend du temps au moyen du facteur e-(Giäwo+v), La 
distribution de l’intensité dans la raie est proportionnelle au carré 
du module des composantes de Fourier de ce facteur, c'est-à-dire 
que l’on a 
SR PRE z 

di = Gel pEr dAw, (94,8) 
où 1, est l'intensité totale de la raie (cette forme de raie est appelée 
dispersive). La « largeur » de la raie est donnée par la grandeur 7. 

Conformément aux formules bien connues de l’absorption du 

son (voir VI, $ 77) le coefficient d'amortissement des fluctuations 
sonores pour le vecteur d'onde q est: 

ST [°$: Let ] 

v=R[sn+t+x(s =) ? 

où n, & sont les coefficients de viscosité du liquide, et x son coef- 
ficient de conductibilité thermique. En substituant q = 2 (w/c)° x 
X (1 — cos 8), on obtient l'expression suivante pour la largeur 
des composantes du doublet : 


@? 4 1 1 
V= 5e 1—cos d)[ +++ (>) |. (94,9) 
Quant à l'amortissement des fluctuations isobares d’entropie 
(ainsi que de température), il est donné par l’équation de la conduc- 
tibilité thermique, soit 
OT 
(x étant le coefficient de conductibilité thermométrique du milieu). 
Pour les fluctuations avec le vecteur d’onde q (c’est-à-dire avec une 
fonction spatiale de la forme eïfr) on trouve: 


v= 49° = 2x & (A — cos 8). (94,10) 


La forme de la raie centrale est donnée par la formule (94,8) avec 
Awo = 0, sa largeur y étant donnée par (94,10). 

Comme nous l'avons déjà mentionné au début de ce paragraphe. 
la théorie exposée ici est applicable à la diffusion dans un liquide 
à condition que tous les temps de relaxation soient petits par rapport 
au temps de variation des fluctuations. Il ne faut pas oublier que 
tout liquide a des temps de relaxation de différents ordres de gran- 
deur. Le plus rapide des processus de relaxation est sans doute l’amor- 
tissement des contraintes élastiques dans le liquide. Le temps de 
relaxation (de Maxwell) correspondant est ty — n/G, où G est le 
module de glissement (VII, $ 36). La redistribution des molécules 
suivant leurs orientations, c'est-à-dire l'amortissement des fluc- 
tuations d’anisotropie, est plus lente. Le temps de relaxation cor- 
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respondant (appelé temps de relaxation de Debye) est tn — na’/AT, 
où a sont les dimensions des molécules ; la différence entre tm et tp 
est particulièrement importante dans les liquides à grandes molé- 
cules. Enfin, d’autres processus de relaxation lents conduisant à la 
dispersion du son sont possibles (par exemple les réactions chimiques, 
la transmission ralentie de l'énergie aux degrés de liberté oscilla- 
toires des molécules, etc.). Pour la diffusion, ce sont les processus 
pour lesquels 1/x est comparable à la fréquence des perturbations 
« sonores » responsables de la diffusion qui sont importants. Nous 
n’allons pas nous arrêter sur l'étude complète de tous les cas possibles ; 
indiquons seulement que pour une viscosité suffisamment grande, 
lorsque 
> Le. 
ousin — 
2 

le liquide se conduit vis-à-vis de la diffusion de la lumière comme 
un corps solide amorphe. 

Mentionnons encore l'effet particulier de diffusion apparaissant 
sur la surface libre d’un liquide. Par suite des oscillations fluctua- 
tionnelles, la surface du liquide n'est pas rigoureusement plane. 
La présence d’une telle « rugosité » fluctuationnelle de la surface 
conduit à la diffusion partielle de la lumière réfléchie sur la surface 
(L. I. Mandelchtam, 1913) ?). 


Problème 


Soit une lumière diffusée par un gaz composé de molécules de forme li- 
néaire de polarisabilitéæ, et &, respectivement parallèle et perpendiculaire à 
l'axe. Déterminer l'intensité des différents types de diffusion. 

Solution. L'intensité totale de la diffusion (les états électroniques 
et oscillatoires des molécules étant donnés) contient toute la diffusion Rayleigh 
et' la partie rotatoire de la diffusion combinatoire. Comme la diffusion est 
pfoduite indépendamment par chacune des molécules du gaz, le plus simple est 

* d'obtenir le coefficient total d'extinction à partir de la formule (72,3) en la 
multipliant par le nombre {V de particules par cm3 et en remplaçant le carré 
“de” la polarisabilité d'une particule par 1/3af, = 1/3(aÿ + 2a° ): 


dé 4 [2 
h= (æ, +2 ). (1) 


La raie de Rayleigh non déplacée est liée à la partie scalaire de la polari- 
sabilité, c’est-à-dire comme si le tenseur de polarisabilité de la molécule était 
égal à 1/sœu0px. La formule (72,3) donne alors 


k _8nowëN (œy +2a,)? @) 
non dépl. — 9ca CIF: = 
1) L. 1. Mandelchtam. Annalen der Physik, 41, 609, 1913, où le calcul 


est fait pour la lumière diffusée dans le plan d’incidence. 
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La différence Atotai — Anon dépi. contient le « fond » de la raie non dépla- 
cée (diffusion par des « fluctuations d'anisotropie ») ainsi que la diffusion com- 
binatoire rotatoire. Pour séparer ce « fond » il faut préalablement prendre la 
moyenne du tenseur de polarisabilité de la molécule sur sa rotation autour d'un 
certain axe fixe (perpendiculaire à l’axe de la molécule). Il est évident qu’une 
telle polarisabilité moyenne suivant l’axe de rotation coïncide avec &, et suivant 
une direction quelconque dans le plan perpendiculaire à l'axe de rotation elle 
est égale à t/2(@, + &j) En d’autres termes, il faut considérer une molécule 
tournant sur un axe donné comme une particule dont les valeurs principales du 
tenseur de polarisabilité sont égales à 


œyr 2 (a) tag), lea; +aæy). 


Ces valeurs principales permettent de calculer le tenseur symétrique œyx — 
— 1/3œu8;r à trace nulle. Un calcul analogue à celui qui a permis de trouver les 
formules (1) et (2) donne * 
_ BrœiW (a; —æy 
htond = D 6 + (3) 


Enfin, l'intensité de la diffusion combinatoire rotatoire s'obtient en re- 
tranchant (2) et (3) de (1), soit: 


S8nwtN (&;) —œy >? 
9c4 2 ° 


hcomb = 


$ 95. Opalescence critique 


Comme la compressibilité isothermique d’une substance (6p/ôp}r 
augmente indéfiniment lorsque l’on se rapproche de l’état 
critique, l'expression (94,2) pour l'intensité totale de la diffu- 
sion Rayleigh scalaire augmente simultanément. Ceci signifie 
qu'il y a augmentation brusque de la diffusion au voisinage du 
point critique (opalescence critique) !). Mais la formule (94,2) n’est 
plus applicable car les expressions pour les fluctuations thermo- 
dynamiques ne peuvent plus être utilisées. 

Il n'y a augmentation d'intensité que pour la composante cen- 
trale et non pour les trois composantes de la structure fine de la 
raie de Ravyleigh. En ce qui concerne l'intensité du doublet, con- 
formément à (94.2) et (94,7), on a 


wo Tpcy 2) Fe). 
haoutlet = 5 cp (£ T (G T° 


Conformément à la formule thermodynamique bien connue: 


c, = L. CPlèT) 
°p? (0p/ôp}r * 


Cp— 


1) Un effet analogue a lieu dans le cas de la diffusion dans les solides au 
voisinage du point critique des transitions de phase de seconde espèce. Cet 
effet a été étudié par V. L. Ginzburg (comptes rendus de l’Académie des Scien- 
ces de l’U.R.S.S. 105, 240, 1955). 
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au voisinage du point critique, on trouve la valeur finie suivante: 


of pic de\? 
Raoubiet = Sn Topos (3) r' (95,1) 


Comme nous allons le voir ci-dessous, au voisinage du point 
critique, on ne peut pas remplacer dans (94,4) le facteur ei" par 
l’unité, même lors du calcul de l'intensité totale de la diffusion 
(et non seulement lors du calcul de la structure fine). Désignons par 
dk le coefficient différentiel d'extinction pour la diffusion dans 
l'angle solide do donné (correspondant à une valeur donnée de 
q = k — k’). En nous limitant à la diffusion de la lumière naturelle. 
qui dépend de l'angle au moyen du facteur 3/, (1 - cos® Ÿ) (pour 
la diffusion scalaire), on a: 


1 1T6s LL nt > a, do” z 
dh = F|\6e. e-iar av | + (1 + cost 0). (95,2) 

Au voisinage du point critique les fluctuations de densité aug- 
mentent, et les fluctuations de température restent finies. Il suffit 
donc de considérer la fluctuation ôe -— (0e/dp)rôp de sorte que 


oŸ ôe 

= (Er 7 [1 &- et av | à L (A+ cost 9) P-. (95,3) 
Mais selon la théorie des fluctuations, le carré moyen des fluctua- 

tions de densité au voisinage du point critique peut s'exprimer en 

fonction des coefficients a et b par la formule suivante: 


F—F = 2 (Gp +2 + (Vôp}*, (95,4) 


où F est l'énergie libre par unité de volume du corps (voir V, $ 119). 
Cette formule donne les premiers termes du développement de 
variation de l'énergie libre suivant les puissances de ôp et de 

$on gradient ; on doit tenir compte de ce dernier par suite de l’am- 

plification des hétérogénéités locales au voisinage du point critique. 
- Fa constante a s'exprime en fonction des grandeurs thermodynami- 
ques habituelles de la manière suivante !): 


a=+ (2). (95,5) 


1) La dérivée ee est le potentiel thermodynamique par unité de masse 
du corps. La dérivée seconde est donc: 


(8), (8),2 (2) 
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Le carré moyen entrant dans (95,3) s'exprime en fonction de 
a et b conformément à la formule: 


TO star av CE — 

|Ÿ peter arf = (95,6) 
En la substituant dans (95,3), on obtient finalement : 
ot yde\° 1+ cos? Ÿ : 

dh=srss (rt 5 — do (95,7) 


9p wo _ 
E (2), +257 b cos 0) 
(une formule de ce genre a été trouvée pour la première fois par 
L. Ornstein et F. Zernike, 1914). Si les angles Ÿ ne sont pas trop 
petits, on peut négliger le premier terme dans le dénominateur; 
on a alors: 
w? de\? 1+cos 8 , , 
dh= ponts (o6)r 10050 (95,8) 
L'intensité totale de la diffusion dans toutes les directions, 
s'obtient en intégrant (95,7) sur do’. Pour (ôp/dp)r = 0 (c'est-à-dire 
au point critique même) l'intégrale diverge logarithmiquement 
pour de petits angles. L'intégration doit, en fait, s'effectuer jusqu’à 
des angles de l’ordre de grandeur de l’angle de diffraction (—À/L, 
où L sont les dimensions du corps). De cette façon, l'intensité totale 
dépendra logarithmiquement des dimensions du corps diffusant. 


$ 96. Diffusion dans les corps solides amorphes 


La diffusion Rayleigh dans les corps solides amorphes se 
distingue essentiellement de la diffusion dans les liquides et les 
gaz. Dans les corps solides isotropes, il y a deux vitesses de propa- 
gation du son, la vitesse longitudinale u, et la vitesse transversale 
us. Par la suite, la structure fine de la raie de Rayleigh contient non 
pas un mais deux doublets de Mandelchtam-Brillouin. Ces doublets 
sont liés à la diffusion pardes «on des sonores» transversales et longitudi- 
nales et leurs distances du centre de la raie sont respectivement 
+ Ao! et Au, où 

A =ug, AG =u:g. 


Comme on a toujours w > u,, on a également Au, > Aw,. Quant 
à la composante centrale de la raie, elle est de nouveau liée à la 
diffusion par les fluctuations qui ne se propagent pas par rapport 
au milieu. Parmi ces fluctuations, ce sont les fluctuations de struc- 
ture qui jouent un rôle particulièrement important. Dans un corps 
amorphe, où les atomes sont disposés en désordre, ces fluctuations 
sont relativement importantes et ne dépendent pratiquement pas 


506 DIFFUSION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


du temps (par suite de l’extrême lenteur des processus de diffusion 
dans les corps solides). La diffusion par de telles fluctuations con- 
duit à l’apparition d’une raie intense dont la largeur est pratique- 
ment nulle. La polarisation et la distribution angulaire de cette 
diffusion correspondent à la superposition des types scalaire et 
symétrique. 

Passons aux composantes du doublet de la raie de Rayleigh 
dans les corps amorphes. Au contraire du cas des liquides et des 
gaz on ne peut pas poser ici e-i4 — { dans l'intégrale G, même 
lors du calcul de l'intensité totale (et de la polarisation) de la lumiè- 
re diffusée; c'est pourquoi la classification des types de diffusion 
suivant leur fonction angulaire, donnée au $ 91, n’a pas de sens 
ici. Ceci par suite du fait que dans un corps solide l'influence de 
toute déformation (ici de fluctuation) se propage à des distances 
importantes. Donc les fluctuations en différents points du corps 
(au même instant) sont en corrélation même à des distances grandes 
(par rapport à 1/q). 

Le champ de l'onde lumineuse diffusé est donné par la formule 
suivante: 


eirkRo,2 
E’ = ARE n° X (n° xXG), (96,1) 
où 
Gi = \ Ôene—tqr dV -Eon, (96,2) 


et n’ est le vecteur unitaire dans la direction de la diffusion. La 
variation de la perméabilité diélectrique lors de la déformation 
d’un corps isotrope est donnée par la formule suivante: 


Ôein = ain + aurdin, (96,3) 


où u;, est le tenseur de déformation (voir (81,1)). Comme l’intégra- 
le.(96,2) correspond à la composante spatiale de Fourier du vecteur 
-d’onde q de ex», dans (96,3) u,, est la déformation dans l'onde 
sonore du même vecteur d'onde. Ainsi. on écrit le vecteur de déplace- 
fnént lors de la déformation sous . forme suivante: 


u = Re {uçeftr} = + (uoeïir + use-tar), (96,4) 


d'où le tenseur e déformation : 


o o d 
UR=— (SE Gi 7) — Re {5 (Uoin + Uondi) er} , 


et l'intégrale de volume : 


\ une {ar dV = Z D uog + uoxgi). (96,5) 


DIFFUSION DANS LES CORPS SOLIDES AMORPHES 507 


Considérons d’abord la diffusion par des ondes « sonores» trans- 
versales. Comme dans une onde transversale u 1 q et ur; —0, on a 


Ôeir = ain. 
En utilisant (96,5) on trouve donc 
G = T1 {uo (gEc) + q (uoE0)}. (96,6) 


L'onde sonore a. peut avoir deux directions de pola- 
risation indépendantes: le vecteur u peut se trouver dans le plan 
k, k” ou dans le plan perpendiculaire. Mais comme E 1 k, il est 
facile de voir que dans le premier cas la projection de G sur le plan 
perpendiculaire à k” est nulle. De sorte que les ondes sonores trans- 
versales « polarisées » dans le plan k, k” ne diffusent pas du tout 
la lumière. 

Si au contraire le vecteur de déplacement u est perpendiculaire 
au plan k. k’, un calcul simple utilisant (96,1) et (96,6) donne pour 
le champ de l'onde diffusée les expressions suivantes : 


tk Roge Du 


= u cosÊE à 
[ ‘AnRoc® “a, dt : (96,7) 
E' Ce a u cosÈE 
LT noce 4 140 Ù 


(8 est, comme toujours, l’angle entre k et k”, et les indices || et L 
désignent les composantes des vecteurs dans le plan de diffusion 
et dans le plan perpendiculaire). Les coefficients de proportionna- 
lité dans ces deux formules contiennent la même grandeur fluctuan- 
te uo. Ceci signifie que lors de la diffusion il n’y a pas de dépola- 
risation : la lumière polarisée linéairement reste polarisée linéaire- 
ment (bien que dans un autre plan). 

Comme les coefficients dans les formules (96,7) coïncident, le 
coefficient d'extinction dh ne dépend pas de l’état de polarisation 
de la lumière incidente et est égal à: 


ae 0 Ÿ 
dh= (fe) VTuofr cos? + do. (96,8) 
Il reste à déterminer le carré moyen de l'amplitude du déplacement 
fluctuationnel wo. 

Du point de vue de la théorie générale des fluctuations thermody- 
namiques, on peut considérer l'onde sonore (96,4) comme l’ensemble 
de deux oscillateurs classiques (ondes se propageant à droite et 
à gauche) ayant chacun une énergie cinétique moyenne égale à T/2. 
Comme la fréquence des oscillations dans ce cas est Aw — u,q. 
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l’énergie cinétique moyenne est 


To A + 
+ Vou* = Zz Ve (w:q)* | uof. 


En égalant cette expression à 2-7/2, on obtient 
AT 


Lo GuxgE - (96,9) 
Enfin, en substituant (96,9) dans (96,8) on obtient 
awtT ° Ÿ 
dh — Ginretusp cos" do. (96, 10) 


Notons la manière dont la diffusion dépend de l'angle; cette fonc- 
tion est tout à fait différente du cas des liquides et des gaz. 

Passons à la diffusion par des ondes « sonores » longitudinales. 
Dans ces ondes u|| q et (96,3) et (96,4) donnent: 


s iV : 
G = Lo] {a SU + ab} . 


Un calcul simple donne pour le champ de l'onde diffusée : 
à Ro? iVuoq 

E1= me 2 %Ei | 

(96,11) 


eirRoge iVuoq a! a; 
Er = Re TZ [a+ (+0) cos®] Eu. 


Dans ce cas lors de la diffusion il n’y a pas de dépolarisation. Mais 
la distribution angulaire et la valeur du coefficient d'extinction 
dépendent de l’état et de la direction de polarisation de la lumière 
incidente. Nous n'’allons pas écrire les formules correspondantes; ces 
calculs sont analogues à ceux qui ont été faits ci-dessus, l’expression 
joue |uwf® ne différant qu’en ce que u, est remplacé par u, dans 
(96,9). 


CHAPITRE XV 


DIFFRACTION DES RAYONS X DANS LES CRISTAUX 


$ 97. Théorie générale de la diffraction 
des rayons X 


L'effet de diffraction des rayons X dans les cristaux occupe une 
place toute particulière dans l’électrodynamique des milieux maté- 
riels car leur longueur d'onde est de l’ordre des distances interato- 
miques. Pour cette raison on ne peut, comme habituellement, faire 
une étude macroscopique en considérant le milieu comme continu, 
et nous devons partir de l'étude de la diffusion par les particules 
individuelles chargées (électrons) !). 

Les fréquences du mouvement des électrons dans l’atome sont 
de l'ordre de w, — v'a, où v est leur vitesse et a les dimensions 
atomiques. Si À — a, par suite de v & c ces fréquences sont petites 
par rapport à la fréquence des rayons X égale à w — c/À. Ceci permet 
d'écrire l'équation du mouvement de l’électron dans le champ de 
l'onde électromagnétique sous la forme suivante: 


mv'=eE, (97,1) 


c'est-à-dire de considérer les électrons comme libres (voir $ 59). 
L'équation (97,1) donne la vitesse acquise par l’électron sous 
l'influence du champ de l'onde: 


Désignons par n (rx, y, z) la densité moyenne du nombre d’élec- 
trons dans le cristal, la moyenne étant prise sur l’état électronique 
quantique et sur la distribution statistique de l'agitation thermique 
des noyaux dans le réseau. Soulignons cependant qu'ici on ne prend 
pas, comme dans la théorie macroscopique, la moyenne sur des 
éléments de volume physiquement infinitésimaux, c’est-à-dire que 
n (x, y, 2) est la densité quantique réelle du « nuage électronique» 


1) Il est évident que la diffusion par les noyaux est négligeable, car la 
masse de ceux-ci est bien plus importante. 
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dans le réseau cristallin. La densité correspondante du courant 
créé par le champ de l’onde est 


j=env = TE. (97,2) 


m 


Introduisons ce courant dans les équations microscopiques de 
Maxwell : 


rotE=iH, (97,3) 


i 4m, À âne? 
rotH=—ŸE+;=-® (1— mer.) E. (97,4) 


De sorte que nous tenons compte de son influence réciproque sur le 
champ, c’est-à-dire de la diffusion. On suppose évidemment que 
cet effet est petit, c’est-à-dire que l’inégalité suivante est satisfaite: 


Ane?n 
nor €: (97,5) 
En introduisant la désignation D=eE, où 
4ne®n 
ei (97,6) 


correspondant à la définition habituelle de l'induction, l’équa- 
tion (97,4) prend la forme ordinaire, soit rot H = — (iw/c) D. 
Ainsi, nous voyons que l'expression (97,6) de la perméabilité diélec- 
trique (comparer avec (59,1)) peut être également appliquée pour 
des longueurs d'onde À — a. Simultanément il faut se rappeler que 
les grandeurs E, D n'ont pas le même sens que précédemment, car 
elles correspondent à un champ dont on n’a pas pris la moyenne sur 
des volumes infinitésimaux. La grandeur &e devient ici une fonction 
des coordonnées. 

Lors de la diffusion des rayons X par des atomes lourds, la con- 
difion © > &9 qui est remplie pour les couches électroniques exté- 
-riéures peut s'avérer ne pas être remplie pour les électrons internes 
pour lesquels on a & < wo et l'inégalité correspondante À ÿ a. 
Bas ce cas, on peut également introduire la notion de perméabilité 
diélectrique (en. tant que le coefficient de proportionnalité entre 
Det E), mais la formule (97,6) ne détermine alors que la contribution 
des électrons périphériques. La contribution des électrons inter- 
nes doit, en principe, être calculée en prenant la moyenne sur 
le volume de ces couches. Ainsi, si l’on écrit sous une forme générale 
D= &E où e dépend des coordonnées, on tient compte automatique- 
ment de tous les cas possibles. Ci-dessous nous utiliserons partout 
l'expression (97,6). 

En prenant dans (97,2) la moyenne de la densité électronique, on 
obtient n (x, y, z) qui ne dépend pas du temps; on exclut par là 
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même la variation possible de la fréquence lors de la diffusion. 
En d’autres termes, nous allons considérer la diffusion rigoureuse- 
ment cohérente sans changement de fréquence. 

En excluant H des deux équations (97,3) et (97,4) on obtient : 


rot rot E— _ D. 
En y substituant 


E-D+T%E 


mo? 


et en développant l'expression rot rot E, compte tenu de div D = O0 
(comme ceci découle de (97,4)), on obtient 


AD+%D= rot rot E (97,7) 


mo? 


Dans le membre de droite de cette équation, contenant déjà la 
grandeur petite 4ne°n/mw*, E doit être pris comme le champ donné 
de l’onde incidente. Nous allons trouver la solution de l'équation 
(97,7) dans l'espace extérieur au cristal diffusant, à de grandes 
distances de ce dernier ‘). Comme la forme de cette équation coïn- 
cide avec l'équation (91,3), on peut directement écrire la solution 
cherchée par analogie avec (91,4), soit: 


2 ,tRRo = 
E = As k’ x (k’ x Eo) \ near dV. (97,8) 


Ici R est la distance de l’origine des coordonnées se trouvant 
à l’intérieur du cristal au point d'observation du champ:q = k’ — k, 
k =k" = w/c; E est l'amplitude de l'onde incidente; dans le 
membre de gauche de l'égalité on écrit E au lieu de D, car dans le 
vide à l'extérieur du corps D = E. 

Pour caractériser l’intensité de la diffraction des rayons X 
introduisons la section efficace © définie comme le rapport de l’in- 
tensité du rayonnement diffracté dans l’angle solide do’ à la den- 
sité du flux d'énergie dans l'onde incidente. Conformément à 
(97,8) on a 


do = (&)'sinel \ ne=tar av | do’, (97,9) 


où 6 est l’angle entre E, et k’. Si les rayons incidents sont « natu- 
rels » (non polarisés), dans cette formule le facteur sin° 8 est remplacé 


1) Dans le $ 91, lors de la solution de l'équation (91,3) on ne pouvait con- 
sidérer le champ à l’extérieur du corps, car il aurait alors fallu tenir compte 
des conditions aux limites sur sa surface, puisque le membre de gauche con- 
tenait une grandeur (e’) dont les valeurs étaient différentes à l'extérieur et à 
l'intérieur du corps. Quant au membre de gauche de l'équation (97,7), sa forme 
est la même dans tout l’espace. 
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par Zu + cos* Ÿ), où ® est l’angle entre k et k” (voir note page 393) : 
L' 


do=+ (%s)" (1 + cos? ®)| ( near dy | do’. (97,10) 


Partout ci-dessous nous allons considérer justement ce cas. 

Nous voyons que l'intensité des rayons diffractés dans la direction 
considérée est principalement déterminée par le carré du module 
de l'intégrale 


\ ne-iar dV, (97,11) 


c'est-à-dire de la composante spatiale de Fourier (avec la valeur 
de q correspondante) de la densité électronique. Pour q — 0 cette 
intégrale se réduit simplement à la densité électronique moyenne 


n, la moyenne étant prise sur le volume du cristal (c'est-à-dire sur 
une maille élémentaire). Mais si dans les équations (97,3) et (97,4) 


on remplace n par », on obtient les équations macroscopiques de 
Maxwell habituelles pour la constante diélectrique: 


4ne?n 

e(o)=1—- er. 
Conformément à ces équations, lorsque des rayons X se propagent 
- dans un cristal, ils se réfractent suivant les lois habituelles (avec 


un indice de réfraction égal à Ve). De sorte que la diffraction aux 
petits angles se réduit à la réfraction ordinaire qui ne nous intéresse 
pas ici. Ci-dessous nous supposerons partout que q est nettement 
différent de zéro. 

La densité électronique (comme toute autre fonction d’un point 
dans le réseau cristallin) peut être développée en une série de Fourier 
QÉ la forme 


: n= 2imerribr, (97,12) 


_ où la sommation s'effectue sur toutes les périvdes b du réseau récipro- 
que (voir V, $ 135). Lorsque l'on substitue (97,12) dans (97,11) 
et que l'on intègre sur le volume du cristal, le résultat obtenu est 
nettement différent de zéro seulement pour des valeurs de q voisines 
de l'un quelconque des 2xb. Dans les intervalles entre ces valeurs 
l'intensité est pratiquement égale à zéro. On peut donc considérer 
séparément chacun des maxima de diffraction, en supposant que 
n — nyexibr pour une valeur donnée de b. En substituant cette 
expression dans (97,10), on obtient: 


do=+ (+) (14-6082 8) m9 2] e-tu-x- 2abye qV |* do’. (97,13) 


mc? 
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Les maxima les plus intenses apparaissent dans les directions 
pour lesquelles l'égalité suivante 


k’—k—21b (97,14) 


est remplie (équation de Laue); ces maxima sont appelés maxima 
principaux. Pour un b donné le maximum principal ne peut cepen- 
dant pas être réalisé pour une direction (et une fréquence) arbitraire 
des rayons incidents. En écrivant l'égalité (97,14) sous la forme 
k’ — k - 2nb, en l’élevant au carréet en tenant compte de k#° = k’=, 
on obtient: 

bk— — xb°. (97,15) 


Cette équation détermine les valeurs du vecteur d'onde k pour les- 
quelles les maxima principaux pour des valeurs données de b sont 
possibles. Au point de vue géométrique (97,15) est l'équation d'un 
plan dans l’espace k, perpendiculaire au vecteur b et disposé à la 
distance xb de l'origine des coordonnées. Nous voyons en parti- 
culier que l’on doit obligatoirement avoir Æ> xb. 


Comme |k°—k |[— 24 sin » . (97.14) donne 


ksin » = nb, (97,16) 


ce qui détermine l’angle de diffraction au maximum principal 
(équation de Bragg-Wulff). 

On sait que chacun des vecteurs b du réseau réciproque détermine 
une famille de plans réticulaires conformément aux équations 
rb — const, où const prend des valeurs entières. Ces plans sont 
perpendiculaires à la direction du vecteur b, et les vecteurs k et k” 
(satisfaisant à la condition (97.14)) sunt orientés par rapport à ces 
plans sous des angles d'« incidence» et de « réflexion » égaux 
(fig. 45). De sorte que l’on dit parfois que la diffraction au maximum 
principal est une « réflexion » sur les plans réticulaires correspon- 
dants. 

L'’intensité totale de la «tache» de diffraction au voisinage 
d'un maximum quelconque s'obtient par intégration de (17,13) 
sur les angles solides voisins de la direction correspondante k’. 
Déterminons l'intensité totale au voisinage du maximum prin- 
cipal. 

Désignons par k; la valeur de k” correspondant au cas où la 
condition de Laue (pour k donné) est exactement remplie: kÿ = 
— k -- 2xb. Introduisons également x = k” — k,. Dans le domaine 
voisin du maximum % est petit et. comme Kk” et k, ne diffèrent que 
par la direction, on a x 1 k;. L'élément d'angle solide peut alors 


1/2 33—532 
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être écrit sous la forme us 


0° = dx dy = 5 dits dy, (97,17) 


= 
où l’axe des z est choisi dans la direction de k;. Ainsi, on a 


= ( —) (1+ cos? 8) | re |? \ \ dkx dhy | \ ei a |. 


Dans l'intégrale de volume on peut intégrer sur dz car e-#*" ne dépend 
pas de cette coordonnée: 


\ ex gV = \ Ze-ixr df, 


o 


où df = drdy, et Z = Z (x, y) est la longueur du corps dans la 
direction de k;. Enfin. utilisant la formule bien connue de la théorie 


Fig. 45 
des intégrales de Fourier on a 
L \ | xl? dXx dy = PE \ q°dz dy, (97,18) 
où | 
_. PT \ p(r, y)e-ixr dr dy 


sont les composantes du développement de Fourier à deux dimen- 
sions. Finalement, on obtient la formule suivante: 


o= + (&) (A+ cost 8)[no[? | 7: af = 
% (Sr) sin 5 (A+cos8)|m | Z af. (97,19) 


TD? me 


L'intégrale figurant ici est de l’ordre de L*, où L sont les dimen- 
sions linéaires du corps. De sorte que la section efficace totale (ou, 
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ce qui est la même chose, l'intensité totale de la tache) est propor- 
tionnelle à V#/3, où V est le volume du corps. Remarquons que l'in- 
tensité au maximum est proportionnelle à une autre puissance du 
volume: pour k” — k = 2xb l'intégrale dans (97,13) est égale sim- 
plement à V, de sorte que do est proportionnel à V=: 
do 1 e? \° ° 

= (5) (1 + cos? 8) | ro» [? V2. (97,20) 
Le fait que l'intensité au maximum est proportionnelle à une puis- 
sance plus élevée de V que l'intensité totale montre combien le 
maximum est aigu. La « largeur » de ce dernier est de toute évidence 
proportionnelle à V4/3/V? — V-2/3, 

La théorie développée ici n’est applicable qu’à condition que 
tout l'effet de diffraction soit faible. Ceci, comme nous le voyons 
maintenant, impose une certaine condition aux dimensions du 
cristal. Plus exactement, © doit être petite par rapport à l'aire 
géométrique de la section du corps (— L?), d'où 


Lin] € 1. (97,21) 


Problèmes 


1. Déterminer la distribution de l'intensité dans la tache de diffraction 
autour du maximum principal lors de la diffraction par un cristal ayant la forme 
d'un parallélépipède droit d’arêtes L., L,, L:. 

Solution. Introduisons comme ci-dessus le vecteur x = k’ — k, et 
choisissons le système de coordonnées de telle sorte que les axes soient paral- 
lèles aux arêtes du parallélépipède et l’origine se trouve dans son centre. 


L'intégrale \ e7i*T 4V se décompose en produit de trois intégrales du type : 


Lx 
L 
\ EXT Jr 2 sin #zle. 
LA 2 
D'Le 
2 


Finalement, 


e? \? 1 AxL XyLy XL 
do = 32 ( = ) (+ cos? 8) |[n,|2——— sin? “EE sin? sin??? do' 
% 2 D xxx 5 L 

mc ASRIKE 2 2 2 


Il ne faut pas oublier que les composantes du vecteur x ne sont pas indépendantes, 

mais liées par la condition xks = 0. 

+ 2. Même question pour la diffraction par un cristal sphérique de rayon «. 
Solution. Introduisons de nouveau x = k’ — k; et choisissons le 

système de coordonnées de telle sorte que son axe des z soit orienté suivant > 

(avec l'origine au centre de la sphère). On a 


Aa 
x3 


a 
\ ei QV = \ na (a?— 22) eÈ%E gz— © (sin xa — xa cos ka). 


—a 


33» 
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Finalement, ; 
do — 8n° (<= 


- 1-L cos? 6) | np |? 1 (si Æ 2 do’ 
+} ( lb ar (sin xa— xa cos xa)? do”. 


3. Déterminer l'intensité totale de la tache de diffraction autour d’un maxi- 
mum auxiliaire. 

Solution. Ici le vecteur d'onde k de l'onde incidente ne satisfait 
pas à La condition (97,15). Comme nous l'avons indiqué dans le texte, (97,15) 
est l'équation d’un plan perpendiculaire au vecteur b; désignons le petit dépla- 
cement de l'extrémité du vecteur k s'éloignant de ce plan par nb, où n & 1. 
En d'autres termes, mettons k sous la forme k = k, + nb où k, satisfait à l’é- 
quation (97,15) (fig. 46). è 


2xb 
Fig. 46 


. La direction de k’ pour laquelle la différence k’ — (k + 2xb) a une valeur 
minimale (de telle sorte que l'intégrale dans (97,13) est maximale) correspond au 
maximum d'intensité dans la tache. Mais la valeur absolue de la différence de 
deux vecteurs (dont l’un a une direction arbitraire) est minimale lorsque les 
directions de ces vecteurs coïncident. On a donc (compte tenu de k’ = k): 


k2— (k-+ 2xb)2 

k+|k+21b| 
Comme k est voisin de k, et que nous considérons le domaine voisin du maximum 
on a k° = k + 2xbet l’on peut remplacer le dénominateur de l'expression écrite 
Par 2k. Simultanément on ouvre les parenthèses dans le numérateur et l'on obtient 
k —2k-21b— (2ab)?=[—-2k0-22%b— (21b)2]—2nb-271b = — 4rnb? 
de sorte que 


1k'—k—2nb min =#—]#+21b|= 


2rnb? 
ne 


. [k'—k—2nb [min = — 

Puis nous introduisons x conformément à 
2anb? 

k'=(k-L2xb) (1 }+* 


et en choisissant}l'axe des : suivant la direction de k + 2xb, on réduit le pro- 
RTE calcul de l'intégrale suivante (voir la démonstration de la formule 


2anb? 
\ \ dx dx, | exp { 2 


six} av l- 


_ _ixr Sin (xnb2Z/K) c 
SORTE PIE 
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En utilisant la formule (97,18), on obtient finalement : 


2 in? (anb2Z/k 
) cost 0 jme À SCT a. 


22? f e? 
c= ( 


k? mc? 


Pour n —+ 0 cette formule devient (97,19). Si xnb°Z/k » 1 (ce qui n’est pas 
contraire à la condition n «& 1), le carré du sinus est remplacé par sa valeur 
moyenne 1/2 et l’on obtient 

fes ( e2 SES 


mc? not 


où S est l'aire de la projection (« ombre ») du corps sur le plan x, y. 


, 


$ 98. Intensité intégrale 


Les formules obtenues au paragraphe précédent donnent l'in- 
tensité de la diffraction lorsqu'une onde rigoureusement monochro- 
matique et plane tombe sur un cristal. Considérons maintenant 
plusieurs cas où ces conditions ne sont pas remplies. 

Commençons par le cas où l’onde incidente est plane mais non 
monochromatique 1). En d'autres termes, sa décomposition spec- 
trale contient des ondes de vecteurs d'onde k de même direction mais 
de grandeur absolue différente À — w/c. Désignons par p(k) la 
densité de la distribution de l'intensité de l'émission incidente en 
fonction de la fréquence, normée sur l'unité par la condition 


À o () dk = 1. 


L'intensité totale de la tache de diffraction est déterminée par 
la section efficace. obtenue en intégrant l'expression (97.13) sur 
do’ et sur p (k) dk: 


a+ (-$) "Ir (T \ ei&"-E—2nb)r gV Ï (L-- cos? 8) p (4) do’ dk. 
(98,1) 


Introduisons, pour le moment, la désignation K — k’ — k — 
— 2nb et écrivons le carré du module sous la forme d’une intégrale 
double, soit : 


| ( exe av | = ( \ etKtrs-r1) dVi dV. 


En introduisant au lieu de r, et r. les variables !/, (r, + r.) et 
r=r —Tr, et en intégrant sur les premières dans le volume du 
corps. on obtient 


\ eikrdV F= 4 \ ekr d. 


1) Ce cas correspond à la méthode de Laue de l'analyse des cristaux par 
rayons X. 


518 DIFFRACTION DES RAYONS X DANS LES CRISTAUX 


Dans l'intégrale restante, on peut intégrer maintenant sur toutes 
les variables pour des limites infinies); finalement on obtient 


| Cetxray Ï — (21)°V8 (K). (98,2) 


En substituant ce résultat dans la formule (98,1), on peut écrire 
cette dernière sous la forme 


om ant (2) "1m ft V (14 cost 00) LT 6 (R'—k—22b) p (4) do’ dk; 
(98,3) 


par suile de la présence de la fonction ô dans l’expression sous l'in- 
tégrale nous avons pu mettre en facteur À + cos? 8 en le remplaçant 
par sa valeur pour & = 0, où 0, est l’angle entre les vecteurs k et 
k’ satisfaisant à la condition de Laue (désignons-les par k, et 
k, = ko + 2xb). 

Il est commode d'effectuer l'intégration sur do’, en remarquant 
qu’elle est équivalente à l’intégration sur 


dk’ =k"? dk' do’ =+ k'd (K°?) do’, 


à condition d'introduire dans l'expression sous l'intégrale le facteur 
supplémentaire (2/k) 6 (k°? — k°). De sorte que l'intégrale dans 
(98,3) est remplacée par 

\ \ 26 (k'—k—2xb) 6 (k°2— K?) p (k) dk’ dk. 
En effectuant l'intégration sur dk’ à l’aide de la première fonction 
ô, on doit remplacer k’? par (k+2xb})? dans la seconde fonction; 
finalement on obtient 


: 1 
€ Ÿ 56 Gnt8+4nbl) p (9 de= À 6 (ble + nb) 0 (E) dk, 
de telle sorte que 


}' rs eV (+00? 80) \ 2 6(bk+nbt)p (k) dk. (98,4) 


e? 
mc® 


s£2re | 


Enfin, effectuons la dernière intégration sur dk (pour une direc- 
tion donnée de n — k/k). L'argument de la fonction & s'annule 
pour 4 = ko, et l'intégrale est égale à: 


p (ko) _1 p (ko) __ P(ko) 


1) On peut le faire parce que l’on ne se propose que de calculer l'intensité 
totale de la tache de diffraction et non sa largeur. 
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de sorte que l’on obtient finalement : 
e? L P (Ko) 
o=2n (+ )' Im IV (A+ cost 87) LED . (98,5) 
Considérons maintenant un autre cas où l’onde incidente est 
monochromatique, mais contient des composantes de directions 
différentes de k. obtenues les unes à partir des autres par rotation 
autour d’un certain axe ). Le vecteur unitaire suivant la direction 
de cet axe est désigné par 1. et l’angle de rotation par %. Supposons 
que la fonction p (tb) donne la distribution de l'intensité de l’émis- 
2x 
sion incidente sur les angles, normée sur l'unité: \ p (Ÿ) dp = 1. 


0 
Tous les calculs conduisant à la formule (98,4) sont vrais égale- 
ment pour ce cas, avec cette seule différence que l'intégration sur 
o (x) dk doit être remplacée par une intégration sur p (+) dp: 
2 \2 4 
o=2n? (—%) | nel? V (14 cos? %) { +8 (bk + ab?) p (1) dh. 
(98,6) 


Désignons de nouveau par k, la valeur de k pour laquelle l'argument 
de la fonction ô s’annule; ÿ sera comptée à partir du plan I. ki. 
Pour des + petits on a 


k= ko+ (1 X ko) ÿ. 
L'intégrale dans (98,6) prend alors la forme: 


[HSEUXR) Dept 


0 Vo 
or tr 2 
kK]b(X no)| 7%6?|b(IXn) |" 
Ainsi, 
2 2 \2 9 : 
= (5) sin? (1 + cos do) (ml V ÉET - (98,7) 


Enfin, considérons la diffraction d’une onde monochromatique 
plane par un corps formé par un ensemble de petits cristaux orien- 
tés d’une manière chaotique ©). 

Désignons par k; et b, les vecteurs k’ et b dirigés de telle sorte que 
la condition de Laue k, — k + 2xb, soit remplie. Les directions 
de k, et b, ne sont pas univoques, car la condition de Laue reste 


1) Ce cas correspond à la méthode de Bragg (ou méthode du cristal tournant) 
de l'analyse radiocristallographique : en réalité, il ne s’agit pas de rotation 
de la direction k, mais de la rotation du cristal lui-même autour de l'axe 1. 

2) Ce cas correspond à la méthode des poudres (méthode de Debye-Scherrer) 
dans l'analyse radiocristallographique. 
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évidemment vraie pour une rotation arbitraire du triangle k, 2xb,, 
k, autour de la direction de k. De sorte qu'au maximum principal 
correspondent les directions de k” formant une surface conique dont 
l’angle vertical est égal à 20, ; au lieu d’une « tache » de diffraction, 
on aura maintenant un « anneau » de diffraction. 

La section efficace totale cherchée sera déterminée par une for- 
mule qui ne se distingue de (98,4) que par le fait que l'intégrale 
sur p (4) dk est remplacée par la moyenne sur les directions de b: 


o=2nV (+) frs? (+008 9) | 6 (ble+ 0°) don (98,8) 


(dor étant l'élément d'angle solide dans la direction de b). Dési- 
gnons par & l'angle entre k et b et écrivons l'intégrale dans (98,8) 
sous la forme suivante: 


1 2nd cos a 1 1 6 
À 5 (4 cos a + nb) FREE = Spa Sin —- — . 
De sorte que 
L ô 
o= (+) no [fr (1 cost 89) sin? À . (98,9) 


Chacun des trois cas considérés correspond à un procédé parti- 
culier dont on prend la moyenne sur l’image de diffraction. Remar- 
quons que l'intensité moyenne totale de la diffraction, comme il 
fallait s’y attendre, devient alors simplement proportionnelle au 
volume du corps. Remarquons de plus que si l’on ne prend pas la 
moyenne, l'intensité de l’image et sa distribution sur la tache 
dépendent du volume d’une manière plus nette. 


$ 99. Diffusion thermique diffuse 
des rayons X 


L Dansles deux paragraphes précédents nous avons considéré n (x,y,2) 


tomme la densité électronique moyenne dans le temps dans le cris- 
tal. Ceci faisait disparaître les oscillations de densité diverses et par 
- cnséquent la partie (incohérente) correspondante de la diffusion 
des rayons X. L'une des causes de diffusion incohérente sont les 
fluctuations thermiques de densité. Cette diffusion est distribuée 
suivant toutes les directions de façon « diffuse », mais elle est carac- 
térisée par une intensité relativement grande au voisinage des 
directions correspondant aux raies brusques de la diffusion « struc- 
turale », étudiée aux paragraphes précédents. Maintenant nous 
étudions justement ces maxima de diffusion thermique (W. H. Za- 
chariasen, 1940). 
Nous allons décomposer les oscillations thermiques du réseau 
cristallin en ondes « sonores ». Comme nous allons le voir par la 
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suite, ce sont les ondes longues (par rapport à la constante du réseau) 
qui participent à la création des maxima de la diffusion thermique 
qui nous intéressent. La variation de la densité électronique due 
à une telle onde peut être considérée, en tout point de l’espace, com- 
me le résultat du simple déplacement du réseau d’une grandeur 
égale à la valeur locale du vecteur de déplacement u dans l'onde. 
De sorte que la variation de la densité (dont on n’a pas pris la moyen- 
ne dans le temps!) lors de la propagation de l’onde sonore peut 
s'exprimer en fonction de la densité moyenne de la manière suivante: 


on 
ôn=n(r—u)—n(rn)=-u——. 
En considérant la diffusion diffuse au voisinage d’une certaine raie, 
il faut remplacer »# par nLe’tibr à b donné, de telle sorte que 


ôn — — 2ni (bu) rve’tibr, (99,1) 


La diffusion par les fluctuations de densité est évidemment 
incohérente par rapport à la diffusion par la densité moyenne et 
n'interfère donc pas avec celle-ci. C’est pourquoi la section efficace 
de la diffusion diffuse peut être trouvée par la formule (97,10) en 


y substituant 6» au lieu de » et en prenant la moyenne statistique 
sur les fluctuations: 


e? 
do = 27° ( = 
mc 


1 | (1 + cost DIR (ub)e-ikr dy do’, (99,2) 


où l'on a introduit la désignation suivante: K = k° — k — 2xb. 
L'intensité de la diffusion est grande dans les directions où le vecteur 
K est petit (Æ << 2nb). 


L'intégrale \ ue-iKr dV donne la composante spatiale de Fourier 


de u, dont le vecteur d’onde est égal à K ; c’est pourquoi u peut être 
interprété simplement en tant que vecteur de déplacement dans 
l’onde sonore avec ce vecteur d’onde. L'inégalité À -& 2xb signifie, 
par conséquent, que la longueur de l'onde sonore de diffusion est 


grande par rapport aux dimensions de la maille élémentaire du 
cristal. 


Ainsi, on peut écrire 
1 : 7 
= FT (u,eikr + use ikr), (99,3) 
de sorte que 


\ (bu) e-iKeqV = + V (bu) 
et la section efficace est : 


do= + (5) ‘ no (1 + cos* 8) bibruoiuoxV? do’. (99,4) 


34—532 
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La moyenne des produits des composantes de uw, est prise de la 
même manière qu'au $ 96 pour l'onde sonore dans un corps iso- 
trope. L'énergie élastique par unité de volume du cristal déformé 
est donnée par l'expression suivante: 


7 
TT ikimüihüims 


où u;, est le tenseur de déformation et Ayxim le tenseur des modules 
d’élasticité (VII, $ 10). L'énergie élastique moyenne de tout le 
cristal est donc égale à | 


1 
F VikimlinUim- 


Substituons 


__ 1 f du; En) : Li iK 

Uk (5 FES = Re{(iÆruo : iK jun) e r}. 

Les termes contenant les facteurs et2iKr s'annulent lorsque l’on 

prend la moyenne. Compte tenu également des propriétés de symé- 

trie du tenseur Azxm (symétrie par rapport aux indices i, k et L!, m 

et par rapport à la permutation des paires à. À et !, m), on obtient : 
y — 

7 hinimKrKmtoiu 

ou 


L : 
TZ Sirloiuor, 


où l’on a introduit la désignation: 
ga = huimK Km (99,5) 
Conformément à la théorie générale des fluctuations thermodyna- 
miques, on peut directement écrire pour les valeurs moyennes cher- 
chées !) 


t Loin = Ve gi (99,6) 


(gs! étant le tenseur inverse du tenseur g;). Pour la section efficace 
de diffusion on obtient finalement : 
do=2n® (-)" TV Inv1f(1+ cos? 8) bibagit-do'. (99,7) 


1) Voir V, $ 113. Si la distribution des probabilités pour les grandeurs 
fluctuantes z,, z2, ... est de la forme: 


exp {ana } , 


on obtient z;z, — Ain. Le facteur supplémentaire 2 dans la formule (99,6) est 
lié à ce que chacune des grandeurs complexes u,; représente l'ensemble de deux 
grandeurs indépendantes. 


e? 
mc? 
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De sorte que l'intensité de la diffusion diffuse est. comme il 
fallait s'y attendre, proportionnelle au volume du cristal. Cette 
diffusion est caractérisée par la distribution particulière de son 
intensité sur la surface de la tache. Sans tenir compte du facteur 
(1 + cos® 8) qui est pratiquement constant pour une tache donnée, 
nous voyons que la distribution de l'intensité est déterminée par 
l'expression gi b,b,. Cette dernière est le produit de X-* par une 
fonction assez complexe de la direction du vecteur K des axes cris- 
tallographiques. Lors de la diffusion au voisinage du maximum 
principal on voit que l'intensité de la diffusion diffuse est également 
maximale au point K = 0 (l'expression (99,7) qui tend vers l'infini 
pour K = 0 devenant évidemment inapplicable). Par contre. si la 
condition (97,15) bk — —11b? n'est pas remplie, l'égalité K — 0 
est impossible et le maximum de l'intensité de la diffusion diffuse 
a lieu pour un certain K différent de zéro ne coïncidant en général 
pas avec la position du maximum de la diffusion structurale. Dans 
les deux cas, la diffusion diffuse crée un fond dont l'intensité décroît 
essentiellement comme 1/K*°, c'est-à-dire bien plus lentement que 
l'intensité dans une raie plus brusque de la diffusion structurale 
qu'il entoure. ES à 


ANNEXE 


COORDONNÉES CURVILIGNES 


Ci-dessous nous donnons un certain nombre de formules du 
calcul vectoriel en coordonnées curvilignes pour le cas général et 
pour certains cas particuliers. 

Dans un système arbitraire de coordonnées orthogonales curvili- 
gnes &1. U», Us, le carré de l'élément de longueur est 


dE = h? du + hi du; + hidu;, 


où hk; sont des fonctions des coordonnées. L'élément de volume dans 
le même système de coordonnées est 


dv = hihohs du: dus dus. 


Les différentes opérations vectorielles s'expriment à l’aide 
des fonctions k; conformément aux formules ci-dessous. Les opéra- 
tions vectorielles sur un scalaire sont: 


1 9 
Grad fi = 7, 


__ A Ô (hohs 01 
Af— FER D ou! ( h; Ou, ) L 


où la sommation s'effectue sur les permutations circulaires des 
indices 1. 2, 3. Les opérations vectorielles sur un vecteur sont 
1 


. Ô 
divA= DT >» ur VrhsAi), 


PES 


1 ro] d 
(rot A), — Er [= (k:43) — PETER (ha4o) | 


{les autres composantes de rot A s’obliennent par permutation cir- 
culaire des indices). 
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Coordonnées cylindriques r. @, z. L'élément de longueur est: 
di — dr? + r° dp° + dz° 
h.=1, ho =r, h.—=1. 

Les opérations vectorielles sont : 
gere" 


Tr ôr or F5 70e 052 
div A 17 (r Ar) Le + | 
(rot A), = — PS, tag 
(ot An + (PA EE 
(AA) = A4 À — = | 
(AA)e= A4 +, (AA), = AA. 


Dans les expressions pour les composantes du vecteur AA. nous 
considérons AA; comme le résultat de l’action de l'opérateur A sur 
la grandeur À; considérée comme un scalaire. 

Coordonnées sphériques r, 6, @. L'élément de longueur est 


di® = dr? + r° d@® + r° sin? 0 dq*, 
h.—=1, ho=r. hÿ=rsin0. 
Les Lo vectorielles sont : 


Se) +020) as 


r ne rèsin?0 0? 
ser à. 9e 
divA=— (4) + — _ (sin 040) + 56 5e dp ? 
949 
(rot A) = eg [57 (sin 04) 2]. 
1 94, 1 à 
(rot A)o = Fsn0 à Tr or (rAo), 
04, 
(rot A =+ [+ r Ao) = JÙ ] ‘ 
: 249 
(AA)= 44,2 T4, Tnt ST nd (sin 45) + e TL 0@ ]: 
rs 2 pad “% cos 0 d4y 
(MA )o = A6 + En — Zone — sine 0 dm 
4, , 049 Ag 


(Me = Mo + eg [RE +cote 0 — 
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